
Differentiaaliyhtälöiden jatkokurssi 1 2022

Harjoitus 1: ratkaisuja

1. Ratkaise logistinen differentiaaliyhtälö parametrilla K “ 1 ja tarkastele sen ratkaisujen
käyttäytymistä eri alkuarvoilla, kun t Ñ 8.

Ratkaisu. Logistinen differentiaaliyhtälö

9x “ axp1 ´ xq

on separoituva. Pisteet 0 ja 1 ovat tasapainopisteitä, joten alkuarvoilla 0 ja 1 saadaan
vakioratkaisut Lemman 1.6(1) nojalla. Olkoon x0 P R ´ t0, 1u. Tällöin olemassaolo- ja
yksikäsitteisyyslauseen nojalla xptq ‰ 0, 1 kaikilla t, koska logistisen differentiaaliyhtälön
vektorikenttä on sileä.

Käyttämällä osamurtokehitelmää 1
xp1´xq

“ 1
x

` 1
1´x

saadaan alkuarvotehtävän

#
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xpt0q “ x0
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xp1 ´ xq
“

1
a

`

ż x

x0

dx

x
`

ż x

x0

dx

1 ´ x

˘

“
1
a

`

log
ˇ

ˇ

x

x0

ˇ

ˇ ´ log
ˇ

ˇ

1 ´ x

1 ´ x0

ˇ

ˇ

˘

“
1
a

`

log
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˘˘
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ˆ
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.

Itseisarvot voi poistaa, koska edellä totesimme, että xptq ja x0 ovat samassa joukon R ´

t0, 1u komponentissa. Tästä voimme ratkaista funktion x lausekkeen

xptq “
eapt´t0q

eapt´t0q ` 1 ´ x0
“

1
1 ` e´apt´t0qp1 ´ x0q

.

Viimeisestä lausekkeesta näkee helposti, että xptq Ñ 1, kun t Ñ 8 alkuarvosta x0 riippu-
matta.

Tehtävissä 2 ja 3 tarkastellaan vektorikenttää N : R2 ´ t0u Ñ R2, Npxq “ ´ x
}x}

.

2. (1) Hahmottele kuva vektorikentästä N .

(2) Voiko vektorikentän N jatkaa tasossa R2 määritellyksi jatkuvaksi vektorikentäksi?

Ratkaisu. Pisteessä x on origoa kohti osoittava yksikkövektori.
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Vektorikenttää ei voi laajentaa origoon jatkuvasti, sillä limtÑ0 Npteq “ e kaikilla yksik-
kövektoreilla e.

3. (1) Olkoon x0 P R2, x0 ‰ 0. Osoita, että lauseke

xptq “ x0 ´ t
x0

}x0}

antaa alkuarvotehtävän
#

9x “ Npxq,

xp0q “ x0
(1)

ratkaisun.
(2) Piirrä kuva muutaman ratkaisun radoista alkuarvon x0 eri arvoilla.
(3) Mikä on alkuarvotehtävän (1) ratkaisun maksimaalinen määrittelyväli?

Ratkaisu. Jos t ă }x0}, niin xptq ‰ 0, mutta xp}x0}q “ x0 ´ x0 “ 0, joten arvo ei
ole tarkasteltavassa alueessa. Jos osoitamme, että x on ratkaisu, niin sen maksimaalinen
määrittelyväli on siis s´8, x0r.

(1) xp0q “ x0 ´ 0 x0
}x0}

“ x0, joten alkuarvo toteutuu. Taylorin lauseen (Vektoricalcu-
lus/Vektorifunktioiden analyysi) nojalla näemme, että 9xptq “ x0

}x0}
. Derivaatan voi myös

laskea komponenteittain: Jos x0 “ px01, . . . , x0nq, niin xptq “ px01 ´ x01
}x0}

t, . . . , x0n ´ x0n

}x0}
tq,

jonka derivoiminen antaa tuloksen:
d

dt
px01 ´

x01

}x0}
t, . . . , x0n ´

x0n

}x0}
tq “ ´p

x01

}x0}
t,

x0n

}x0}
tq “ ´

x0

}xp0q}
“ Npx0q .

Lisäksi huomaamme, että x0 ´ t x0
}x0}

“ x0p1 ´ t
}x0}

q ja p1 ´ t
}x0}

q ą 0, kun t ă }x0}. Siis
}x0p1 ´ t

}x0}
q} “ }x0}p1 ´ t

}x0}
q, joten

Npxptqq “ ´
x0 ´ t x0

}x0}

}x0 ´ t x0
}x0}

}
“

x0

}x0}
,

joten 9xptq “ ´Npxptqq kaikille t ă }x0} ja x on siis ratkaisu.
(2) Radat ovat avoimia säteitä

txptq : t ă }x0}u “ tt x0 : t ą 0u .
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(3) Koska x on ratkaisu välillä s´8, x0r, niin tämä väli on maksimaalinen määrittelyväli
kuten edellä todetttiin.

4. Laske exp A, kun (a) A “

ˆ
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˙
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‚

Ratkaisu. (a) A2 “
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˙
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˙
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ˆ

1 1
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˙

.
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¨

˝
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0 0 0

˛

‚

¨
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˛

‚“

¨
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˛
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“

¨
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˛

‚

¨
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˛

‚“

¨
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˛

‚ ,

joten

eA
“ I3 ` A ` A2

“

¨

˝

1 1 1
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0 0 1

˛

‚ .

5. Olkoot A “

ˆ

1 1
0 0

˙

ja B “

ˆ

1 ´1
0 0

˙

. Määritä exp A, exp B ja exppA ` Bq.

Ratkaisu. A0 “ I2 kuten aina. Lisäksi

A2
“

ˆ

1 1
0 0

˙ ˆ

1 1
0 0

˙

“

ˆ

1 1
0 0

˙

,



joten Ak “ A kaikilla k ě 1. Siis

exppAq “

ˆ

e e ´ 1
0 1

˙

.

Vastaavasti Bk “ B kaikilla k ě 1, joten

exppBq “

ˆ

e 1 ´ e
0 1

˙

.

Lisäksi A ` B “

ˆ

2 0
0 0

˙

, joten pA ` Bqk “ A ` B kaikilla k ě 1 ja siten

exppA ` Bq “

ˆ

e2 0
0 1

˙

.

Huomaa, että

exp A exp B “

ˆ

e2 ´pe ´ 1q2

0 1

˙

‰

ˆ

e2 pe ´ 1q2

0 1

˙

“ exp B exp A ,

joten Lemman 2.16 laskusääntö ei päde, jos tarkasteltavia matriiseja ei rajoiteta.

6. Olkoot A “

ˆ

1 1
4 1

˙

ja C “

ˆ

1 1
2 ´2

˙

.

(a) Osoita, että C´1AC on diagonaalimatriisi.
(b) Määritä exp A.

Ratkaisu. (a) Suoraviivaiset laskut osoittavat, että

C´1AC “ ´
1
4

ˆ

´2 ´1
´2 1

˙ ˆ

1 1
4 1

˙ ˆ

1 1
2 ´2

˙

“

˜

1
2

1
4

1
2 ´1

4

¸

ˆ

1 1
4 1

˙ ˆ

1 1
2 ´2

˙

“

ˆ

3 0
0 ´1

˙

.

(b) Lemman 2.11 nojalla

exp A “ C exppC´1ACqC´1
“
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1 1
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