Differentiaaliyhtaloiden jatkokurssi 1 2022

Harjoitus 1: ratkaisuja

1. Ratkaise logistinen differentiaaliyhtalo parametrilla K = 1 ja tarkastele sen ratkaisujen
kayttaytymista eri alkuarvoilla, kun ¢ — oo.

Ratkaisu. Logistinen differentiaaliyhtélo
T =azx(l —x)

on separoituva. Pisteet 0 ja 1 ovat tasapainopisteitd, joten alkuarvoilla 0 ja 1 saadaan
vakioratkaisut Lemman 1.6(1) nojalla. Olkoon zg € R — {0, 1}. Télléin olemassaolo- ja
yksikasitteisyyslauseen nojalla x(t) # 0, 1 kaikilla ¢, koska logistisen differentiaaliyhtélon
vektorikentta on silea.

Kayttamalla osamurtokehitelméa ﬁ = % + ﬁ saadaan alkuarvotehtivan

{:i: =az(l — )

l’(to) = X

ratkaisulle

t—t—ljx dx _I(dex_i_J‘” dx)
" al), z(1—-2) a x wl—

~ 4 (tog] |~ log | 7=
- Cll(log (ZO) —log (11__;50)) — clLlog <i£11__95;);> .

[tseisarvot voi poistaa, koska edelld totesimme, ettd x(t) ja zo ovat samassa joukon R —
{0, 1} komponentissa. Tasta voimme ratkaista funktion z lausekkeen

a(t—t()) 1
o(t) = ——

et=t) £ 1 — 2 1+ ealt—0)(1 — )

Viimeisesta lausekkeesta nékee helposti, ettd z(¢) — 1, kun ¢t — oo alkuarvosta z riippu-
matta.

Tehté'wissét ja |3] tarkastellaan vektorikenttda N: R* — {0} — R? N(z) = — -

2. (1) Hahmottele kuva vektorikentésta N.

(2) Voiko vektorikentin N jatkaa tasossa R? mééritellyksi jatkuvaksi vektorikentéksi?

Ratkaisu. Pisteessd x on origoa kohti osoittava yksikkovektori.
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Vektorikenttaa ei voi laajentaa origoon jatkuvasti, silla lim; o N(te) = e kaikilla yksik-
kovektoreilla e.

3. (1) Olkoon zy € R?, xy # 0. Osoita, etta lauseke

Lo
x(t) = zo — t—HxOH
antaa alkuarvotehtavan
x(0) = xg

ratkaisun.
(2) Piirrd kuva muutaman ratkaisun radoista alkuarvon x, eri arvoilla.

(3) Mika on alkuarvotehtavén (1)) ratkaisun maksimaalinen méérittelyvéli?

Ratkaisu. Jos t < |z, niin z(t) # 0, mutta z(|zo|) = o — zo = 0, joten arvo ei
ole tarkasteltavassa alueessa. Jos osoitamme, ettd x on ratkaisu, niin sen maksimaalinen
madarittelyvali on siis |—o0, xol.

(1) z(0) = g — Oper = o, joten alkuarvo toteutuu. Taylorin lauseen (Vektoricalcu-
lus/Vektorifunktioiden analyysi) nojalla ndemme, etta @(t) = H%H Derivaatan voi myo6s
laskea komponenteittain: Jos xg = (zo1,. .., Ton), niin z(t) = (xe — H%l“t, e, Xon — ”fco—oj‘t),
jonka derivoiminen antaa tuloksen:

d Zo1 Zop To1 , Ton Zo
—(To1 — —t, .-+, Ton — = —(7—t )=- = N(z)
dt ol ol [zoll " [l |=(0)]
Lisiksi huomaamme, ettd zo — t3% = zo(1 — 1op) ja (1 — pop) > 0, kun ¢ < || Siis
o1 = ) = ol (1 — ), joten
Ty — t20
N(z(t)) = — H;ZH _ o ’
oo — £ ~ Tl
joten z(t) = —N(xz(t)) kaikille ¢ < |zo| ja = on siis ratkaisu.

(2) Radat ovat avoimia siteita

{x(t) : t <|xoll} = {txo: t > 0}.
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(3) Koska x on ratkaisu valilla |—o0, o[, niin tdméa vali on maksimaalinen maérittelyvali
kuten edelld todetttiin.

4. Laske exp A, kun (a) A =

|
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Ratkaisu. (a) A* = (0 0) (0 0
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5. Olkoot A = <(1) (1)> ja B = (é é) Maérita exp A, exp B ja exp(A + B).

Ratkaisu. A° = I, kuten aina. Liséksi

GGG



joten A* = A kaikilla k > 1. Siis

exp(A) = (8 6?) .

Vastaavasti B¥ = B kaikilla k > 1, joten

exp(B) = (8 116) .

Lisdksi A+ B = (g 8), joten (A + B)* = A + B kaikilla k > 1 ja siten

exp(A + B) = (602 (1)) |

Huomaa, etta

2 (o _1)2 2 12
expAexp B = (% (61 1 ) # <€O (e 11) ) =expBexpA,

joten Lemman 2.16 laskusédanto ei pade, jos tarkasteltavia matriiseja ei rajoiteta.

1 1Y . 1 1
6. OlkootA—<4 1> J&C’—(2 _2).

(a) Osoita, etti C~'AC on diagonaalimatriisi.
(b) Maérita exp A.

Ratkaisu. (a) Suoraviivaiset laskut osoittavat, etti
1 /-2 -1 11 1 1
-1 _ _
¢ Av= 4(—2 1) (4 1) (2 —2) (
(30
~\0 -1/~
(b) Lemman 2.11 nojalla

_ -1 (1 1\ (e 0
expA = Cexp(CTAC)C™ = (2 _2) (0 e‘l)<
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