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Johdanto

Tämä teksti on syksyn 2023 kurssien Johdatus monistoihin ja Differentiaaligeo-
metriaa monistoilla kurssimateriaali. Nämä kurssit muodostavat yhdessä johdannon
differentiaaligeometrian perusasioihin.

Kurssin esitietoina oletetaan hyvät tiedot differentiaalilaskennasta (Vektorianalyysi
2) ja topologian perusasioiden hallinta esimerkiksi lähteiden [Par2] tai [Väi, Luvut I-V]
pohjalta. Kurssit on mahdollista suorittaa vaikka topologian kurssi suoritettaisiin sa-
maan aikaan kuin Differentiaaligeometriaa monistoilla. Tällöin uusien käsit-
teiden omaksuminen on joiltain osin vaativampaa mutta edellä mainitut lähteet auttavat
tässä tehtävässä. Monet käsitteet esiintyvät jo metristen avaruuksien kurssilla rajoitetum-
massa kontekstissa ja tulevat sitä kautta tutuiksi.

Kirja [Lee2] on kurssilla suositeltavaa lukemista ja kurssi pohjautuukin suurelta osin
tähän kirjaan.
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Merkintöjä ja sopimuksia

Tässä esitellään merkintöjä joillekin käsitteille, jotka saattavat olla tuttuja aiemmilta
kursseilta. Jotkut merkinnöistä1) tai valinnoista2 poikkeavat eri kursseilla.

• N “ t0, 1, 2, . . . u luonnolliset luvut.

• #pAq P N Y t8u joukon A alkioiden lukumäärä.

• A ´ B “ ta P A : a R Bu joukkojen A ja B erotus.

• A \ B on joukkojen A ja B erillinen yhdiste. Merkintä tarkoittaa joukkoa A Y B li-
sätiedolla, että A X B “ H.

• Joukkojen Xα erillinen yhdiste on
ž

αPA

Xα “
␣

px, αq : x P Xα α P A
(

.

• f |A kuvauksen f : X Ñ Y rajoittuma osajoukkoon A Ă X, f |Apaq “ fpaq kaikilla
a P A.

•
Ť

αPA Uα “ tu : Dα P A, jolle u P Uαu.

•
Ş

αPA Uα “ tu : u P Uα kaikilla α P Au.

• A Ł B joukko A on joukon B aito osajoukko: A Ă B ja A ‰ B.

• δmn “

#

1 jos m “ n

0 muuten
.

• tA on matriisin A transpoosi.

• px | yq “
řn
i“1 xiyi kaikille x, y P Rn.

• En on n-ulotteinen euklidinen avaruus, katso Luku 1.2.

• Sn “ tx P En`1 : }x} “ 1u.
1Esimerkiksi joukkojen erotukselle käytettävät merkinnät vaihtelevat.
2Onko 0 luonnollinen luku?
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viii Sisällys

• Bnpa, rq “ tx P En : }x ´ a} ă ru

• Bifppq “ B|pf “ B

Bxk
fppq on kuvauksen f : En Ñ E1 osittaisderivaatta pisteessä p P En.

• Dfppq “
`

Bifjppq
˘

on kuvauksen f : En Ñ Em differentiaali pisteessä p P En.

Uusien käsitteiden määritelmät on laatikoitu näin. Niitä ei ole numeroitu.

Tällaisessa laatikossa on jokin huomautus tai sopimus, joka on tärkeä huomata.
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Osa I

Johdatus monistoihin
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Luku 1

Sileät monistot

Ensimmäisessä luvussa määrittelemme sileät monistot ja tutustumme muutamaan keskei-
seen esimerkkiin. Luvussa 1.4 annettava sileän moniston määritelmä pohjautuu topologi-
sen moniston määritelmään, joten alaluku 1.2 käsittelee tätä, sileää monistoa yleisempää
käsitettä. Alaluku 1.3 ja osa alaluvusta 1.5 edellyttävät edistyneempää topologian kurssin
sisällön hallintaa mutta suurimman osan luvusta 1 voi opiskella sujuvasti ennen topolo-
gian opiskelua.

1.1 Euklidinen avaruus
Vektoriavaruuden Rn standardikantavektorit ovat

e1 “ p1, 0, . . . , 0q, e2 “ p0, 1, 0, . . . , 0q, . . . , en “ p0, . . . , 0, 1q

ja yleinen vektori esitetään komponenttiensa avulla muodoissa

x “ px1, x2, . . . , xnq “

n
ÿ

k“1
xkek .

Vektoriavaruuden Rn euklidinen sisätulo

px | yq “

n
ÿ

i“1
xiyi .

määrää euklidisen normin
}x} “

a

px|xq “

n
ÿ

i“1
x2
i

ja euklidisen etäisyyden dpx, yq “ }x ´ y}. Kolmikko

En “
`

Rn, p¨ | ¨q, } ¨ }
˘

on n-ulotteinen euklidinen avaruus.1
1Sovimme, että E0 “ t0u.
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4 Sileät monistot

1.2 Topologiset monistot
Topologiset monistot ovat topologisia avaruuksia,2 joilla on lokaalisti samoja ominaisuuk-
sia kuin euklidisella avaruudella.

Olkoon X topologinen avaruus. Jos jokaisella x P X on ympäristö, joka on homeomorfinen
euklidisen avaruuden kanssa, niin X on lokaalisti euklidinen avaruus. Olkoon n P N. Jos
jokaisella x P X on ympäristö, joka on homeomorfinen euklidisen avaruuden En jonkin
avoimen joukon kanssa, niin X on n-ulotteinen lokaalisti euklidinen avaruus.

Jos U Ă Rn ja V Ă Rm ovat epätyhjiä avoimia joukkoja ja m ‰ n, niin ei ole ho-
meomorfismia h : U Ñ V . Tästä seuraa, että lokaalisti euklidisen avaruuden n-ulotteisuus
on hyvin määritelty. Tämä tulos todistetaan esimerkiksi lähteissä [Lee1, 13.22], [Lee2,
Thm. 17.26] algebrallisen topologian menetelmillä. Emme tarkastele tätä tulosta lähem-
min tällä kurssilla, sillä differentioituville monistoille tulos on huomattavasti helpompi
kuten Luvussa 1.4 huomaamme.

Topologinen avaruus X on Hausdorffin avaruus, jos kaikille x, y P X, x ‰ y on avoimet
ympäristöt U Q x ja V Q y siten, että U X V “ H.
Topologinen avaruus X on N2-avaruus,a jos sen topologialla on numeroituva kanta.b

aEnglanniksi yleensä second countable.
bTopologian τ osajoukko β on topologian τ kanta, jos jokaiselle U P τ ´ tHu on Bi P β siten, että

U “
Ť

iPI Bi jollekin indeksijoukolle I.

Esimerkki 1.1. Metrisenä avaruutena En on Hausdorffin avaruus. Mikä tahansa eukli-
disen avaruuden avoin joukko voidaan esittää numeroituvana yhdisteenä palloista, joiden
keskipiste ja säde ovat rationaalilukuja. Nämä pallot muodostavat avaruuden En topolo-
gian numeroituvan kannan, joten En on N2-avaruus.

Olkoon n P N. Jos M “ pM, τq on n-ulotteinen lokaalisti euklidinen Hausdorffin N2-
avaruus, niin se on n-ulotteinen topologinen monisto eli topologinen n-monisto.

Esimerkki 1.2. (1) Euklidinen avaruus En on topologinen n-monisto.
(2) Olkoon U Ă En avoin joukko ja olkoon f : U Ñ Em jatkuva kuvaus. Kuvauksen
f kuvaaja

G pfq “ tpx, fpxq : x P Uu Ă En ˆ Em

on n-ulotteinen topologinen monisto, kun se varustetaan relatiivitopologialla eli aliava-
ruustopologialla. Tällöin G pfq on Hausdorffin avaruus ja N2, koska nämä ominaisuudet
periytyvät euklidisesta avaruudesta En`m.

Kuvaus F : U Ñ G pfq, F pxq “ px, fpxqq on jatkuva ja projektiokuvaus px, fpxqq ÞÑ x
on sen jatkuva käänteiskuvaus. Koko kuvaaja G pfq on siis homeomorfinen avaruuden
En avoimen joukon kanssa, joten G pfq on topologinen monisto.

2Topologinen avaruus X “ pX, τq on pari, jossa X ‰ H on joukko ja τ on kokoelma joukon X osa-
joukkoja, jolla on samat ominaísuudet yhdisteiden ja leikkausten suhteen kuin euklidisen avaruuden
avoimilla joukoilla: (1) H P τ ja X P τ , (2) jos U1, U2, . . . , UN P τ , niin

ŞN
k“1 Uk P τ ja (3) jos A ‰ H ja

Uα P τ kaikilla α P A, niin
Ť

αPA Uα P τ . Kokoelma τ on topologia ja sen alkiot ovat avoimia joukkoja.
Topologisten avaruuksien teoriaa voi kerrata tai opiskella esimerkiksi lähteiden [Mun], [Par2] ja [Väi]
avulla.
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1.3. Topologisten monistojen ominaisuuksia 5

Propositio 1.3. Olkoot M1,M2, . . . ,Mn topologisia monistoja. Tällöin M1ˆM2ˆ¨ ¨ ¨ˆMn

on topologinen monisto.3

Todistus. Harjoitustehtävä 1.3.

Olkoon M on topologinen monisto ja olkoon p P M . Olkoon U pisteen p avoin ympäristö
ja olkoon ϕ : U Ñ ϕpUq Ă En on homeomorfismi. Pari pU, ϕq on kartta eli lokaali koor-
dinaatti ja kuvaus ϕ on karttakuvaus tai koordinaattikuvaus. Avoin joukko U on pisteen
x koordinaattiympäristö.
Kartta pU, ϕq sisältää pisteen p P M , jos p P U . Kartta pU, ϕq on p-keskinen, jos ϕppq “ 0.

Esimerkki 1.4. Yksikköpallon pinta

Sn “ Snp0, 1q “ tx P En : }x} “ 1u

on topologinen avaruus varustettuna relatiivitopologialla avaruuden En`1 topologiasta.
Siis Sn on Hausdorffin avaruus ja koska En on N2-avaruus, myös Sn on N2-avaruus.

Olkoon 1 ď k ď n`1. Koordinaattiprojektio suuntaan ek, joka on kuvaus prk : En`1 Ñ

En,
prkpxq “

ÿ

i‰k

xiei ,

määrää homeomorfismit joukoilta

U˘
k “ tx P Sn : ˘xk ą 0u (1.1)

yksikköpallolle Bnp0, 1q. Jos x “
řn`1
i“1 xiei P Sn, niin xj ‰ 0 jollain 1 ď j ď n` 1. Tällöin

x P U˘
k . Siis Sn on lokaalisti n-ulotteinen euklidinen avaruus, joten se on topologinen

n-monisto.
Olkoon x P Sn. Ortogonaaliprojektio prx : En`1 Ñ xK, prxpyq “ y ´ py | xqx, määrää

homeomorfismin pallon kuoren Sn avoimilta puolikkailta

U`
x “ ty P Sn : px | yq ą 0u ja U´

x “ ty P Sn : px | yq ă 0u

joukolle Bn`1XxK.4 Lineaarialgebrasta muistamme, että on ortogonaalinen lineaarikuvaus
Lx, jolle pätee Lxpxq “ en`1 ja LpxKq “ En ˆ t0u “ tx P En`1 : xn`1 “ 0u. Kuvaus
prn`1 ˝Lx ˝ prx |Ux : Ux Ñ Bnp0, 1q on homeomorfismi. Pari pU`

x , prx |U`
x

q on x-keskinen
kartta.

1.3 Topologisten monistojen ominaisuuksia
Topologisella monistolla on käyttökelpoisia topologisia ominaisuuksia. Tässä luvussa kä-
siteltävät ominaisuudet tulevat pääosin käyttöön vasta osassa II. Ne esitellään tekstin
tässä osassa, koska ne pätevät vaikka monistolla ei olisi luvussa 1.4 määriteltävää diffe-
rentioituvaa rakennetta.

3Tuloavaruudessa käytetään tulotopologiaa.
4Jos x “ ek jollain 1 ď k ď n`1, niin prek

on koordinaattiprojektio prk ja U˘
ek

“ U˘
k kuten yhtälössä

(1.1) määriteltiin.
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6 Sileät monistot

Topologinen avaruus on lokaalisti kompakti, jos sen jokaisella pisteellä on ympäristö, jonka
sulkeuma on kompakti.

Propositio 1.5. Topologinen monisto on lokaalisti kompakti.

Todistus. Olkoon M topologinen monisto ja olkoon p P M . Tällöin on avoin ympäris-
tö p P U Ă M ja homeomorfismi ϕ : U Ñ ϕpUq Ă En, missä ϕpUq on avoin. Jollain
r ą 0 pätee Bpϕppq, rq Ă ϕpUq. Koska ϕ on homeomorfismi, ϕ´1pBpϕppq, rqq on pisteen
p ympäristö ja ϕ´1pBpϕppq, rqq “ ϕ´1pBpϕppq, rqq on kompakti

Topologinen avaruus on Lindelöfin avaruus, jos sen jokaisella peitteellä on numeroituva
osapeite.

Propositio 1.6. Topologinen monisto on Lindelöfin avaruus.

Todistus. Katso [Väi, Lause 9.15].

Topologinen avaruus on σ-kompakti, jos se on kompaktien joukkojen numeroituva yhdiste.

Propositio 1.7. Topologinen monisto on σ-kompakti.

Todistus. Harjoitustehtävä 1.4.

Olkoon X topologinen avaruus. Kokoelma A Ă PpXq on lokaalisti äärellinen, jos jokai-
sella x P X on ympäristö U siten, että joukko tA P A : A X U ‰ Hu on äärellinen.

Olkoon X topologinen avaruus ja olkoot U ja V avaruuden X peitteitä. Peite V on
peitteen U hienonnus, jos jokaisella U P U on V P V siten, että V Ă U .

Topologinen avaruus on parakompakti, jos sen jokaisella peitteellä on lokaalisti äärel-
linen hienonnus.

Lause 1.8. Topologinen monisto on parakompakti.

Todistus. [Lee2, Thm. 1.15].

Lause 1.8 seuraa teknisemmästä tuloksesta, jota tarvitaan sileän ykkösen osituksen
konstruktiossa Luvussa 10.4.

Lause 1.9. Olkoon M topologinen monisto ja olkoon B sen topologian kanta. Olkoon
pUαqαPA moniston M avoin peite. Tällöin on moniston M lokaalisti äärellinen avoin
peite pBiqiPI , jolle Bi P B kaikilla i P I.

Todistus. [Lee2, Thm. 1.15].

Lause 1.10. Topologinen monisto on metristyvä.

Todistus. Smirnovin metristyvyyslauseen5 nojalla jokainen lokaalisti metristyvä parakom-
pakti Hausdorffin avaruus on metristyvä. Topologinen monisto on lokaalisti metristyvä,
koska se on lokaalisti homeomorfinen euklidisen avaruuden kanssa ja euklidisen avaruuden
topologia on metrinen topologia. Määritelmän mukaan topologinen monisto on Hausdorf-
fina avaruus ja Lauseen 1.8 nojalla se on parakompakti, joten väite seuraa.

5[Mun, Thm. 42.1]
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1.4. Sileät monistot 7

1.4 Sileät monistot
Topologisen moniston rakenne ei ole riittävä siihen, että kehittäisimme differentiaalilas-
kentaa monistoilla. Tässä luvussa määrittelemme tarvittavan lisärakenteen.

Olkoon U Ă En avoin joukko. Kuvaus F : U Ñ Rm on sileä eli C8-kuvaus, jos se on
äärettömän monta kertaa jatkuvasti differentioituva.

Olkoon M topologinen monisto. Moniston M avoimilla joukoilla U ja V määritellyt kartat
pU, ϕq ja pV, ψq ovat (C8-)yhteensopivia, jos kartanvaihto(kuvaus) eli siirtymäkuvaus

ψ ˝ pϕ|UXV q
´1 : ϕpU X V q Ñ ψpU X V q

on C8-diffeomorfismi.a
aEhto on tyhjä, jos U X V on tyhjä.

ϕpU X V q

ψ ˝ ϕ´1

U

V

ψpU X V q

ϕ ψ

Kuva 1.1 — Kartat pU, ϕq ja pV, ψq ja niiden siirtymäfunktio.

Lemma 1.11. Olkoot pU1, ϕ1q, pU2, ϕ2q, pU3, ϕ3q karttoja topologisella monistolla M si-
ten, että pU1, ϕ1q ja pU2, ϕ2q ovat yhteensopivia ja pU2, ϕ2q ja pU3, ϕ3q ovat yhteensopivia.
Tällöin ϕ1 ˝ pϕ3|U1XU2XU3q´1 on sileä.

Todistus. Harjoitustehtävä 1.5.

Olkoon U “ tpUα, ϕαq : α P Au kokoelma topologisen moniston M pareittain C8-
yhteensopivia karttoja siten, että tUα : α P Au on moniston M peite. Tällöin U on
moniston M C8-kartasto eli sileä kartasto.a

aKartastosta voi myös käyttää nimitystä atlas.
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8 Sileät monistot

Vastaavaan tapaan voi määritellä Ck-monistot millä tahansa k P N, analyyttiset mo-
nistot ja esimerkiksi kompleksianalyyttiset monistot. Yksinkertaistamisen vuoksi tarkas-
telemme tällä kurssilla ainoastaan sileitä monistoja.
Esimerkki 1.12. (1) Kokoelma tpU, id |Uq : U Ă En avoin, U ‰ Hu on euklidisen
avaruuden En kanoninen kartasto. Kanonisen kartaston siirtymäfunktiot ovat identtisiä
kuvauksia, joten kanoninen kartasto on C8-kartasto.
(2) Koordinaattiprojektioiden rajoittumat muodostavat C8-kartaston yksikköpallon kuo-
rella Sn. Yksikköympyrän S1 tapauksessa nämä kartat ovat pU˘

1 , pr1q ja pU˘
2 , pr2q kuten

Esimerkissä 1.4. Esimerkiksi joukossa pr2pU`
1 X U`

2 q “ ts P E1 : 0 ă s ă 1u pätee

pr1 ˝ pr´1
2 psq “ pr1ps,

?
1 ´ s2q “

?
1 ´ s2

ja muissa tapauksissa vastaavasti, joten kartanvaihdot ovat sileitä.
(3) Kuvaus S0 : Sn ´ ten`1u Ñ En`1

S0pxq “
x ´ en`1

1 ´ xn`1
` en`1

liittää pisteeseen x pisteiden en`1 ja x välisen suoran ja hypertason EnˆE1 leikkauspisteen.
Kuvaus S “ prn`1 ˝S0 : Sn ´ te3u Ñ En,

S pxq “
px1, . . . , xnq

1 ´ xn`1

on stereograafinen projektio pohjoisnavalta. Stereograafisen projektion käänteiskuvauksen
lauseke on

S ´1
pyq “

p2y, }y}2 ´ 1q

1 ` }y}2 . (1.2)

Vastaavasti muodostetaan stereograafinen projektio etelänavalta rS “ : Sn´t´en`1u Ñ

En lausekkeella
ĂS pxq “

px1, . . . , xnq

1 ` xn`1
.

Stereograafisten projektioiden S ja ĂS koordinaattiympäristöt muodostavat topologisen
moniston Sn peitteen. Niiden leikkausjoukko on Sn ´ t˘en`1u ja lausekkeen (1.2) nojalla
pätee joukossa En ´ t0u

ĂS ˝ S ´1
pyq “

y

}y}2 “ S ˝ ĂS ´1
pyq ,

joten kartanvaihto on peilaus pallopinnassa Sn´1 Ă En. Stereograafiset projektiot pohjois-
ja etelänavoilta muodostavat siis sileän kartaston.
(4) Esimerkki (2) voidaan yleistää implisiittifunktiolauseen6 avulla: Olkoon U Ă En avoin
ja olkoon F : U Ñ E1 sileä. Luku c P F pUq on säännöllinen arvo, jos ∇F ppq ‰ 0 kaikille
p P F´1pcq. Implisiittifunktiolauseen mukaan tasa-arvojoukko F´1pcq on lokaalisti sileän
funktion graafi ja kartanvaihtokuvaukset ovat sileitä.

6Katso Vektorianalyysi 2 tai esimerkiksi [Lee2, Thm. C.40].
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1.4. Sileät monistot 9

S pyq

e3

x

S pxq

y

Kuva 1.2 — Stereograafinen projektio.

Esimerkiksi V : R2 Ñ R,

V pxq “ x2
1px1 ´ 1q

2
` x2

2,

on kahden muuttujan polynomifunktiona sileä ja ∇F pxq “

ˆ

´4x1px1 ´ 1
2qpx1 ´ 1q

´2x2

˙

“ 0

ainoastaan, jos x2 “ 0 ja x1 P t0, 1
2 , 1u. Siis Kuvassa 1.3 havainnollistetut funktion V

tasa-arvokäyrät ovat sileitä kaikkialla paitsi pisteessä p1
2 , 0q, sillä F´1p0q “ tp0, 0q, p1, 0qu

on sileä 0-monisto vaikka 0 ei olekaan funktion V säännöllinen arvo.

Kuva 1.3 — Esimerkin 1.12(4) funktion V tasa-arvokäyriä

Jos U on sileä kartasto ja millekään sileälle kartastolle V ei päde U Ĺ V , niin U on
maksimaalinen sileä kartasto eli differentioituva rakenne eli sileä rakenne monistolla M .
Jos U on differentioituva rakenne topologisella monistolla M , niin pM,U q on sileä mo-
nisto eli differentioituva monisto.
Jos pM,U q on sileä monisto ja pU, ϕq P U , niin pU, ϕq P U on sileä kartta.

30. marraskuuta 2023



10 Sileät monistot

Propositio 1.13. Jokainen moniston M sileä kartasto sisältyy yksikäsitteiseen maksi-
maaliseen sileään kartastoon.

Todistus. Olkoon U moniston M sileä kartasto. Olkoon xU kaikkien karttojen kokoelma,
jotka ovat yhteensopivia kartaston U kanssa. Kartastoon U kuuluvat kartat peittävät
moniston M ja ne sisältyvät kartastoon xU , joten kartastoon U kuuluvat kartat peittävät
moniston M . Olkoot pU1, ϕ1q, pU2, ϕ2q P xU . Oletetaan, että p P U1XU2. Olkoon pV, ψq P U
kartta, joka sisältää pisteen p. Lemman 1.11 nojalla ϕ1 ˝ pϕ2|U1XU2XV q´1 on sileä. Tämä
pätee kaikilla p P U1 X U2, joten ϕ1 ˝ pϕ2|U1XU2q´1 on sileä. Siis kokoelma xU on sileä
kartasto. Määritelmänsä nojalla kartasto xU on maksimaalinen sileä kartasto.

Jos V on kartasto, joka sisältää kartaston U , niin sen kartat ovat kartaston U kart-
tojen kanssa yhteensopivia. Siis ne kuuluvat kartastoon xU , joten V Ă xU . Siis xU on
yksikäsitteinen.

Olkoon U sileä kartasto topologisella monistolla M . Sileä rakenne, johon U sisältyy
on kartaston U määräämä maksimaalinen sileä kartasto/differentioituva rakenne/sileä
rakenne.

Propositio 1.14. Jos kartta pV, ψq on yhteensopiva topologisen moniston M sileän kar-
taston U kanssa, niin se on sileä kartaston U määräämässä sileässä rakenteessa.

Todistus. Harjoitustehtävä 1.6.

Esimerkki 1.15. (1) Esimerkin 1.12 kartastot määräävät differentioituvat rakenteet,
joilla varustettuna tarkastellut topologiset monistot ovat sileitä monistoja.

Käytämme sileillä monistoilla En ja Sn tässä Esimerkin 1.12 esiteltyjen kartastojen mää-
räämiä sileitä rakenteita.

(2) Jos M1,M2, . . . ,Mn ovat sileitä monistoja, niiden tulomonistolla M “ M1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆMn

on sileän moniston rakenne: Jos pUj, ϕjq on sileä kartta monistolla Mj, 1 ď j ď n, niin
pU1ˆ¨ ¨ ¨ˆUn, ϕ1ˆ¨ ¨ ¨ˆϕnq on sileä kartta tulomonistolla M . Joukot U1ˆ¨ ¨ ¨ˆUn peittävät
moniston M ja on helppo tarkastaa, että näin saatu kartasto on sileä kartasto. Jos muuta
ei mainita, käytämme sileiden monistojen tulomonistolla tämän kartaston määräämää
sileää rakennetta.
(3) Olkoon M sileä monisto ja olkoon V Ă M avoin epätyhjä osajoukko. Jos U on
moniston M sileä kartasto, niin tpU X V, ϕ|UXV q : pU, ϕq P U , U X V ‰ Hu on sileä
kartasto, joka tekee avoimesta joukosta U sileän moniston. Tällöin U on sileän moniston
M avoin alimonisto.

Esimerkki 1.16. Kuvaus ϕ : E1 Ñ E1, ϕptq “ t3, on homeomorfismi, joten pE1, ϕq on
kartta ja se muodostaa kartaston. Proposition 1.13 nojalla pE1, ϕq sisältyy maksimaali-
seen kartastoon V . Tämä kartasto ei ole sama kuin kanonisen kartaston maksimaalinen
kartasto, sillä kartanvaihtokuvaus id ˝ϕ´1, s ÞÑ 3

?
s, ei ole sileä.
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1.5. Monistot ja tekijäkuvaukset 11

1.5 Monistot ja tekijäkuvaukset
Tässä luvussa tarkastelemme joitakin keskeisiä esimerkkejä sileistä monistoista, jotka
muodostetaan ekvivalessiluokista tekijäkonstruktiolla.

Olkoon pX, τq topologinen avaruus ja olkoon „ ekvivalenssirelaatio joukolla X. Ekviva-
lenssirelaation „ ekvivalenssiluokat

rxs “ ty P X : y „ xu

muodostavat tekijäjoukon
X{„ “

␣

rxs : x P X
(

ja kuvaus π„ : X Ñ X{„,
p„pxq “ rxs ,

on tekijäkuvaus eli luonnollinen tai kanoninen projektio.
Kokoelma

τ„ “ tU Ă X{„ : π´1
„ pUq P τu

joukon X{„ tekijätopologia.

Propositio 1.17. Olkoon X topologinen avaruus ja olkoon „ ekvivalenssirelaatio joukolla
X. Tekijäkuvaus π„ : X Ñ X{„ on jatkuva surjektio.

Todistus. [Par2, Prop. 12.12], [Mun, §22].

Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia. Kuvaus f : X Ñ Y on avoin kuvaus, jos fpUq on
avoin kaikille avoimille joukoille U Ă X.
Ekvivalenssirelaatio on avoin, jos sen tekijäkuvaus on avoin kuvaus.

Seuraava tulos on usein hyödyllinen monistojen muodostamisessa:

Propositio 1.18. Olkoon X topologinen avaruus ja olkoon B avaruuden X topologian
kanta. Olkoon „ joukon X ekvivalenssirelaatio, jonka tekijäkuvaus π : X Ñ X{„ on avoin
kuvaus.Tällöin tπpEq : E P Bu on avaruuden X{„ topologian kanta.

Todistus. Harjoitustehtävä 1.8.

Seuraus 1.19. Olkoon „ avoin ekvivalenssirelaatio N2-avaruudessa X. Tällöin X{„ on
N2-avaruus.

Harjoitustehtävässä 1.10 tarkastelemme esimerkkiä, jossa ekvivalenssirelaation tekijä-
kuvaus ei ole avoin eikä suljettu.

Sen tarkastaminen, että tekijäavaruus on Hausdorffin avaruus, on usein haastavampaa.
Esimerkki 1.20 (Torus). Määritellään ekvivalenssirelaatio avaruudessa En valitsemalla
ekvivalenssiluokiksi joukot x ` Zn kaikille x P En. Näin muodostettu tekijäavaruus

Tn “ En{Zn
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12 Sileät monistot

on n-ulotteinen torus.

Kuva 1.4 — Pisteiden p1
3 ,

1
3q `Z2 ja p1

3 ,
1
3q `Z2 palloympäristöt 2-toruksella T2 “ E2{Z2.

Torus voidaan myös muodostaa samastamalla suljetun yksikköneliön vastakkaiset sivut
kuten nuolet osoittavat.

Kuva 1.5 — 2-torus.

Jos a ` Zn, b ` Zn P Tn ovat kaksi eri pistettä, niin niiden alkukuvat a ` Zn Ă En ja
b ` Zn Ă En ovat erillisiä ja on helppo valita pieni r ą 0 siten, että Bpa, rq ` Zn Ă En ja
Bpb, rq`Zn Ă En ovat erillisiä. Näiden avoimien joukkojen kuvat toruksella ovat pisteiden
a ` Zn, b ` Zn P Tn avoimet erilliset ympäristöt. Siis Tn on Hausdorffin avaruus.

Tarkastamme seuraavaksi, että tekijäkuvaus π : x ÞÑ x`Zn on avoin: Olkoon U Ă En
avoin joukko. Ekvivalenssirelaation määritelmästä seuraa, että

π´1`πpUq
˘

“
ğ

kPZn

pU ` kq ,
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joka on avoin joukko. Tekijätopologian määritelmän nojalla siis πpUq on avoin. Seurauksen
1.19 nojalla Tn on N2-avaruus.

Toruksella on luonnollinen sileä kartasto, joka saadaan tekijäkuvauksen lokaaleista
käänteiskuvauksista: Olkoon a`Zn P Tn. Tekijäkuvauksen π rajoittuma palloonBpa, 1

2q on
injektio, joten sen käänteiskuvaus ϕa “ π´1 : Ua “ πpBpa, 1

2qq Ñ Bpa, 1
2q Ă En on kartta-

kuvaus. Ekvivalenssirelaation määritelmän nojalla kartaston tpUa, ϕaq : a P Rnu siirtymä-
kuvaukset ovat affiineja kuvauksia x ÞÑ x ` k, k P Zn. Erityisesti siirtymäkuvaukset ovat
siis sileitä.

Olkoon „ ekvivalenssirelaatio joukossa X. Kuvaus f : X Ñ Y on yhteensopiva ekvivalens-
sirelaation „ kanssa, jos fpx1q “ fpx2q kaikille x1, x2 P X, joille pätee x1 „ x2.
Jos kuvaus f : X Ñ Y on yhteensopiva ekvivalenssirelaation „ kanssa, niin se määrää
kuvauksen f„ : X{„ Ñ Y ,

f„prxsq “ fpxq .

Joukon X ekvivalenssirelaation „ kanssa yhteensopivalle kuvaukselle pätee siis f “

f„ ˝ π„.
X

π„

��

f

''
X{„

f„

// Y

Propositio 1.21. Olkoon „ ekvivalenssirelaatio topologisessa avaruudessa X ja olkoon
Y topologinen avaruus. Olkoon f : X Ñ Y kuvaus, joka on yhteensopiva ekvivalenssire-
laation „ kanssa. Tällöin f on jatkuva, jos ja vain jos f„ on jatkuva.

Todistus. Katso [Par2, Luku 12.2], [Mun, Thm. 22.2].

Esimerkki 1.22. Tekijäavaruus E1{Z on homeomorfinen yksikköympyrän S1 Ă E2 kans-
sa: Kuvaus f : E1 Ñ S1, t ÞÑ pcos 2πt, sin 2πtq, on jatkuva surjektio, joka on injektio välillä
r0, 1r. Se on yhteensopiva ekvivalenssirelaation kanssa kosinin ja sinin jaksollisuuden no-
jalla, joten Proposition 1.21 nojalla kuvaus f„ : E1 Ñ S1 on jatkuva. Tekijäkuvauksen
π„ rajoittuma välille r0, 1r on bijektio, joten kuvaus f„ on bijektio.

Proposition 1.17 nojalla tekijäkuvaus π„ on jatkuva ja E1{Z1 “ π„pr0, 1sq, joten E1{Z1

on kompakti kompaktin joukon kuvana jatkuvassa kuvauksessa. Siis f„ on jatkuva bijektio
kompaktilta avaruudelta Hausdorffin avaruudelle, joten se on homeomorfismi.7 Yleisem-
min Tn on homeomorfinen tuloavaruuden pS1qn kanssa.
Esimerkki 1.23 (Projektiivinen avaruus). Olkoon Rˆ “ R ´ t0u. Määritellään ekviva-
lenssirelaatio „ topologisessa avaruudessa En`1 ´ t0u asettamalla ositukseksi joukot

Rˆx “ tt x : t P Rˆ
u “ rxs “ rx1 : x2 : ¨ ¨ ¨ : xn : xn`1s .

Tämän ekvivalenssirelaation jokainen ekvivalenssiluokka leikkaa pallon pintaa Sn täsmäl-
leen kahdessa pisteessä ja määrää joukon Sn osituksen joukoilla tx,´xu, x P Sn. Tekijä-
avaruus

Pn “
`

En`1
´ t0u

˘

{„ “ Sn{„
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14 Sileät monistot

Kuva 1.6 — Projektiivisen tason P2 muodostaminen samastamalla pinnan S2 vastak-
kaiset pisteet kuten vasemmanpuoleisessa kuvassa ja samastamalla suljetun eteläisen pal-
lonpuoliskon reunalla olevan päiväntasaajan vastakkaiset pisteet kuten oikeanpuoleisessa
kuvassa.

on n-ulotteinen projektiivinen avaruus. Projektiivinen avaruus on kompakti Proposition
1.17 nojalla, koska Sn on kompakti.

Projektiivinen avaruus Pn on avaruuden En`1 suorien eli 1-ulotteisten vektorialiava-
ruuksien avaruus: Pisteet x, y P En`1 ´ t0u virittävät saman suoran

xxy “ trx : r P Ru “ try : r P Ru “ xyy ,

jos ja vain jos y “ sx jollain s P Rˆ.

Kuva 1.7 — Projektiivinen taso on avaruuden E3 suorien avaruus.

Harjoitustehtävän 1.11 nojalla Pn on Hausdorffin avaruus ja N2-avaruus. Osoitetaan,
että projektiivinen avaruus on n-ulotteinen sileä monisto. Olkoon 1 ď k ď n ` 1. Olkoon

7Katso [Par2, Lause 11.17], [Mun, Thm. 22.2].
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Uk “
␣

rx1 : x2 : ¨ ¨ ¨ : xn`1s : xk ‰ 0
(

.8 Kuvaus ϕk : Uk Ñ En,

ϕk
`

rx1 : x2 : ¨ ¨ ¨ : xn`1s
˘

“

´x1

xk
, . . . ,

xk´1

xk
,
xk`1

xk
, . . . ,

xn`1

xk

¯

.

Kuvaus on selvästi hyvin määritelty, koska λxj

λxk
“

xj

xk
kaikille 1 ď j, k ď n ` 1 ja kaikil-

le λ P R ´ t0u. Rajoittumalla yksikköpallon pinnalle Esimerkki 1.4 osoittaa, että se on
homeomorfismi kuvalleen ja että koordinaattiympäristöt U1, U2, . . . , Un`1 peittävät pro-
jektiivisen avaruuden Pn.

Osoitetaan, että kartanvaihdot ovat sileitä diffeomorfismeja: Olkoon rxs P Pn. Olete-
taan, että x1, x2 ‰ 0, jolloin rxs P U1 X U2. Tällöin

ϕ1prxsq “

´x2

x1
, . . . ,

xn`1

x1

¯

ja ϕ2prxsq “

´x1

x2
,
x3

x2
, . . . ,

xn`1

x2

¯

.

Käänteiskuvausten ϕ´1
1 , ϕ´1

2 : En Ñ Pn lausekkeet ovat
ϕ´1

1 pyq “ r1 : y1 : ¨ ¨ ¨ : yns ja ϕ´1
2 pyq “ ry1 : 1 : y2 : ¨ ¨ ¨ : yns ,

joten
ϕ2 ˝ ϕ´1

1 pyq “

´ 1
y1
,
y2

y1
, . . . ,

yn
y1

¯

,

ja
ϕ1 ˝ ϕ´1

2 pyq “

´ 1
y1
,
y2

y1
, . . . ,

yn
y1

¯

.

Siis kartanvaihto ϕ2 ˝ ϕ´1
1 : ty P En : y1 ‰ 0u Ñ ty P En : y1 ‰ 0u on sileä diffeomorfismi.

Muut kartanvaihdot tarkastellaan samaan tapaan.

Käytämme projektiivisessa avaruudessa tässä esimerkissä esitellyn kartaston määräämää
sileää rakennetta.

Projektiivinen avaruus on abstrakti sileä monisto, jonka määritelmä ei anna sitä min-
kään euklidisen avaruuden osajoukkona.

Kuva 1.8 — Projektiivisen tason havainnollistus kuvan 1.6 oikeanpuoleisen konstruktion
pohjalta. Kuvassa on projektiivisen tason P2 kuva Harjoitustehtävän 1.12 kuvauksella f2.

8Ehto xk “ 0 on hyvin määritelty, koska ekvivalenssiluokka määritellään kertomalla nollasta poik-
keavilla reaaliluvuilla.
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Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia. Kuvaus F : X Ñ Y on (topologinen) upotus, jos
F : X Ñ F pXq on homeomorfismi.a

aKuvajoukko F pXq varustetaan aliavaruustopologialla eli indusoidulla topologialla.

Whitneyn upotuslauseen9 nojalla Pn voidaan upottaa euklidiseen avaruuteen E2n kai-
killa n ě 2. Harjoitustehtävässä 1.13 tarkastelemme projektiivisen tason P2 topologista
upotusta avaruuteen E4.
Esimerkki 1.24 (Kahden nollan reaaliluvut). Olkoon X “ E1 ˆ t0, 1u varustettuna to-
pologisten avaruuksien E1 ja E1 erillisen yhdisteen topologialla. Olkoon „ ekvivalenssire-
laatio, jonka ekvivalenssiluokat ovat tpx, 0q, px, 1qu kaikilla x ‰ 0 ja yhden pisteen joukot
tp0, 0qu ja tp0, 1qu. Tekijäavaruus X{„ on lokaalisti euklidinen mutta se ei ole Hausdorffin
avaruus, koska pisteillä tp0, 0qu P X{„ ja tp0, 1qu P X{„ ei ole erillisiä ympäristöjä

Harjoitustehtäviä
1.1. Olkoon

X “ pR ˆ t0uq Y pt0u ˆ Rq Ă E2

varustettuna relatiivitopologialla. Osoita, että X on N2 Hausdorffin avaruus mutta X ei
ole monisto.10

1.2. Olkoon T ą 0 ja olkoon

ST “
␣

psinptq, sinp2tqq : 0 ă t ă T
(

Ă E2 .

Osoita, että ST on monisto, kun 0 ă T ď π, ja että ST ei ole monisto, kun T ą π.
1.3. Todista Propositio 1.3.
1.4. Todista Propositio 1.7.
1.5. Todista Lemma 1.11.
1.6. Todista Propositio 1.14.
1.7. Osoita, että stereograafinen projektio S : S2 ´ te3u Ñ E2 on yhteensopiva sileän
moniston S2 sileän rakenteen kanssa.
1.8. Todista Propositio 1.18
1.9. Osoita, että tekijätopologia on topologia.
1.10. Olkoon X “ tx P E2 : x1 ě 0uYtx P E2 : x2 “ 0u varustettuna relatiivitopologial-
la. Olkoon „ ekvivalenssirelaatio, jonka ekvivalenssiluokat ovat joukot tx P X : x1 “ au,
a P R. Osoita, että tekijäkuvaus π : X Ñ X{„ – E1 ei ole avoin eikä suljettu.
1.11. Osoita, että projektiivinen avaruus on Hausdorffin avaruus ja N2-avaruus.11

9Lause 5.16.
10Perustele huolellisesti, miksi origolla ei ole ympäristöä, joka on homeomorfinen euklidisen avaruden

avoimen joukon kanssa.
11Osoita, että projektiokuvaus on avoin kuvaus. Kuva 1.7 saattaa auttaa Hausdorff-ominaisuuden

osoittamisessa.
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1.5. Monistot ja tekijäkuvaukset 17

1.12. Olkoot rf1, rf2, rf3 : S2 Ñ E3,

rf1pxq “ px2x3, x3x1, x1x2q ,

rf2pxq “ px2x3, 2x1x2, x
2
1 ´ x2

2q ,

rf3pxq “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

px1 ` x2 ` x3q
`

px1 ` x2 ` x3q3 ` 4px2 ´ x1qpx3 ´ x2qpx1 ´ x3q
˘

4
p2x2

1 ´ x2
2 ´ x2

3q}x}2 ` 2x2x3px2
2 ´ x2

3q ` x3x1px2
1 ´ x2

3q ` x1x2px2
2 ´ x2

1q

?
3
`

px2
2 ´ x2

3q}x}2 ` x3x1px2
3 ´ x2

1q ` x1x2px2
2 ´ x2

1q
˘

˛

‹

‹

‹

‹

‚

.

Osoita, että kuvaukset rf1, rf2, rf3 määräävät jatkuvat kuvaukset f1, f2, f3 : P2 Ñ E3.
1.13. Osoita, että kuvaus ν : P2 Ñ E4,

νprxsq “ px2
1 ´ x2

2, x1x2, x1x3, x2x3q

on topologinen upotus.12

12Tarkastele kuvausta rν : E3 Ñ E4, rνpxq “ px2
1 ´ x2

2, x1x2, x1x3, x2x3q. Osoittaaksesi, että ν on
injektiivinen, osoita, että rνpxq “ rνpyq, jos ja vain jos x “ ˘y. Miksi riittää osoittaa, että ν on jatkuva
injektio?
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Luku 2

Sileät funktiot ja kuvaukset

Moniston differentioituva rakenne mahdollistaa differentiaalilaskennan kehittämisen mo-
nistolla. Tässä luvussa tutustumme sileisiin kuvauksiin. Luvun aluksi tarkastelemme vek-
toriarvoisia kuvauksia. Tällä kurssilla kutsumme funktioiksi kuvauksia, joiden maalijoukko
on E1.

2.1 Sileät vektoriarvoiset kuvaukset
Olkoot m,n P N ja olkoon M sileä n-monisto. Vektoriarvoinen kuvaus f : M Ñ Em on
sileä, jos f ˝ ϕ´1 : ϕpUq Ñ En on sileä kaikille sileille kartoille pU, ϕq.
Olkoon

C8
pM,Emq “ tf : M Ñ Em : f on sileäu .

Lemma 2.1. Olkoon M sileä monisto ja olkoot pU, ϕq, pV, ψq moniston M sileitä karttoja,
joille U X V ‰ H. Olkoon f : M Ñ En. Jos f ˝ ϕ´1 on sileä, niin f ˝ pψ|UXV q´1 on sileä.

Todistus. Kuvauksen f ˝ pψ|UXV q´1 määrittelyjoukossa ψpU X V q pätee

f ˝ pψ|UXV q
´1

“ pf ˝ ϕ´1
q ˝ pϕ ˝ pψ|UXV q

´1
q ,

joten f ˝ pψ|UXV q´1 on sileä kahden sileän kuvauksen yhdistettynä kuvauksena.

Lemman 2.1 nojalla vektoriarvoisen kuvauksen sileys riittää tarkastaa yhdelle sileälle
kartalle joka pisteessä.

Seuraus 2.2. Olkoon M sileä monisto. Kuvaus f : M Ñ En on sileä, jos ja vain jos
jokaisella p P M on sileä kartta pUp, ϕpq siten, että p P Up ja kuvaus f ˝ϕ´1 : ϕpUq Ñ En on
sileä.

Todistus. Oletetaan, että jokaisella p P M on sileä kartta pUp, ϕpq siten, että p P U ja
kuvaus f ˝ ϕ´1

p : ϕpUpq Ñ En on sileä. Olkoon pV, ψq sileä kartta ja olkoon q P V . Tällöin

f ˝ pψ|V XUq q
´1

“ pf ˝ ϕ´1
q q ˝ pϕq ˝ pψ|V XUq q

´1
q
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20 Sileät funktiot ja kuvaukset

on kahden sileän kuvauksen yhdisteenä sileä. Koska tämä pätee kaikille q P V , kuvaus
f ˝ ψ´1 on sileä.

Jos taas f on sileä, niin f ˝ ϕ´1 on sileä kaikille kartoille ϕ. Väite seuraa, koska millä
tahansa moniston M pisteellä p on sileä kartta, joka sisältää pisteen p.

Sileällä monistolla M määritellyt En-arvoiset kuvaukset muodostavat vektoriavaruu-
den, kun kuvausten f, g : M Ñ En yhteenlasku ja vakiolla λ P R kertominen määritellään
asettamalla

pf ` gqppq “ fppq ` gppq ,

pλfqppq “ λfppq

kaikille p P M .

Lemma 2.3. Olkoon M sileä monisto. Sileiden kuvausten joukko C8pM,Enq varustettuna
kuvausten yhteenlaskulla ja vakiolla kertomisella on reaalinen vektoriavaruus.

Todistus. Osoitetaan, että C8pM,Enq on kaikkien monistollaM määriteltyjen En-arvoisten
kuvausten vektoriavaruuden aliavaruus. Vakiofunktiot ovat sileitä, joten C8pM,Enq ei
ole tyhjä joukko. Olkoot f, g P C8pM,Enq ja olkoon λ, µ P R. Olkoon p P M ja ol-
koon pU, pq kartta, joka sisältää pisteen p. Määritelmän mukaan vektoriarvoiset kuvauk-
set f ˝ϕ´1 ja g˝ϕ´1 : ϕpUq Ñ En ovat sileitä. Differentiaalilaskennan tunnettujen tulosten
nojalla λf ˝ ϕ´1 ` µg ˝ ϕ´1 on sileä. Tämä pätee kaikilla p P M , joten Seurauksen 2.2
nojalla f ` g on sileä.

Lemma 2.4. Olkoon M sileä n-monisto ja olkoon pU, ϕq sileä kartta. Tällöin ϕ : U Ñ En
on sileä.

Todistus. Seurauksen 2.2 nojalla kuvauksen ϕ, sileys riittää tarkastaa kartalle pU, ϕq. Täs-
sä kartassa pätee ϕ ˝ ϕ´1 “ id.

2.2 Sileät reaaliarvoiset funktiot
Sileät funktiot ovat erityisen tärkeä erikoistapaus. Niille käytetään eri lähteissä erilaisia
merkintöjä

C8
pMq “ FpMq “ C8

pM,E1
q .

Yhteenlaskun ja vakiolla kertomisen lisäksi reaaliarvoisille funktioille määritellään kerto-
lasku asettamalla

pfgqppq “ fppqgppq

kaikille p P M .

Olkoon V vektoriavaruus, jossa on määritelty vektorien bilineaarinen kertolasku pv, wq ÞÑ

vw. Jos pV,`, ¨q on rengas, niin V varustettuna yhteen- ja kertolaskuilla ja vakiolla ker-
tomisella on (assosiatiivinen) R-algebra.

Propositio 2.5. Sileiden funktioiden joukko C8pMq “ FpMq varustettuna yhteen- ja
kertolaskulla ja reaalisella vakiolla kertomisella on kommutatiivinen assosiatiivinen R-
algebra.
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2.3. Sileät kuvaukset 21

Todistus. Lemman 2.3 nojalla FpMq on vektoriavaruus. Loput väitteestä todistetaan sa-
maan tapaan. Harjoitustehtävä 2.1.

2.3 Sileät kuvaukset
Olkoot M ja N sileitä monistoja. Jatkuva kuvaus F : M Ñ N on sileä pisteessä p P M ,
jos kuvaus ψ ˝F ˝ pϕ|UXF´1pV qq

´1 on sileä jokaiselle kartalle pU, ϕq, joka sisältää pisteen p
ja jokaiselle kartalle pV, ψq, joka sisältää pisteen F ppq,
Kuvaus F on sileä, jos se on sileä jokaisessa pisteessä p P M .
Olkoon

C8
pM,Nq “ tf : M Ñ N : f on sileäu .

F pUq

ϕ

F

ψ ˝ F ˝ ϕ´1

U

X Y

Rn

ψ

Rn

V

Kuva 2.1 — Differentioituva kuvaus.

Propositio 2.6. Olkoot M ja N sileitä monistoja. Jatkuva kuvaus F : M Ñ N on sileä
pisteessä p P M , jos kuvaus ψ ˝ f ˝ pϕ|UXF´1pV qq

´1 on sileä pisteessä ϕppq jollekin sileälle
kartalle pU, ϕq, joka sisältää pisteen p ja jollekin sileälle kartalle pV, ψq, joka sisältää
pisteen F ppq .

Todistus. Harjoitustehtävä 2.2.

Propositio 2.7. Sileiden kuvausten yhdistetty kuvaus on sileä.

Todistus. Olkoot M1, M2 ja M3 sileitä monistoja. Olkoot F1 : M1 Ñ M2 ja F2 : M2 Ñ

M3 sileitä kuvauksia. Olkoon p P M1, olkoon pU1, ϕ1q pisteen p sisältävä sileä kartta,
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22 Sileät funktiot ja kuvaukset

olkoon pU2, ϕ2q pisteen F1ppq sisältävä sileä kartta ja olkoon pU3, ϕ3q pisteen F2 ˝ F1ppq

sisältävä sileä kartta. Tällöin

ϕ3 ˝ F2 ˝ F1 ˝ ϕ1|U1XpF´1
1 pU2XF´1

2 pU3qq

“ pϕ3 ˝ F2 ˝ pϕ2|U2XF´1
2 pU3qq

´1
q ˝ pϕ2 ˝ F1 ˝ ϕ1|U1XpF´1

1 pU2XF´1
2 pU3qqq

on sileä. Väite seuraa Proposition 2.6 nojalla.

Esimerkki 2.8. (1) Sileän moniston M avoimen alimoniston U Ă M inkluusiokuvaus
i : U Ñ M , ippq “ p, on sileä: Olkoon p P U ja olkoon pϕ, V q pisteen p sisältävä sileä
kartta monistolla M . Tällöin ϕ|U on sileä kartta Esimerkin 1.15 nojalla. Kuvaus ι on sileä
pisteessä p, sillä ϕ ˝ i ˝ pϕ|Uq´1 “ id määrittelyjoukossaan U X V Q p. Identtinen kuvaus
on sileä, joten ι on sileä Prioposition 2.6 nojalla.
(2) Tekijäkuvaus π :

`

En`1 ´ t0u
˘

Ñ Pn, πpxq “ rxs on sileä: Käytetään sileällä monis-
tolla En`1 ´ t0u euklidisen avaruuden kanonisen kartan määräämää avoimen alimoniston
karttaa id |En´1´t0u : En`1 ´ t0u Ñ En`1 ja projektiivisessa avaruudessa Esimerkissä 1.23
määriteltyjä karttoja ϕk : Uk Ñ En, 1 ď k ď n ` 1. Olkoon p P En`1 ´ t0u ja oletetaan,
että pn`1 ‰ 0. Tällöin

ϕk ˝ π ˝ id´1
pxq “

px1, x2, . . . , xnq

xn`1

on sileä määrittelyjoukossaan tx P En`1 : xk ‰ 0u Q p. Laskut tehdään samaan tapaan
muille kartoille.
(3) Kuvaus F : Sn Ñ Pn, F pxq “ rxs on sileä: Olkoon p P Sn. Oletetaan, että p1 ą 0.
Käytetään edellisessä luvussa määriteltyjä karttakuvauksia pr1 : U`

1 Ñ Bnp0, 1q ja ϕ1.
Olkoon y P Bnp0, 1q “ Im pr1. Tällöin

ϕ1 ˝ F ˝ pr´1
1 pyq “ ϕ1pF p

a

1 ´ }y}2, y1, . . . , ynqq “
y

a

1 ´ }y}2
,

joten ϕ1 ˝ F ˝ pr´1
1 on sileä. Laskut tehdään samaan tapaan muille kartoille.

2.4 Diffeomorfismit
Olkoot M ja N sileitä monistoja. Sileä bijektio F : M Ñ N on diffeomorfismi, jos sen
käänteiskuvaus on sileä.
Kuvaus G : M Ñ N on lokaali diffeomorfismi, jos jokaisella pisteellä p P M on ympäristö
Up siten, että G|Up : Up Ñ GpUpq on diffeomorfismi.

Lemma 2.9. Olkoot M1, M2 ja M3 sileitä monistoja. Jos M1 ja M2 ovat diffeomorfisia
ja M2 ja M3 ovat diffeomorfisia, niin M1 ja M3 ovat diffeomorfisia.

Todistus. Olkoot F1 : M1 Ñ M2 ja F2 : M2 Ñ M3 diffeomorfismeja. Bijektioiden yhdistet-
ty kuvaus on bijektio ja sileiden kuvausten yhdistetty kuvaus on Proposition 2.7 nojalla
sileä. Väite seuraa huomaamalla, että pF2 ˝ F1q´1 “ F´1

1 ˝ F´1
2 .

Lemma 2.10. Olkoon M sileä monisto ja olkoon pU, ϕq sileä kartta. Tällöin ϕ : U Ñ

ϕpUq on diffeomorfismi.
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2.4. Diffeomorfismit 23

Todistus. Karttakuvauksen ϕ esitys koordinaateissa pU, ϕq on id ˝ϕ ˝ ϕ´1 “ id, joka on
diffeomorfismi.

Esimerkki 2.11. (1) Kuvaus ϕ : E1 Ñ E1, ϕpxq “ x3 ei ole diffeomorfismi, sillä sen
käänteiskuvaus y ÞÑ 3

?
y ei ole sileä origossa.

Esimerkissä 1.16 totesimme, että maksimaalinen kartasto U , joka sisältää kartaston
tpE1, ϕqu on eri kuin kanonisen kartaston maksimaalinen kartasto. Kuvaus ϕ´1 : E1 Ñ

pE1,U q on diffeomorfismi, sillä sen esitys koordinaateissa on ϕ ˝ ϕ´1 ˝ id´1
“ id, joka on

sileä.

Lemma 2.12. Olkoon M sileä n-monisto ja olkoon U Ă M avoin, U ‰ H. Olkoon
F : U Ñ F pUq Ă En sileä diffeomorfismi. Tällöin pU, F q on sileä kartta.

Todistus. Harjoitustehtävä 2.9.

Jos sileät monistot pM,U q ja pM,V q ovat diffeomorfisia, niin differentioituvat rakenteet
U ja V ovat ekvivalentteja.

Jos sileät monistot ovat diffeomorfisia, niitä ajatellaan saman abstraktin sileän monis-
ton ilmentyminä ja sanotaan, että ne ovat diffeomorfismia vaille samat. Jokaisella kor-
keintaan 3-ulotteisella monistolla on diffeomorfismia vaille yksikäsitteinen differentioituva
rakenne. Topologisella avaruudella E4 on ylinumeroituvan monta differentioituvaa raken-
netta, jotka eivät ole keskenään ekvivalentteja. Donaldsonin ja Freedmanin 1980-luvulla
todistamista tuloksista seuraa, että tällaisia eksoottisia rakenteita on.1 Kompakteille mo-
nistoille tiedettiin jo aiemmin esimerkkejä monistoista, joilla on useita differentioituvia
rakenteita, jotka eivät ole ekvivalentteja keskenään. Esimerkiksi Milnor [Mil] osoitti, että
monistolla S7 on 15 differentioituvaa rakennetta diffeomorfismia vaille. Toisaalta Kervaire
[Ker] antoi esimerkin 10-monistosta, jolla ei ole yhtään differentioituvaa rakennetta.

On helpompi osoittaa, että diffeomorfisten sileiden monistojen on oltava samanulot-
teisia kuin, että homeomorfiset topologiset monistot ovat samanulotteisia.2

Propositio 2.13. Olkoon M sileä m-monisto ja olkoon N sileä n-monisto. Jos M ja
N ovat diffeomorfisia, niin m “ n.

Todistus. Olkoon F : M Ñ N diffeomorfismi. Olkoon pU, ϕq sileä kartta monistolla M ja
olkoon pV, ψq sileä kartta monistolla N siten, että V Ă F pUq. Kuvaus

pF “ ψ ˝ F ˝ pϕ|F´1pV qq
´1

on diffeomorfismi avaruuden Em avoimelta epätyhjältä joukolta ϕpF´1pV qq avaruuden
En avoimelle joukolle ϕpV q.

Olkoon x0 P ϕpF´1pV qq . Ketjusäännön nojalla

In “ Dp pF´1
˝ pF qpx0q “ Dp pF´1

qp pF px0qqD pF px0q

ja
Im “ Dp pF ˝ pF´1

qp pF px0qq “ D pF px0qDp pF´1
qp pF px0qq ,

joten D pF px0q on kääntyvä3 ja Dp pF´1p pF px0qq “ D pF px0q´1. Siis n “ m.
1Katso esimerkiksi [FQ].
2Katso luku 1.2.
3Katso Harjoitustehtävä 2.10.
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24 Sileät funktiot ja kuvaukset

2.5 Sileä töyssy
Olkoon f : E1 Ñ E1,

fptq “

#

e´ 1
t , kun t ą 0

0, kun t ď 0
.

Olkoot a ă b ja olkoon g : E1 Ñ E1,

ha,bptq “
fpb ´ tq

fpb ´ tq ` fpt ´ aq
(2.1)

kaikilla t P E1.

Lemma 2.14. Funktiot f ja h ovat sileitä. Lisäksi ha,bptq “ 1 kaikilla t ď a ja ha,bptq “ 0
kaikilla t ě b.

Todistus. Funktion f sileys on analyysin harjoitustehtävä. Funktion ha,b määrittelevän
lausekkeen nimittäjällä ei ole nollakohtia, koska a ă b. Sen sileys seuraa siis funktion
f sileydestä. Katso [Lee2, Lemmat 2.20,2.21].

2 4 6 8 10

0.2

0.4

0.6

0.8

-1 1 2 3

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Kuva 2.2 — Funktioiden f ja h1,2 kuvaajat.

Olkoot 0 ă a ă b ja olkoon h : En Ñ E1,

Ha,bpxq “ ha,bp}x}q .

Lemma 2.15. Funktio Ha,b on sileä. Lisäksi Hpxq “ 1 kaikilla x P Bp0, aq ja Ha,bpxq “ 0
kaikilla x R Bp0, bq.

Todistus. Katso [Lee2, Lemma 2.22].

Funktio Ha,b on sileä töyssy pisteessä 0 P En.

Lemma 2.16. Olkoon M sileä n-monisto ja olkoon pU, ϕq p-keskinen kartta pisteessä p.
Olkoon b ą 0 siten, että Bpϕppq, bq Ă ϕpUq ja olkoon 0 ă a ă b. Olkoon ηa,b : M Ñ E1,

ηa,bpqq “

#

H ˝ ϕpqq, kun q P U ,
0 muulloin

.
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2.5. Sileä töyssy 25

Kuva 2.3 — Sileä töyssy H1,2 tasossa.

Tällöin ηa,b on sileä funktio, jolle pätee ηa,bpqq “ 1 jossain pisteen p avoimessa ympäris-
tössä ja jonka kantaja4 sisältyy avoimeen joukkoon U .

Sileä töyssyfunktio on käyttökelpoinen työkalu, jonka avulla voimme esimerkiksi jat-
kaa jonkin pisteen p P M koordinaattiympäristössä määritellyn sileän funktion koko mo-
nistolla M määritellyksi sileäksi funktioksi, joka saa samat arvot kuin alkuperäinen funk-
tio jossain pisteen p ympäristössä.

Lemma 2.17. Olkoon M sileä n-monisto ja olkoon p P M . Olkoon U pisteen p avoin
ympäristö ja olkoon g P C8pUq. Tällöin on rg P C8pMq, ja pisteen p avoin ympäristö
V Ă U , joille pätee g|V “ rg|V .

Todistus. Olkoon pW,ϕq p-keskinen kartta.5 Lemman 2.16 nojalla on sileä töyssy η : M Ñ

E1, jonka kantaja sisältyy joukkoon W X U . Olkoon rg : M Ñ E1,

rgpqq “

#

ηpqqgpqq , kun q P W X U ,
0 muulloin

.

Tällöin rg on sileä kaikissa avoimen joukon W X U pisteissä, koska se on kahden sileän
funktion tulo. Jos q R WXU , niin ηpqq “ 0 ja koska jatkuvan funktion kantaja on suljettu,
pisteellä q on avoin ympäristö, jossa rg on vakio nollafunktio. Siis rg on sileä pisteessä q,
joten rg P C8pMq.

4Funktion kantaja on sen nollajoukon komplementti.
5Avoin joukko U ei välttämättä ole karttaympäristö.
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Harjoitustehtäviä
2.1. Todista Propositio 2.5.
2.2. Todista Propositio 2.6.
2.3. Osoita, että inkluusiokuvaus i : S1 Ñ E2, ippq “ p, on sileä.
2.4. Olkoon f : E2 Ñ E1 sileä funktio. Osoita, että f |S1 on sileä.
2.5. Osoita, että tekijäkuvaus π : En Ñ Tn, πpxq “ x ` Zn, on sileä.
2.6. Osoita, että kuvaus π : Sn Ñ Pn, πpxq “ rxs, on sileä lokaali diffeomorfismi.
2.7. Olkoot M ja N sileitä monistoja ja olkoon q0 P N . Olkoon iq0 : M Ñ MˆN kuvaus
iq0ppq “ pp, q0q. Osoita, että iq0 on sileä.
2.8. Osoita, että kuvaus F : T1 Ñ S1, F ps ` Zq “ pcosp2πsq, sinp2πsqq on sileä.
2.9. Todista Lemma 2.12.
2.10. Olkoot A ja B matriiseja, joille pätee AB “ In ja BA “ Im. Osoita, että B “

A´1 ja n “ m.
2.11. Olkoon M sileä n-monisto, n ě 1. Osoita, että vektoriavaruus FpMq on ääretönu-
lotteinen.6

2.12. Olkoot M , N1 ja N2 sileitä monistoja. Olkoot πk : N1 ˆ N2 Ñ Nk projektioku-
vaukset πkpp1, p2q “ pk, kun k P t1, 2u. Osoita, että kuvaus F : M Ñ N1 ˆN2 on sileä, jos
ja vain jos kuvaukset π1 ˝ F ja π2 ˝ F ovat sileitä.

6Osoita, että se ei ole äärellisulotteinen! Töyssyfunktioista voi olla apua tässä.
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Luku 3

Tangenttiavaruus

Tässä luvussa määritellään sileän moniston tangenttivektorit yleistämällä euklidisen ava-
ruuden suuntaisderivaatan käsite tarkasteltavaan abstraktimpaan tilanteeseen.

3.1 Euklidisen avaruuden tangenttivektorit ja
derivaatiot pisteessä

Olkoon U Ă En avoin joukko ja olkoon p P U . Jokainen vektori v P Rn määrää suuntais-
derivaatan pisteessä p asettamalla jokaiselle1 f P C8pUq

Bv|pf “ Bvfppq “ Dfppqv “ p∇fppq | vq “ lim
tÑ0

fpp ` tvq ´ fppq

t
.

Differentiaalilaskennasta tiedämme, että suuntaisderivaatta Bv|p : C8pUq Ñ R on lineaa-
rikuvaus, joka toteuttaa Leibnitzin säännön: Jos f, g P C8pUq ja v P Rn, niin

Bv|ppfgq “ Bv|pfgppq ` fppqBv|pg .

Tässä luvussa tarkastelemme suuntaisderivaatan yleistystä monistoille.

Olkoon M sileä monisto ja olkoon p P M . Lineaarikuvaus d : C8pMq Ñ R on avaruuden
C8pMq (piste)derivaatio pisteessä p, jos se toteuttaa Leibnitzin säännön

dpfgq “ dpfqgppq ` fppqdpgq .

Olkoon DppMq pisteen p P M pistederivaatioiden joukko.

Määritelmä on asetettu niin, että suuntaisderivaatta on derivaatio pisteessä p kaikilla
p P U , kun U Ă En on avoin joukko.

1Suuntaisderivaatan määritelmä toimii toki yleisemmillekin funktioille mutta tällä kurssilla tarkaste-
lemme vain sileitä funktioita.

30. marraskuuta 2023 27



28 Tangenttiavaruus

Lemma 3.1. Olkoon M sileä monisto. Olkoon d pistederivaatio pisteessä p P M .
(1) Jos c on vakiofunktio, niin dc “ 0.
(2) Jos f, g P C8pMq ja fppq “ gppq “ 0, niin dpfgq “ 0.

Todistus. Derivaatiolle d pätee dp1q “ dp1 ¨ 1q “ 1dp1q ` dp1q1, joten dp1q “ 0. Lineaari-
suuden nojalla sama pätee kaikille vakiofunktioille.
(2) Seuraa suoraan Leibnitzin säännöstä.

Lemma 3.2. Olkoon M sileä monisto ja olkoon p P M . Derivaatiot pisteessä p muodos-
tavat vektoriavaruuden.

Todistus. Harjoitustehtävä 3.1.

Euklidisen avaruuden pistederivaatiot ovat suuntaisderivaattoja:

Propositio 3.3. Lineaarikuvaus L : C8pEnq Ñ R on derivaatio pisteessä p, jos ja vain
jos L “ Bv|p jollain v P Rn.

Todistus. Olkoon d derivaatio pisteessä p P En. Olkoon f P C8pUq. Tarkastellaan funk-
tiota f janalla t ÞÑ p ` tpx ´ pq. Ketjusäännön mukaan

d

dt
fpp ` tpx ´ pqq “ Dfpp ` tpx ´ pqq px ´ pq “

n
ÿ

k“1
Bkfpp ` tpx ´ pqq pxk ´ pkq ,

joten integroimalla saadaan

fpxq “ fppq `

n
ÿ

k“1
pxk ´ pkq

ż 1

0
Bkfpp ` tpx ´ pqqdt

“ fppq `

n
ÿ

k“1
pxk ´ pkq gkpxq .

Erityisesti gkppq “ Bkfppq. Derivaation Leibnitzin säännön, lineaarisuuden ja Lemman 3.1
nojalla

dpfq “ dp

n
ÿ

k“1
pxk ´ pkq gkpxqq “

n
ÿ

k“1
dpxk ´ pkq gkppq ` dpgkqppk ´ pkq

“

n
ÿ

k“1
Bkfppqdpxkq

“
`

∇fppq | pdpx1q, dpx2q, . . . , dpxnq
˘

“ Bpdpx1q,dpx2q,...,dpxnqq

ˇ

ˇ

p
f .

Siis derivaatio d on suuntaisderivaatta.

Lause 3.4. Kuvaus B¨ : Rn Ñ DppEnq, v B¨
ÞÑ Bv|p, on lineaarinen bijektio.

Todistus. Suuntaisderivaatan määritelmän nojalla

Bλv`µw|pf “ Dfppqpλv ` µwq “ λDfppqv ` µDfppqw “ pλBv|p ` µBw|pqf ,

joten kuvaus on lineaarinen. Surjektiivisuus osoitettiin Propositiossa 3.3.
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Olkoon v P Rn ´ t0u. Kuvaukselle rk : En Ñ E1, rkpxq “ xk pätee

Bvrkppq “ D rkppqv “ vk ,

kun 1 ď k ď n. Koska v ‰ 0, niin on 1 ď k ď n, jolle vk ‰ 0. Siis Bv|p ‰ 0, joten kuvaus
v ÞÑ Bv|p on injektio.

Lause 3.4 samastaa euklidisen avaruuden tangenttiavaruuden pisteessä p P En ja vek-
toriavaruuden, jonka alkiot ovat derivaatioita, siis suuntaisderivaattoja pisteessä p:

TppEnq “ DppEnq .

Tämä havainto on sileän moniston tangenttiavaruuden määritelmän taustalla:

Sileän moniston M tangenttiavaruus pisteessä p on

TppMq “ DppMq .

Seuraava tulos osoittaa, että pistederivaatio määräytyy funktion käytöksestä tarkas-
teltavan pisteen lähellä.

Propositio 3.5. Olkoon M sileä monisto ja olkoon p P M . Olkoot f, g P C8pMq. Jos on
pisteen p avoin ympäristö V , jossa f |V “ g|V , niin vf “ vg kaikille v P TpM .

Todistus. Olkoon pU, ϕq, U Ă V , p-keskinen kartta. Joukko ϕpUq Ă En on origon avoin
ympäristö, joten on b ą 0 siten, että Bp0, bq Ă ϕpUq. Olkoon 0 ă a ă b. Olkoon ηa,b sileä
töyssy kuten Lemmassa 2.16. Näillä parametrien valinnoilla pätee pf´gqp1´ηa,bq “ f´g.

Olkoon v P TpM . Lemman 3.1 nojalla pätee

vpf ´ gq “ v
`

p1 ´ ηa,bqpf ´ gq
˘

“ 0 ,

joten pistederivaation lineaarisuudesta seuraa vf “ vg.

3.2 Sileän kuvauksen differentiaali pisteessä
Jos f P C8pMq ja F P C8pM,Nq, niin Proposition 2.7 nojalla f ˝ F P C8pNq.

Lemma 3.6. Olkoot M ja N sileitä monistoja ja olkoon p P M . Olkoon F : M Ñ N sileä
kuvaus ja olkoot v P TpM ja f P C8pNq. Olkoon rv : C8pMq Ñ R, rvpfq “ vpf ˝F q. Tällöin
rv P TF ppqN .

Todistus. Olkoot f, g P C8pNq ja λ, µ P R. Tällöin kuvauksen v linearisuuden nojalla

rvpλf ` µgq “ vpλf ˝ F ` µg ˝ F q “ λvpf ˝ F q ` µvpg ˝ F q “ λrvpfq ` µrvpgq ,

joten rv on lineaarinen. Vastaavasti derivaation v Leibnitzin säännöstä seuraa

rvpfgq “ vppfgq ˝ F q “ vpf ˝ F g ˝ F q “ vpf ˝ F q g ˝ F ppq ` f ˝ F ppq vpg ˝ F q

“ rvpfq gpF ppqq ` fpF ppqq rvpgq ,

joten rv toteuttaa Leibnitzin säännön.
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Lemman 3.6 nojalla seuraava määritelmä on hyvin asetettu.

Olkoot M ja N sileitä monistoja ja olkoon F : M Ñ N sileä kuvaus ja olkoon p P M .
Kuvaus dFp : TpM Ñ TF ppqN ,

dFppvqpfq “ vpf ˝ F q

kaikilla f P C8pNq, on kuvauksen F differentiaali pisteessä p P M .

Propositio 3.7. (1) Sileän kuvauksen F : M Ñ N differentiaali pisteessä p P M on
lineaarikuvaus.
(2) Olkoot M1, M2 ja M3 sileitä monistoja ja olkoot F1 : M1 Ñ M2 ja F2 : M2 Ñ M3
sileitä kuvauksia. Tällöin

dpF2 ˝ F1qp “ pdF2qF1ppqpdF1qp .

(3) Sileän moniston M identtisen kuvauksen differentiaali pisteessä p P M on idTpM .
(4) Jos F on sileä diffeomorfismi, niin dFp on lineaarinen bijektio ja

pdFpq
´1

“ pdF´1
qF ppq .

Todistus. Harjoitustehtävät 3.2 ja 3.3.

Propositio 3.8. Olkoon M sileä monisto, olkoon U Ă M avoin joukko ja olkoon p P U .
Olkoon i : U Ñ M inkluusiokuvaus. Tällöin dip : TpU Ñ TpM on isomorfismi.2

Todistus. Osoitetaan ensin, että dip on injektio. Olkoon v P TpU siten, että dippvq “ 0 P

TpM . Tällöin kaikille f P C8pMq pätee

0 “ dippvqpfq “ vpf ˝ iq “ vpf |Uq .

Olkoon g P C8pUq. Lemman 2.17 nojalla on rg P C8pMq ja pisteen p avoin ympäristö
V Ă U siten, että g|V “ rg|V . Proposition 3.5 nojalla vg “ vprg|Uq “ 0. Tämä pätee kaikille
g P C8pUq, joten v “ 0. Siis dip on injektio.

Osoitetaan sitten, että dip on surjektio. Olkoon v P TpM . Olkoon v̂ : C8pUq Ñ R ku-
vaus v̂f “ v rf , missä rf P C8pMq on mikä tahansa funktio, jolle rf |W “ f |W jossain pisteen
p ympäristössä W Ă U . Kuvaus v̂ on hyvin määritelty Proposition 3.5 nojalla ja Harjoi-
tustehtävässä 3.4 tarkastetaan, että v̂ P TpU . Kaikille g P C8pMq pätee Proposition 3.5
nojalla

dippv̂qg “ v̂pg ˝ iq “ v̂pg|Uq “ vpĂg|Uq “ vg ,

joten dippv̂q “ v.

Lause 3.9. Olkoon M sileä n-monisto ja olkoon p P M . Tällöin dimTpM “ n.

Todistus. Olkoon pU, ϕq kartta, joka sisältää pisteen p. Lemman 2.10 nojalla ϕ : U Ñ

ϕpUq on diffeomorfismi. Proposition 3.7(4) nojalla vektoriavaruudet TpU ja TϕppqEn ovat
isomorfisia. Proposition 3.8 ja Lauseen 3.4 nojalla

dimTpM “ dimTpU “ TϕppqEn “ dimRn
“ n .

2Se on siis lineaarinen bijektio.
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3.3 Laskelmia koordinaateissa
Olkoon pU, ϕq kartta sileällä n-monistolla M ja olkoon p P U . Lauseen 3.4 nojalla koordi-
naatti(tangentti)vektorit B1|ϕppq, . . . , Bn|ϕppq muodostavat tangenttiavaruuden TϕppqEn kan-
nan. Tangenttivektori

B

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

p
“ Bi|p “ pdϕpq

´1
pBi|ϕppqq

on i:s koordinaattivektori pisteessä p kartan ϕ määräämissä koordinaateissa.

Seuraus 3.10. Koordinaattivektorit muodostavat tangenttiavaruuden TpM kannan.

Todistus. Väite seuraa Lauseen 3.9 todistuksesta.

Tässä otamme käyttöön yleisen merkintätavan moniston koordinaattivektorille pis-
teessä p P M .

Huomaa, että siirrymme nyt differentiaaligeometriassa koordinaatteja käyttävissä laskuis-
sa yleiseen merkintätapaan, jossa koordinaatin x komponentteja merkitään yläindeksillä

ϕpqq “ px1
pqq, x2

pqq, . . . , xnpqqq .

Sääntö: Tangenttiavaruuden kantavektoreille käytetään alaindeksejä ja vektorin kom-
ponenteille yläindeksejä. Indeksi i lausekkeessa B

Bxi tulkitaan alaindeksiksi, koska se on
murtolausekkeen nimittäjän yläindeksi.
Einsteinin summaussääntö: Jos sama indeksi esiintyy kerran yläindeksinä ja
kerran alaindeksinä monomilausekkeessa kuten caibi lauseke tarkoittaa summaa
řn
i“1 ca

ibi.Välttelemme kuitenkin Einsteinin summaussäännön käyttöä.

Olkoot M sileä m-monisto ja N sileä n-monisto ja olkoon F : M Ñ N sileä kuvaus.
Olkoon ϕ “ px1, . . . , xmq lokaali koordinaatti pisteessä p P M ja olkoon ψ “ py1, . . . , ynq

lokaali koordinaatti pisteessä F ppq P N . Tällöin määritelmien ja differentiaalilaskennan
nojalla

dFppBi|pq “ dFpdpϕ´1
qϕppqpBi|ϕppqq

“ dpψ´1
qψ˝F ppqdpψ ˝ F ˝ ϕ´1

qϕppqpBi|ϕppqq

“ dpψ´1
qψ˝F ppq

n
ÿ

j“1
Bipψ ˝ F ˝ ϕ´1

q
j
pϕppqq Bj|ψ˝F ppq

“

n
ÿ

j“1
Bipψ ˝ F ˝ ϕ´1

q
j
pϕppqq dpψ´1

qψ˝F ppqBj|ψ˝F ppq

“

n
ÿ

j“1
Bipψ ˝ F ˝ ϕ´1

q
j
pϕppqq Bj|F ppq

(3.1)

Tällainen tiivis merkintätapa soveltuu hyvin esimerkiksi, kun M ja N ovat eri mo-
nistoja. Kartanvaihdon vaikutus koordinaattivektoreihin saadaan samalla laskulla mutta
nyt edellä käytetty merkintätapa ei ole riittävä, koska käytetty kartasto ei käy ilmi mer-
kinnöistä. Perinteisempi tapa kirjoittaa yhtälö (3.1) on

dFp

´

B

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

p

¯

“

n
ÿ

j“1

Bpψ ˝ F ˝ ϕ´1qj

Bxi
`

ϕppq
˘ B

Byj

ˇ

ˇ

ˇ

F ppq
. (3.2)
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Jos laskuja on paljon tehtävänä, kuvaukselle ψ ˝ F ˝ ϕ´1 on hyvä ottaa käyttöön jokin
tiiviimpi merkintätapa.

Olkoon p P M ja olkoot pU, ϕq ja pV, ψq sileitä karttoja pistessä p. Kun F “ id, yhtälön
(3.1) lasku antaa erikoistapauksena

B

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

p
“

n
ÿ

j“1

B

Bxi
pψ ˝ ϕ´1

q
j B

Byj

ˇ

ˇ

ˇ

p
(3.3)

Perinteisesti käytetään lyhennysmerkintää yj “ yjpxq “ pψ ˝ ϕ´1qj, jolloin yhtälö (3.3)
saa muodon

B

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

p
“

n
ÿ

j“1

Byj

Bxi
pϕppqq

B

Byj

ˇ

ˇ

ˇ

p
(3.4)

Esimerkki 3.11. Olkoon α P R ja olkoon
Cα “

␣

tpcosα, sinαq : t ě 0
(

.

Kuvaus Φα : s0,8r ˆ s´π ` α, π ` αr Ñ Uα “ E2 ´ Cα,
Φαpr, θq “ pr cos θ, r sin θq ,

antaa tason E2 napakoordinaatit. Tällöin Φ´1
α : U Ñ s0,8r ˆ s´π ` α, π ` αr on kartta-

kuvaus monistolla E2. Valinta α “ 0 antaa tavanomaiset napakoordinaatit.
Tarkastelemalla karttoja ϕ “ Φ´1

α ja ψ “ id, kartanvaihto antaa lausekkeet
B

Br

ˇ

ˇ

ˇ

Φαpr0,θ0q
“ cos θ0

B

Bx1 ` sin θ0
B

Bx2 ,

B

Bθ

ˇ

ˇ

ˇ

Φαpr0,θ0q
“ ´r0 sin θ0

B

Bx1 ` r0 cos θ0
B

Bx2 ,

tai toisessa muodossa

r0
B

Br

ˇ

ˇ

ˇ

Φαpr0,θ0q
“ x1

B

Bx1 ` x2
B

Bx2 ,

B

Bθ

ˇ

ˇ

ˇ

Φαpr0,θ0q
“ ´x2

B

Bx1 ` x1
B

Bx2 ,

missä px1, x2q “ Φαpr0, θ0q.

3.4 Polun tangenttivektori
Sileän moniston E1 tangenttiavaruus pisteessä t0 P E1 on 1-ulotteinen Lauseen 3.9 nojalla.
Tällöin tangenttiavaruudella Tt0E1 on luonnollinen kanta B

Bt

ˇ

ˇ

t0
, jolle perinteisesti käytetään

merkintää
d

dt

ˇ

ˇ

ˇ

t0
“

B

Bt

ˇ

ˇ

ˇ

t0

Olkoon M sileä monisto ja olkoon p P M . Olkoon J avoin väli, olkoon γ : J Ñ M sileä
polku ja olkoon t0 P J siten, että γpt0q “ p. Sileän polun γ tangenttivektori pisteessä p tai
nopeus hetkellä t0 ona

9γpt0q “ dγt0
d

dt

ˇ

ˇ

ˇ

t0
.

aLee [Lee2, s. 69] merkitsee nopeusvektoria γ1pt0q.
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Olkoon γ : I Ñ M sileä polku ja olkoon t10 P I. Olkoon pU, ϕq kartta, joka sisältää
pisteen γpt0q ja olkoot x1, x2, . . . , xn karttakuvauksen ϕ komponenttifunktiot. Merkitään
γi “ xi ˝ γ kaikille 1 ď i ď n. Tällöin saamme kaavan (3.1) erikoistapauksena

9γpt0q “

n
ÿ

i“1

dγi

dt
pt0q

B

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

γpt0q
. (3.5)

Propositio 3.12. Olkoon M sileä monisto ja olkoon p P M . Jokaiselle v P TpM on avoin
väli I Ă E1, jolle 0 P I, ja sileä polku γ : I Ñ M , jolle 9γp0q “ v.

Todistus. Olkoon pU, ϕq sileä p-keskinen kartta. Olkoon v̂ P Rn siten, että3

dϕpv “

n
ÿ

k“1
v̂k

B

Bxk

ˇ

ˇ

ˇ

0
.

Olkoon γ0 : s´ε, εr Ñ ϕpUq,
γ0ptq “ t v̂ .

Tällöin jokaiselle f P C8pϕpUqq pätee
`

dpγ0q0
d

dt

ˇ

ˇ

ˇ

0

˘

f “
d

dt

ˇ

ˇ

ˇ

0
f ˝ γ0 “

d

dt

ˇ

ˇ

ˇ

0
fptv̂q “ Dfp0qv̂ “ pdϕpvqf .

Siis
dpγ0q0

d

dt

ˇ

ˇ

ˇ

0
“ dϕpv .

Olkoon γ “ ϕ´1 ˝ γ0. Proposition 3.7 kohtien (2) ja (4) nojalla

9γp0q “ dpϕ´1
˝ γ0q0

d

dt

ˇ

ˇ

ˇ

0
“ dpϕ´1

q0 ˝ dpγ0q0
d

dt

ˇ

ˇ

ˇ

0
“ dpϕ´1

q0 ˝ dϕpv “ v .

Seuraavaa tulosta voidaan käyttää Proposition 3.12 avulla sileiden kuvausten differen-
tiaalien määrittämiseen.

Propositio 3.13. Olkoot M ja N sileitä monistoja ja olkoon F : M Ñ N sileä kuvaus.
Olkoon p P M ja olkoon v P TpM . Olkoon γ : I Ñ M sileä polku, jolle pätee 9γp0q “ v.
Tällöin

dFpv “ 9pF ˝ γqp0q .

Todistus. Oletuksen, polun nopeuden määritelmän, Proposition 3.7(2) ja differentiaalin
määritelmän nojalla saadaan

dFpv “ dFp 9γp0q “ dFp dγ0
d

dt

ˇ

ˇ

ˇ

0
“ dpF ˝ γq0

d

dt

ˇ

ˇ

ˇ

0
“ 9pF ˝ γqp0q .

Tangenttiavaruus voidaan esittää myös sileiden polkujen avulla. Olkoon

Γp “ tγ : J Ñ M : J Q 0 avoin väli, γ : J Ñ M sileä, γp0q “ pu .

Määritellään γ1 „ γ2, jos ja vain jos d
dt
f ˝ γ1p0q “ d

dt
f ˝ γ2p0q kaikille f P C8pMq.

Propositio 3.14. Olkoon M sileä monisto ja olkoon p P M . Kuvaus rγs ÞÑ 9γp0q on hyvin
määritelty bijektio tekijäjoukolta Γp{„ tangenttiavaruudelle TpM .

Todistus. Harjoitustehtävä 3.7

3Lauseen 3.4 nojalla, jos v P TpEn, niin v “ Bv̂ “
řn

k“1 v̂
k B

Bxk jollain v̂ P Rn.
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Harjoitustehtäviä
3.1. Todista Lemma 3.2.
3.2. Todista Proposition 3.7 kohdat (1) ja (2).
3.3. Todista Proposition 3.7 kohdat (3) ja (4).
3.4. Osoita, että Propositiossa 3.8 määritelty kuvaus v̂ on avaruuden FpUq pistederivaa-
tio pisteessä p.
3.5. Pisteen x P E3zt0u pallokoordinaatit määräytyvät lausekkeella

x “ pr cos θ1 sin θ2, r sin θ1 sin θ2, r cos θ2q .

Olkoon p P E3 ´ t0u. Määritä tangenttivektorien B

Br

ˇ

ˇ

p
, B

Bθ1

ˇ

ˇ

p
ja B

Bθ2

ˇ

ˇ

p
lausekkeet kannassa,

jonka muodostavat B

Bx1

ˇ

ˇ

p
, B

Bx2

ˇ

ˇ

p
ja B

Bx3

ˇ

ˇ

p
.

3.6. Olkoot M1 ja M2 sileitä monistoja ja olkoot πk : M1 ˆM2 Ñ Mk projektiokuvaukset
πkpp1, p2q “ pk, kun k P t1, 2u. Olkoon p “ pp1, p2q P M1 ˆ M2. Osoita, että kuvaus
dpπ1qp ˆ dpπ2qp : TppM1 ˆ M2q Ñ Tp1pM1q ˆ Tp2pM2q,

dpπ1qp ˆ dpπ2qppvq “ pdpπ1qppvq, dpπ2qppvqq ,

on lineaarinen isomorfismi.4

3.7. Todista Propositio 3.14.

Olkoon G sileä monisto ja olkoon joukossa G määritelty laskutoimitus, jota merkitsemme
kuten kertolaskua, siten, että G on ryhmä ja kuvaukset µ : G ˆ G Ñ G, µpg, hq “ gh ja
ι : G Ñ G, ιpgq “ g´1 ovat sileitä. Tällöin G on Lien ryhmä.

3.8. Olkoon G Lien ryhmä ja olkoon e P G neutraalialkio. Osoita, että5

dµpe,eqpv, wq “ v ` w

ja
dιepvq “ ´v .

4Käytä tuloavaruudessa sileää rakennetta, joka määriteltiin esimerkissä 1.15. Mitä koordinaattivek-
toreille tapahtuu?

5Laske ensin dµpe,eqpv, 0q esimerkiksi Propositioiden 3.12 ja 3.13 avulla.
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Luku 4

Tangenttikimppu ja vektorikentät

Olkoon U Ă En avoin joukko. Kuvaus X : U Ñ En on vektorikenttä joukossa U . Vekto-
rikentät ovat tärkeitä matemaattisia olioita etenkin, koska sovelluksissa monia ilmiöitä
mallinnetaan differentiaaliyhtälöiden ja alkuarvotehtävien

#

9xptq “ Xpxptqq

xp0q “ x0

avulla.
Jatkuva tai sileä vektorikenttä X määrää jokaisessa pisteessä p P U tangenttivektorin

Xppq P En, missä En ajatellaan tangenttiavaruudeksi TpEn. Tässä luvussa määrittelemme
sileän moniston M vektorikentät, joissa jokaiseen pisteeseen p P M liitetään tangenttivek-
tori Xppq P TpM . Nyt siis eri pisteissä olevat tangenttivektorit ovat eri vektoriavaruuksis-
sa, jotka yhdessä muodostavat moniston tangenttikimpun, joka on sileä monisto.

4.1 Tangenttikimppu

Olkoon M sileä monisto. Moniston M tangenttikimppu on

TM “
ğ

pPM

TpM

varustettuna sileän moniston rakenteella, joka määritellään alla. Tangenttikimpun TM
(kantapiste)projektio on kuvaus π “ πM : TM Ñ M , πMpv, pq “ p.

Tangenttikimpun TM alkiolle pv, pq käytetään merkintää vp “ pv, pq, jolloin ajatellaan,
että vp P TpM Ă TM .

Olkoon pU, ϕq sileä kartta sileällä n-monistolla M ja olkoon p P U . Luvussa 3.3
huomasimme, että koordinaattivektorit B

Bx1

ˇ

ˇ

p
, . . . , B

Bxn

ˇ

ˇ

p
muodostavat tangenttiavaruuden
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36 Tangenttikimppu ja vektorikentät

TpM “ TpU kannan. Siis jokaisella pv, pq P TpU Ă TU Ă TM pätee

v “

n
ÿ

k“1
ckpvq

B

Bxk

ˇ

ˇ

ˇ

p
(4.1)

joillain kertoimilla c1pvq, c2pvq, . . . , cnpvq P R. Olkoon c : TU Ñ En kuvaus, jonka kompo-
nentit ovat c1pvq, c2pvq, . . . , cnpvq. Olkoon ΦU : TU Ñ ϕpUq ˆ En kuvaus1

ΦUpv, qq “ pϕpqq, cpvqq .

Valitaan joukkoon TU yksikäsitteisesti määritelty topologia, jolle kuvaus ΦU on homeo-
morfismi. Olkoon

B “ tA Ă TM : A Ă TU on avoin jollain koordinaattiympäristöllä U Ă Mu .

Lemma 4.1. Kokoelma B on joukon TM jonkin topologian kanta.

Todistus. Selvästi TM on yhdiste kokoelmaan B sisältyvistä joukoista TU , sillä joukot
U peittävät moniston M . Olkoot A1, A2 P B ja olkoon pv, pq P A1 X A2. Kokoelman
B määritelmän mukaan on pisteen p karttaympäristöt U1 ja U2 siten, että A1 on avoin
joukossa TU1 ja A2 on avoin joukossa TU2.

Joukko U1 X U2 on avoin, joten avaruus T pU1 X U2q esiintyy kokoelman B määrit-
telyssä. Topologinen avaruus T pU1 X U2q on avaruuksien TU1 ja TU2 aliavaruus, joten
relatiivitopologian määritelmän nojalla joukot A1 X T pU1 X U2q ja A2 X T pU1 X U2q ovat
avoimia joukossa T pU1 X U2q. Siis

p P A1 X A2 “ A1 X A2 X T pU1 X U2q “ pA1 X T pU1 X U2qq X pA2 X T pU1 X U2qq

on kahden avoimen joukon leikkauksena avoin topologisessa avaruudessa T pU1XU2q. Väite
seuraa kantalemmasta.2

Valitaan joukkoon TM topologia, jonka kanta on B.

Propositio 4.2. TM on topologinen monisto.

Todistus. Lemman 4.1 nojalla TM on topologinen avaruus ja konstruktionsa nojalla se
on lokaalisti euklidinen. Proposition 1.6 nojalla monistolla M on numeroituva peite koor-
dinaattiympäristöillä Uk, k P N. Avaruuden TM topologia määriteltiin niin, että joukot
TUk Ă TM ovat homeomorfisia euklidisen avaruuden avoimen joukon kanssa, joten jo-
kaisella topologisella avaruudella TUk on numeroituva kanta Bk. Numeroituva kokoelma
Ť

kPN Bk on avaruuden TM topologian numeroituva kanta, joten TM on N2.
Olkoot pv, pq, pw, qq P TM . Jos p “ q ja v ‰ w, niin on k P N, jolle pv, pq, pw, pq P

TUk. Koska TUk on homeomorfinen euklidisen avaruuden avoimen joukon kanssa, pisteillä
pv, pq ja pw, pq on erilliset ympäristöt. Jos taas p ‰ q, niin pisteillä p ja q on erilliset
ympäristöt Vp ja Vq monistolla M Tällöin TVp ja TVq ovat pisteiden pv, pq ja pw, qq erilliset
ympäristöt.

1Tässä yhteydessä olisi ehkä loogista, että vektorin vp P TpM vaihtoehtoinen merkintätapa olisi
pp, vq eikä pv, pq kuten edellä.

2Katso [Par2, Lemma 13.5]. Munkres [Mun, §13] ottaa kantalemman ehdot topologian kannan mää-
ritelmäksi.
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4.2. Sileän kuvauksen (globaali) differentiaali 37

Varustetaan TM kartastolla tpTU,ΦUq : pU, ϕq on sileä karttau.

Propositio 4.3. Sileän moniston tangenttikimppu on sileä monisto. Kantapisteprojektio
on sileä kuvaus.

Todistus. OlkoonM sileä n-monisto. Olkoot pTU,Φq ja pTV,Ψq tangenttikimpun TM kart-
toja, jotka liittyvät moniston M sileisiin karttoihin pU, ϕq ja pV, ψq. Tällöin jokaiselle
py, wq P ΦpTUq “ ϕpUq ˆ Rn pätee3

Ψ ˝ Φ´1
py, wq “

`

ψ ˝ ϕ´1
pyq, Dpψ ˝ ϕ´1

qpyqw
˘

, (4.2)

joten kartanvaihto on sileä diffeomorfismi. Ensimmäinen väite seuraa Proposition 4.2 no-
jalla.

Edellä määritellyissä sileissä kartoissa ϕ ˝ π ˝ Φ´1py, wq “ y, joten kantapisteprojektio
π on sileä.

Esimerkki 4.4. Jos monistolla M on globaali sileä kartta, niin TM on diffeomorfinen
tuloavaruuden M ˆ En kanssa. Erityisesti TEn on diffeomorfinen avaruuden E2n kanssa.
Kaikki tangenttikimput eivät ole näin yksinkertaisia: Algebrallisen topologian keinoilla
voidaan osoittaa, että esimerkiksi moniston S2 tangenttikimppu on monimutkaisempi.
Tämän osoittamiseen ei tällä kurssilla ole keinoja. Osoitamme Harjoitustehtävässä 5.10,
että sileät monistot TS3 ja S3 ˆ E3 ovat diffeomorfisia.

4.2 Sileän kuvauksen (globaali) differentiaali
Määrittelimme luvussa 3.2 sileän kuvauksen F : M Ñ N pisteittäisen differentiaalin
dFp : TpM Ñ TF ppqN jokaisessa pisteessä p P M . Yhdistämme nyt nämä kuvaukset tan-
genttikimpussa määritellyksi kuvaukseksi luonnollisella tavalla.

Sileän kuvauksen F : M Ñ N (globaali)differentiaali on kuvaus dF : TM Ñ TN ,

dF pv, pq “ pdFpv, F ppqq .

Propositio 4.5. Sileän kuvauksen globaali differentiaali on sileä kuvaus.

Todistus. Olkoon M sileä m-monisto ja olkoon N sileä n-monisto. Olkoot pTU,Φq ja
pTV,Ψq karttoja, jotka liittyvät moniston M sileisiin karttoihin pU, ϕq ja pV, ψq. Tällöin
jokaiselle py, wq P ΦpTUq “ ϕpUq ˆ Rm pätee

Ψ ˝ F ˝ Φ´1
py, wq “

`

ψ ˝ F ˝ ϕ´1
pyq, Dpψ ˝ F ˝ ϕ´1

qpyqw
˘

,

joten differentiaali on sileä.

Propositio 4.6. (1) Olkoot M1, M2 ja M3 sileitä monistoja ja olkoot F1 : M1 Ñ M2 ja
F2 : M2 Ñ M3 sileitä kuvauksia. Tällöin dpF2 ˝ F1q “ dF2 ˝ dF1.
(2) Sileän moniston M identtisen kuvauksen differentiaali on idTM .
(3) Jos F on sileä diffeomorfismi, niin dF on sileä diffeomorfismi ja pdF q´1 “ dpF´1q.

Todistus. Harjoitustehtävä 4.1.
3Katso yhtälö (3.3).
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38 Tangenttikimppu ja vektorikentät

4.3 Vektorikentät
Olkoon M sileä monisto. (Sileä) kuvaus X : M Ñ TM , jolle pätee πM ˝ X “ idM , on
(sileä) vektorikenttä monistolla M .
Olkoon

XpMq “ tX : M Ñ TM : X on sileä vektorikenttäu .

Käytämme merkintää
Xp “ Xppq .

Tämä on yhteensopivaa koordinaattivektorien ja koordinaattivektorikenttien merkintäta-
pojen kanssa.
Esimerkki 4.7. Olkoon M sileä monisto ja olkoon pU, ϕq sileä kartta, jonka komponen-
tit ovat x1, x2, . . . , xn. Koordinaattivektorikentät B

Bxk ovat sileitä vektorikenttiä joukossa
U , sillä niiden esitys luonnollisessa kartassa Φ on

Φ ˝
B

Bxk
˝ ϕ´1

pyq “ Φ
´

B

Bxk

ˇ

ˇ

ˇ

ϕ´1pyq

¯

“ py, ekq ,

josta näkee helposti, että π ˝ B

Bxk “ id ja että vektorikenttä on sileä.
Vektorikenttien joukossa XpMq määritellään yhteenlasku ja vakiolla kertominen pis-

teittäin: Jos X, Y P XpMq ja λ P R, asetetaan

pX ` Y qp “ Xp ` Yp ja pλXqp “ λXp ,

missä tangenttivektorien yhteenlasku ja reaaliluvulla kertominen suoritetaan vektoriava-
ruuden TpM laskutoimituksilla kaikilla p P M . Vektorikenttä voidaan myös kertoa sileällä
funktiolla pisteittäin: Jos X P XpMq ja f P FpMq, asetetaan

pfXqp “ fppqXp (4.3)

kaikilla p P M .
Yhtälön (4.1) nojalla mikä tahansa vektorikenttä X joukolla U voidaan ilmaista koor-

dinaattivektorikenttien avulla: On funktiot X1, X2, . . . , Xn : U Ñ E1, joille

Xppq “

n
ÿ

k“1
Xk

ppq
B

Bxk
. (4.4)

Propositio 4.8. Olkoon M sileä monisto ja olkoon pU, ϕq sileä kartta. Vektorikenttä
X : M Ñ TM on sileä joukossa U , jos ja vain jos sen kerroinfunktiot esityksessä (4.4)
ovat sileitä.

Todistus. Vektorikentän X esitys luonnollisissa koordinaateissa pU, ϕq ja pTU,Φq on

y ÞÑ
`

y,
`

X1
˝ ϕ´1

pyq, . . . , Xn
˝ ϕ´1

pyq
˘˘

,

joten X|U on sileä, jos ja vain jos kerroinfunktiot c1, . . . , cn ovat sileitä.
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4.4. Algebrallisesta rakenteesta 39

Esimerkki 4.9. Olkoon γ : E1 Ñ S1, γpsq “ pcosp2πsq, sinp2πsqq. Kuvaukset

γ`
1 “ pr1 ˝γ|s´ π

2 ,
π
2 r , γ`

1 psq “ cos s
γ´

1 “ pr1 ˝γ|s π
2 ,

3π
2 r , γ´

1 psq “ cos s
γ´

2 “ pr2 ˝γ|s´π,0r , γ´
2 psq “ sin s

γ`
2 “ pr2 ˝γ|s0,πr , γ`

2 psq “ sin s

ovat diffeomorfismeja, joten kuvaukset

θ`
1 “

`

γ|s´ π
2 ,

π
2 r

˘´1
, θ`

2 “
`

γ|s π
2 ,

3π
2 r

˘´1
, θ´

2 “
`

γ|s´π,0r

˘´1 ja θ`
2 “

`

γ|s0,πr

˘´1

ovat sileitä karttakuvauksia, joita sanotaan kulmakartoiksi.
Kulmakarttojen kartanvaihdot ovat muotoa s ÞÑ s` k 2π jollain k P Z. Jos θ ja rθ ovat

kulmakarttoja, niin Brθ
Bθ

“ 1, joten B

Brθ
“ B

Bθ
kulmakarttojen koordinaattiympäristöjen leik-

kausjoukoissa. Koska kulmakartat peittävät koko ympyrän S1, saamme koko monistolla
S1 määritellyn kulmakoordinaattivektorikentän B

Bθ
, jolla ei ole nollakohtia.

Propositio 4.10. Kuvaus Φ: S1 ˆ E1 Ñ TS1, Φpp, sq “ s B

Bθ
|p on sileä diffeomorfismi.

Todistus. Harjoitustehtävä 4.2.

Propositio 4.11. Olkoon M sileä monisto. Olkoon p P M ja olkoon vp P TpM . Tällöin
on X P XpMq, jolle Xp “ vp.

Todistus. Harjoitustehtävä 4.4.

4.4 Algebrallisesta rakenteesta
Tässä luvussa tarkastelemme vektorikenttiä algebrallisemmalta kannalta. Luvussa 2.2 ha-
vaitsimme, että sileän moniston sileät reaaliarvoiset funktiot muodostavat algebran, erityi-
sesti ne siis muodostavat renkaan. Määrittelimme vektorikenttien kertomisen funktioilla
yhtälössä (4.3). Seuraava määritelmä liittää tämän operaation yleisempiin algebrallisiin
rakenteisiin.

Olkoon pK,`, ¨q kommutatiivinen rengas ja olkoon pM,`q kommutatiivinen ryhmä. Ol-
koon µ : K ˆ M Ñ M kuvaus, µpk,mq “ km, jolle pätee

• k2pk1mq “ pk2k1qm kaikilla k1, k2 P K ja m P M ,

• 1Km “ m kaikilla m P M

• pk1 ` k2qm “ k1m ` k2m kaikilla k1, k2 P K ja m P M , ja

• kpm1 ` m2q “ km1 ` km2 kaikilla k P K ja m1,m2 P M .

Tällöin M on K-moduli.

Esimerkki 4.12. (1) Jos K on kunta ja V on K-vektoriavaruus, niin V on K-moduli.
(2) Z2 on Z-moduli, kun kokonaisluvulla kertominen määritellään luonnollisella tavalla
asettamalla µpk, pn1, n2qq “ pkn1, kn2q.
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40 Tangenttikimppu ja vektorikentät

Propositio 4.13. Sileän moniston M sileät vektorikentät muodostavat reaalisen vekto-
riavaruuden ja FpMq-modulin.

Todistus. Harjoitustehtävä 4.5.

Olkoon X : M Ñ TM vektorikenttä sileällä monistolla M ja olkoon f P FpMq. Koska
Xp P DppMq jokaisella p P M , X ja f määräävät funktion Xf : M Ñ E1 asettamalla

pXfqppq “ Xpf

kaikilla p P M . Seuraava tulos osoittaa, että sileä vektorikenttä määrää kuvauksen joukol-
ta FpMq itselleen ja saamme sileiden vektorikenttien luonnehdinnan tämän ominaisuuden
avulla.

Propositio 4.14. Olkoon M sileä monisto. Olkoon X : M Ñ TM vektorikenttä. Tällöin
X P XpMq, jos ja vain jos Xf P FpMq kaikilla f P FpMq.

Todistus. Olkoon X P XpMq ja olkoon f P FpMq. Olkoon pU, ϕq sileä kartta. Tällöin

pXfqpqq “

´
n
ÿ

k“1
Xk

pqq
B

Bxk

ˇ

ˇ

ˇ

q

¯

f “

n
ÿ

k“1
Xk

pqq
Bf

Bxk
pqq ,

joten Xf on sileä sileiden funktioiden äärellisenä summana.
Oletetaan sitten, että Xf on sileä kaikille f P FpMq. Olkoon pU, ϕq sileä kartta. Tällöin

Xxi “

´
n
ÿ

k“1
Xk B

Bxk

¯

xi “ X i .

Olkoon p P U . Lemman 2.17 nojalla on avoin joukko U Ą V P p, ja funktio rxi P FpMq,
jolle xi|V “ rxi|V . Oletuksen mukaan Xrxi on sileä joukossa V , joten X i “ Xxi on sileä
joukossa V . Koska tämä pätee kaikille p P M , voimme päätellä, että X P XpMq.

Vektorikentän X määräämä kuvaus4 X : FpMq Ñ FpMq toteuttaa Leibnitzin säännön
pisteittäin koska Xpqq on pistederivaatio jokaisella q P M : Kaikille f, g P FpMq pätee

Xpfgqpqq “ Xqpfgq “ Xqf gpqq ` fpqqXqg “ pXfqpqqgpqq ` fpqqpXgqpqq . (4.5)

Samoin kuvauksen X lineaarisuus seuraa pistederivaatioiden lineaarisuudesta.

Olkoon A assosiatiivinen R-algebra. Lineaarikuvaus d : A Ñ A on derivaatio, jos se to-
teuttaa Leibnitzin säännön

dpabq “ dpaqb ` adpbq

kaikille a, b P A.

Lemma 4.15. (1) Jos d on algebran A derivaatio, niin dp1q “ 0.
(2) Jos d1 ja d2 ovat algebran A derivaatioita, niin d1d2 ´ d2d1 on derivaatio.

4Merkitsemme kuvausta samoin kuin vektorikenttää yksinkertaisuuden tai hämäyksen vuoksi näkö-
kulmasta riippuen.
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4.5. Vektorikentän integraalikäyrät 41

Todistus. Harjoitustehtävä 4.6.

Olkoon DpMq assosiatiivisen R-algebran FpMq derivaatioiden joukko.a

aFpMq on R-algebra Proposition 2.5 nojalla.

Olkoon M sileä monisto. Jos d P DpMq ja g P FpMq, niin määritellään kuvaus
fd : FpMq Ñ FpMq asettamalla

ppgdqfqppq “ gppq dpfqppq

kaikille f P FpMq ja kaikille p P M .

Lemma 4.16. Olkoon M sileä monisto. Tällöin DpMq on FpMq-moduli.

Todistus. Harjoitustehtävä 4.7

Propositio 4.17. Olkoon M sileä monisto. Tällöin X P XpMq, jos ja vain jos X P DpMq.

Todistus. Edellä tarkastimme, että vektorikenttä X P XpMq määrää derivaation, katso
yhtälö (4.5).

Olkoon d P DpMq. Olkoon p P M . Edellä tehdyn laskun nojalla d määrää pistederi-
vaation Xp pisteessä p asettamalla Xppfq “ pdfqppq kaikille f P FpMq. Näin määräytyvä
vektorikenttä X on sileä, sillä Xf “ df P FpMq kaikilla f P FpMq.

4.5 Vektorikentän integraalikäyrät

Olkoon X sileä vektorikenttä sileällä monistolla M . Sileä polku γ : I Ñ M on vektoriken-
tän X integraalikäyrä, jos

9γptq “ Xpγptqq

kaikilla t P I.

Olkoon pU, ϕq sileä kartta monistolla M . Olkoot γ1, . . . , γn käyrän γ koordinaatit kar-
tassa ϕ. Yhtälön (3.5) nojalla integraalikäyrän määrittelevä yhtälö tulee muotoon

n
ÿ

i“1

dγi

dt
ptq

B

Bxi
“ 9γptq “ Xpγptqq “

n
ÿ

k“1
Xk

pγptqq
B

Bxk
.

Komponenteittain tarkasteltuna saadaan siis differentiaaliyhtälö(ryhmä) avoimessa jou-
kossa ϕpUq

d

dt
pγ1

ptq, . . . , γnptqq “
`

X1
pγptqq, . . . , Xn

pγptqq
˘

.

Lause 4.18 (OY-lause). Olkoon D Ă En avoin. Olkoon f : D Ñ En sileä vektorikenttä.
Jokaisella a P R ja b P D on δ ą 0 siten, että alkuarvotehtävällä

#

9x “ fpxq,

xpaq “ b
(4.6)

on välillä sa ´ δ, a ` δr määritelty yksikäsitteinen ratkaisu.
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42 Tangenttikimppu ja vektorikentät

Todistus. Katso [Par1, Lause 5.2] tai [Lee2, Appendix D].

Seuraus 4.19. Olkoon M sileä monisto ja olkoon p P M . Jokaisella sileällä vektoriken-
tällä X P XpMq on integraalikäyrä, joka kulkee pisteen p kautta.

-2 -1 1 2
x1

-2

-1

1

2

x2

Kuva 4.1 — Tason vektorikentän V pxq “ x2 B

Bx1 ´ x1 B

Bx2 integraalikäyriä. Esimerkin 3.11
nojalla vektorikentän V lauseke napakoordinaateissa on ´ B

Bθ
.

-2 -1 0 1 2

-2

-1

0

1

2

Kuva 4.2 — Napakoordinaateissa ilmoitetun tason vektorikentän rpr2´1q

2
B

Br
´ B

Bθ
integraa-

likäyriä.
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Harjoitustehtäviä
4.1. Todista Propositio 4.6.
4.2. Todista Propositio 4.10.
4.3. Olkoon M sileä n-monisto. Olkoot X1, X2, . . . , Xn P XpMq sileitä vektorikenttiä
siten, että tangenttivektorit X1ppq, X2ppq, . . . , Xnppq P TpM ovat lineaarisesti riippumat-
tomia kaikilla p P M . Osoita, että on sileä diffeomorfismi F : M ˆ En Ñ TM .
4.4. Todista Propositio 4.11.5

4.5. Todista Propositio 4.13.
4.6. Todista Lemma 4.15.
4.7. Todista Lemma 4.16.

Olkoon M sileä monisto. Olkoot X, Y P XpMq. Määritellään kuvaus XY : FpMq Ñ

FpMq asettamalla
pXY qf “ XpY fq

kaikille f P FpMq.

4.8. Anna esimerkki vektorikentistä X, Y P XpMq, joille XY ei ole vektorikenttä.

Olkoon M sileä monisto. Vektorikenttien X, Y P XpMq Lien hakatuloa rX, Y s määritellään
asettamalla

rX, Y sh “ XY h ´ Y Xh

kaikille h P FpMq.
aEnglanniksi Lie bracket.

4.9. Olkoon M sileä monisto. Olkoot X, Y P XpMq. Osoita, että rX, Y s P XpMq.
4.10. Olkoon M sileä monisto. Olkoot X, Y, Z P XpMq. Osoita, että

rX, rY, Zss ` rY, rZ,Xss ` rZ, rX, Y ss “ 0 .

4.11. Olkoon M sileä monisto. Anna esimerkki monistosta M ja vektorikentistä X, Y P

XpMq, joille XY R XpMq. Olkoot X, Y P XpMq ja olkoon f, g P FpMq. Osoita, että

rfX, gY s “ fgrX, Y s ` fpXgqY ´ gpY fqX .

4.12. Olkoot X, Y, Z P XpE3q vektorikentät

X “
B

Bx1 ´
x2

2
B

Bx3 , Y “
B

Bx2 ´
x1

2
B

Bx3 , Z “
B

Bx3 .

Määritä hakatulot rX, Y s, rX,Zs ja rY, Zs.

5Huomaa, että väitteen vektorikenttä on määritelty ja sileä koko monistolla M .
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Luku 5

Alimonistot

Tässä luvussa määrittelemme sileän moniston sileän upotetun alimoniston käsitteen, joka
yleistää esimerkiksi vektoriavaruuden lineaariset ja affiinit aliavaruudet kurssilla jo aiem-
min keskeisenä esimerkkinä tarkastellun tapauksen Sn Ă En`1 abstrakteille monistoille.

5.1 Upotettu alimonisto

Olkoon M sileä n-monisto ja olkoon 0 ď k ď n. Osajoukko S Ă M on upotettu k-
alimonisto,a jos jokaiselle p P S on moniston M sileä kartta pU, ϕq, joka sisältää pisteen p
ja jolle

ϕpU X Sq “ ϕpUq X tx P En : xk`1
“ ¨ ¨ ¨ “ xn “ 0u .

Tällöin codimS “ n´ k on alimoniston S kodimensio ja pU, ϕq on alimonistoon S sopeu-
tettu kartta tai viipalekartta.
Alimonisto S on hyperpinta, jos codimS “ 1.

aJoskus sitä kutsutaan myös säännölliseksi alimonistoksi.

Esimerkki 5.1. (1) Euklidisen avaruuden affiinit k-tasot ovat k-ulotteisia alimonistoja.
(2) Jos M ja N ovat sileitä monistoja ja q P N , niin Mˆtqu on moniston MˆN upotettu
alimonisto.1 Olkoon pp, qq P M ˆ tqu Ă M ˆ N . Jos ϕ : U Ñ Em on pisteen p sisältävä
sileä kartta monistolla M ja ψ : V Ñ En on q-keskinen sileä kartta monistolla N , niin
ϕ ˆ ψ : U ˆ V Ñ Em ˆ En on sileä kartta tulomonistolla M ˆ N . Lisäksi

ϕ ˆ ψ
`

pU ˆ V q X M ˆ tqu
˘

“ ϕpUq ˆ tψpqqu “ ϕpUq ˆ t0u

“ ϕ ˆ ψ
`

U ˆ V q X tx P Em`n : xm`1
“ ¨ ¨ ¨ “ xm`n

“ 0u ,

joten ϕ ˆ ψ on viipalekartta.
(3) Olkoon U “ tx P E2 : x2 ą 0. Kuvaus ϕ : U Ñ ϕpUq “ ty P E3 : y2 ą py1q2 ´ 1u,
ϕpxq “ px1, }x}2 ´ 1q, on euklidisen tason alimonistoon S1 sopeutettu viipalekartta.

1Tulomoniston sileä rakenne määriteltiin esimerkissä 1.15(2).
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(4) Napakoordinaatit2 Φ´1
0 kuvaavat joukon U “ E2´s´8, 0rˆt0u joukolle s0,8rˆs´π, πr

siten, että Φ´1
0 pU X S1q “ t1u ˆ s´π, πr. Olkoon h : E2 Ñ E2, hpxq “ px2, 1 ´ x1q. Tällöin

h ˝ Φ´1
0 on määritelmän mukainen viipalekartta.

Vastaavasti pallokoordinaatit3 x ÞÑ pr, ϕ, θq määräävät sileän moniston E3 alimonis-
toon S2 sopeutetun viipalekartan määrittelyjoukossaan.

Olkoon Prnk : En Ñ Ek,

Prnkpxq “

k
ÿ

i“1
xiei

projektiokuvaus, joka vastaa ortogonaaliprojektiota aliavaruudelle Ek ˆ t0u Ă En.

Propositio 5.2. Jos S on sileän n-moniston M k-ulotteinen upotettu alimonisto, niin se
on k-ulotteinen sileä monisto, kun se varustetaan aliavaruustopologialla ja sopeutettujen
karttojen määräämällä kartastolla

␣

pU X S, ϕSq : pU, ϕq on sopeutettu kartta
(

,

missä ϕS “ Prnk ˝ϕ|UXS.
Inkluusiokuvaus i : S Ñ M on sileä injektio.

Todistus. Harjoitustehtävä 5.1.

Propositio 5.3. Olkoon S sileän moniston M sileä upotettu alimonisto.
(1) Jos G : M Ñ N on sileä kuvaus, niin G|S on sileä.
(2) Olkoon F : N Ñ M sileä kuvaus, jolle F pNq Ă S. Tällöin F : N Ñ S on sileä.

Todistus. (1) G|S “ G ˝ i, joten GS on sileiden kuvausten yhdistettynä kuvauksena sileä.
(2) Olkoon p P N ja olkoon pU, ϕq sileän moniston N sileä kartta, joka sisältää pisteen
p. Olkoon S Ă M k-ulotteinen alimonisto ja olkoon ψ : V Ñ Em moniston M sileä
viipalekartta, joka on sopeutettu alimonistoon S ja sisältää pisteen F ppq. Tällöin kuvaus
ψS ˝ F ˝ ϕ´1 “ Prmk ˝ψ ˝ F ˝ ϕ´1 on sileiden kuvausten yhdistettynä kuvauksena sileä
kuvaus, joten F : N Ñ S on sileä.

5.2 Säännölliset tasa-arvojoukot
Tässä luvussa havaitsemme, että sileiden funktioiden ja sileiden kuvausten tasa-arvopinnat
antavat sileiden monistojen upotettuja alimonistoja samaan tapaan kuin euklidisen ava-
ruuden tapauksessa, kunhan tarkastellaan säännöllisiä arvoja.

Lause 5.4 (Käänteiskuvauslause). Olkoot M ja N sileitä n-monistoja. Olkoon F : M Ñ

N sileä kuvaus ja olkoon p P M . Jos dFp : TpM Ñ TF ppqN on kääntyvä, niin on pisteen
p avoin ympäristö W Q p siten, että F : W Ñ F pW q on sileä diffeomorfismi.

2Katso Esimerkki 3.11.
3Katso Harjoitustehtävä 3.5.
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Todistus. Olkoon pU, ϕq p-keskinen sileä kartta ja olkoon pV, ψq F ppq-keskinen sileä kart-
ta siten, että F pUq Ă V . Kuvaus ψ ˝ F ˝ ϕ´1 : En Ñ En on sileä ja dpψ ˝ F ˝ ϕ´1qϕppq on
kääntyvä Proposition 3.7 nojalla, koska kuvaukset ϕ ja ψ ovat diffeomorfismeja. Differenti-
aalilaskennan käänteiskuvauslauseen4 nojalla on pisteen ϕppq avoin ympäristö U 1 Ă ϕpUq,
jolle ψ˝F ˝ϕ´1|U 1 : U 1 Ñ ψ˝F ˝ϕ´1pU 1q on sileä diffeomorfismi. Tällöin W “ ϕ´1pU 1q Ă U
on pisteen p avoin ympäristö ja F |ϕ´1pU 1q : W Ñ F pW q on diffeomorfismi.

Olkoot M ja N sileitä monistoja ja olkoon F : M Ñ N sileä kuvaus ja olkoon p P M . Jos
dFp : TpM Ñ TF ppqN on surjektio, niin p on kuvauksen F säännöllinen piste. Muuten p
on kriittinen piste.

Esimerkki 5.5. Piste p P M on reaaliarvoisen sileän funktion f : M Ñ R kriittinen
piste, jos ja vain jos dfp on nollakuvaus.

Olkoot M ja N sileitä monistoja. Olkoon F P C8pM,Nq. Jos c P F pMq ja dFp on
surjektio jokaisella p P F´1pSq, niin c on säännöllinen arvo ja F´1pcq on säännöllinen
tasa-arvojoukko.

Lause 5.6. Olkoon M sileä monisto. Olkoon f P FpMq ja olkoon c P fpMq säännöllinen
arvo. Tällöin f´1pcq on upotettu hyperpinta.

Todistus. Olkoon M sileä n-monisto. Siirtymällä tarkastelemaan funktiota f ´ c voimme
olettaa, että c “ 0. Olkoon S “ f´1p0q ja olkoon p P S. Olkoon pU, ϕq p-keskinen kartta.
Koska 0 on säännöllinen arvo, yhtälön (3.2) nojalla on 1 ď k ď n, jolle B

Bxk

ˇ

ˇ

p
f ‰ 0.

Järjestämällä kartan komponentit uudelleen voidaan olettaa, että k “ 1.
Olkoon F : U Ñ En, F pqq “ pfpqq, x2pqq, . . . , xnpqqq. Tällöin

¨

˚

˚

˚

˝

B

Bx1

ˇ

ˇ

p
f B

Bx2

ˇ

ˇ

p
f ¨ ¨ ¨ B

Bxn

ˇ

ˇ

p
f

B

Bx1

ˇ

ˇ

p
x2 B

Bx2

ˇ

ˇ

p
x2 ¨ ¨ ¨ B

Bxn

ˇ

ˇ

p
x2

... . . . ...
B

Bx1

ˇ

ˇ

p
xn B

Bx2

ˇ

ˇ

p
xn ¨ ¨ ¨ B

Bxn

ˇ

ˇ

p
xn

˛

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

B

Bx1

ˇ

ˇ

p
f B

Bx2

ˇ

ˇ

p
f ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ B

Bxn

ˇ

ˇ

p
f

0 1 0 ¨ ¨ ¨ 0
0 0 1 ¨ ¨ ¨ 0
... . . . ...
0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 1 0
0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

Oletuksen mukaan kuvauksen F ˝ ϕ´1 Jacobin determinantti

DpF ˝ ϕ´1
qpϕppqq “

B

Bx1

ˇ

ˇ

ˇ

ϕppq
f ˝ ϕ´1

pisteessä ϕppq P ϕpUq Ă En on nollasta poikkeava, joten dFp on kääntyvä. Käänteisku-
vauslauseen5 nojalla on pisteen p avoin ympäristö V Ă M siten, että pV, F |V q on sileä
kartta. Tämä on haluttu kartta, sillä fpqq “ 0 kaikilla q P S X V .6

4Jatkuvasti differentioituva tapaus käsitellään kurssilla Vektorianalyysi 2, katso myös [Fle, Luku 4.5].
Sileä versio todistetaan Leen kirjan liitteessä [Lee2, Thm.C.34].

5Lause 5.4.
6Määritelmän mukaan viimeisen koordinaatin tulisi olla nolla eikä ensimmäisen, mutta järjestyksellä

ei toki ole merkitystä.
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Esimerkki 5.7. (1) Olkoon f : En`1 Ñ E1 sileä funktio. Luku c P fpEq on säännöllinen
arvo, jos ∇fpxq ‰ 0 kaikilla x P f´1pcq.
(2) Kuvaus r : En`1 Ñ E1, rpxq “ }x}2 on sileä ja ∇rpxq “ 2x, joten Sn “ r´1p1q on sileä
alimonisto.

Samaan tapaan voidaan todistaa yleisempi tulos, joka antaa korkeamman kodimension
alimonistoja.

Lause 5.8. Olkoot M ja N sileitä monistoja. Olkoon F : M Ñ N sileä ja olkoon c P F pMq

säännöllinen arvo. Tällöin F´1pcq on upotettu alimonisto.

Todistus. Katso [Lee2, Cor. 5.14].

5.3 Immersio ja upotus

Olkoot S ja M sileitä monistoja. Sileä kuvaus F : S Ñ M on sileä immersio, jos dFp on
injektio kaikilla p P S.
Jos F on sileä immersio ja topologinen upotus,a niin se on sileä upotus.

aKuvaus on topologinen upotus, jos se on homeomorfismi kuvalleen.

Propositio 5.9. Olkoon S Ă M sileä alimonisto ja olkoon i : S Ñ M inkluusiokuvaus
ippq “ p. Tällöin i on sileä upotus.

Todistus. Alimoniston määritelmän nojalla inkluusiokuvaus on topologinen upotus. Li-
säksi viipalekartan avulla näkee helposti, että dip on injektio.

Propositio 5.10. Olkoon S kompakti sileä monisto ja olkoon F : S Ñ M injektivinen
sileä immersio. Tällöin F on sileä upotus.

Todistus. Kuvaus F on jatkuva bijektio joukolle F pSq, joka on Hausdorffin avaruus ali-
avaruustopologiassa. Siis F : S Ñ F pSq on homeomorfismi,7 joten F on topologinen upo-
tus.

Esimerkki 5.11. Harjoitustehtävässä 2.6 osoitettiin, että tekijäkuvaus π : Sn Ñ Pn,
πpxq “ rxs, on sileä lokaali diffeomorfismi, joten dπp on kääntyvä jokaisella p P Sn.
Erityisesti siis dπp on injektio, joten π on sileä immersio.

Lause 5.12 (Immersiolause). Olkoon F : S Ñ M sileä immersio ja olkoon p P S. Täl-
löin on p-keskinen sileä kartta pU, ϕq monistolla S ja F ppq-keskinen sileä kartta pV, ψq mo-
nistolla M siten, että ψ ˝ F ˝ ϕ´1pxq “ px, 0q kaikille x P ϕpUq.

Todistus. Väite todistetaan käänteiskuvauslauseen8 avulla samaan tapaan kuin Lause 5.6,
katso esimerkiksi [Laf, Luku 2.6.2], jossa todistetaan differentioituva versio lauseesta.

Lause 5.13 (Upotuslause). Olkoon F : S Ñ M sileä upotus. Tällöin F pSq on moniston
M sileä alimonisto.

7Katso [Par2, Lause 11.7], [Mun, Thm. 26.6]
8Lause 5.4.
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Todistus. Olkoon dimS “ k ja dimM “ m. Olkoon p P S. Valitaan pisteille p ja F ppq ym-
päristöt U Q p ja V Q F ppq ja kartat kuten Immersiolauseessa siten, että F pUq Ă V ja

ψpF pUq X V q “ tx P En : xk`1
“ ¨ ¨ ¨ “ xn “ 0u X ψpV q .

Koska F on upotus, niin F pUq on avoin avaruudessa F pSq. Aliavaruustopologian määri-
telmän nojalla siis F pUq “ F pSq X W jollain avoimella W Ă M . Siis

pV X W q X F pSq “ V X F pUq “ F pUq ,

joten pisteen F ppq ympäristössä W X V Ă V pätee

ψ
`

F pSq X V X W
˘

“ tx P En : xk`1
“ ¨ ¨ ¨ “ xn “ 0u X ψpV X W q .

Siis F pSq on upotettu alimonisto.

Esimerkki 5.14. Olkoon α P R ja olkoon γα : E1 Ñ T2 “ E2{Z2,

γαptq “ pt, αtq ` Z2 .

Kuvaus γα on sileä immersio, koska se on sileän upotuksen t ÞÑ pt, αtq ja sileän kuvauksen
x ÞÑ x ` Z2 yhdistetty kuvaus.

Jos α “
p
q

P Q, niin γαpt ` qq “ γαptq ` pq, pq kaikilla t P E1. Siis γα määrää sileän
kuvauksen kompaktilta tekijämonistolta E1{qZ, t`qZ ÞÑ γαptq, jolla on sama kuvajoukko
kuin kuvauksella γα. Proposition 5.10 nojalla γαpE1q on upotettu alimonisto.

Jos α P R ´ Q, niin Kroneckerin approksimaatiolauseen9 nojalla γαpE1q on toruksen
T2 tiheä osajoukko. Siis se ei ole alimonisto.

Olkoot M ja N sileitä monistoja ja olkoon F : M Ñ N sileä kuvaus. Tällöin

G pfq “ tpx, F pxq : x P Mu

on kuvauksen F graafi eli kuvaaja.

Propositio 5.15. Olkoot M ja N sileitä monistoja ja olkoon F : M Ñ N sileä kuvaus.
Tällöin kuvauksen F graafi on sileä monisto.

Todistus. Olkoon rF : M Ñ M ˆ N , rF pxq “ px, F pxqq. Tällöin G pF q “ rF pMq. Kuvaus
rF on selvästi injektio. Projektiokuvauksen πM : M ˆ N Ñ M rajoittuma graafille G pF q

on kuvauksen rF : M Ñ G pF q käänteiskuvaus, joka on jatkuvan kuvauksen rajoittumana
jatkuva. Siis rF on homeomorfismi kuvalleen.

Kuvaus d rFp on injektio jokaisella p P M , sillä yhtälöstä πM ˝ rF “ idM seuraa Proposi-
tion 3.7(2) nojalla idTpM “ dpπMq

rfppq
d rFp. Siis rF on sileä upotus, joten G pF q on upotettu

alimonisto Lauseen 5.13 nojalla.

Seuraavan tuloksen mukaan kaikki sileät monistot ovat itse asiassa sileästi diffeomor-
fisia jonkin euklidisen avaruuden sileän alimoniston kanssa.

9Katso esimerkiksi [HW, Luku XXIII].
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Lause 5.16 (Whitneyn upotuslause). Jokaisella n-monistolla on sileä upotus euklidiseen
avaruuteen E2n`1.

Todistus. Katso [Lee2, Theorem 6.15].

Esimerkki 5.17. (1) Torus Tn on määritelmänsä mukaan abstrakti sileä monisto, jonka
määritelmä ei anna sille upotusta minkään euklidisen avaruuden alimonistoksi. Esimerkis-
sä 1.22 totesimme, että kuvaus rf : E1 Ñ E2, rfptq “ pcos 2πt, sin 2πtq määrää homeomor-
fismin f : T1 Ñ S1. Kuvauksen rf differentiaali df

rp on injektio jokaisella rp P E1, sillä koor-

dinaateissa sen matriisi on
ˆ

´ sin 2πt
cos 2πt

˙

‰ 0 kaikilla t. Lisäksi tekijäkuvaus π„ : E1 Ñ T1

on lokaali diffeomorfismi, sillä se on 1-toruksen karttakuvausten käänteiskuvaus lyhyille
väleille rajoitettuna. Olkoon p P T1, olkoon pU, ϕq pisteen p sisältävä kartta, jolle pätee
π„ ˝ ϕ “ id. Siis dfp “ d rfϕppq dϕp on injektio, joten f on upotus.

Yleisessä tapauksessa olkoon F : Tn Ñ E2n “ pE2qn,

F px ` Znq “ pfpx1q, . . . , fpxnqq .

On helppo tarkastaa, että dFp on injektio kaikilla p P Tn, joten F on immersio. Torus Tn on
kompakti, sillä Tn “ π„pr0, 1s

n
q. Kuvaus F on selvästi sileä injektio, joten Proposition 5.10

nojalla se on upotus. Näin saadaan erityisesti 2-toruksen sileä upotus avaruuteen E4.
Tunnetusti torus voidaan upottaa avaruuteen E3. Kuvaus G : T2 Ñ E3, jonka määrää

kuvaus rG : E2 Ñ E3,

rGpxq “
`

p2 ` cos 2πx1q cos 2πx2, p2 ` cos 2πx1q sin 2πx2, sin 2πx1
˘

(5.1)

on sileä upotus.10

(2) Projektiivinen avaruus Pn on abstrakti sileä monisto, jonka määritelmä ei anna sille
upotusta minkään euklidisen avaruuden alimonistoksi. Whitneyn upotuslauseen nojalla
se voidaan upottaa avaruuteen E2n`1. Harjoitustehtävässä 5.6 osoitamme, että P2 voidaan
upottaa avaruuteen E4 upotetuksi alimonistoksi. Projektiivista tasoa ei voi upottaa ava-
ruuteen E3,11 mutta on useita immersioita F : P2 Ñ E3. Harjoitustehtävän 1.12 kuvaus
f3 on immersio.12 Sen kuvajoukko f3pP2q on Boyn pinta.

Kuva 5.1 — Boyn pinta kahdesta eri suunnasta.

10Harjoitustehtävä 5.5
11Katso esimerkiksi [Hir, Thm. 4.7].
12Harjoitustehtäävä 5.7.
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5.4 Alimoniston tangenttiavaruus
Sileän alimoniston S Ă M tangenttiavaruutta pisteessä p on luontevaa ajatella ympä-
röivän moniston M tangenttiavaruuden TpM aliavaruutena. Tällöin samastetaan avaruus
TpS inkluusiokuvauksen i : S Ñ M differentiaalin dip : TpS Ñ TpM kuvajoukon kanssa:
Jos f P C8pMq ja v P TpS, niin

dipvf “ vpf ˝ iq “ vpf |Sq . (5.2)

Inkluusiokuvauksen differentiaali dip on lineaarikuvaus, joten ajattelemme aliavaruutta
TpS vektoriavaruuden TpM lineaarisena aliavaruutena.

Propositio 5.18. Olkoon S sileän moniston M sileä alimonisto. Kuvaus di : TS Ñ TM
on sileä upotus. Erityisesti TS on sileän moniston TM sileä alimonisto.

Todistus. Olkoon S k-monisto ja olkoon M n-monisto, k ď n. Viipalekoordinaateissa
dipp

B

Bxi q “ B

Bxi kaikilla 1 ď i ď k. Siis tangenttikimpun TM viipalekarttaa vastaavissa
koordinaateissa di vastaa kuvausta px, yq ÞÑ

`

px1, . . . , xk, 0, . . . , 0q, py1, . . . , yk, 0, . . . , 0q
˘

,
joten di on sileä. Se on ilmiselvästi injektio ja topologinen upotus lineaarisen aliavaruuden
osan inkluusiona euklidisessa avaruudessa.

Propositio 5.19. Olkoon S sileän moniston M sileä alimonisto. Olkoon p P S ja olkoon
v P TpM . Tällöin v P TpS, jos ja vain jos on sileä polku γ : I Ñ M , jolle 9γp0q “ v ja
γptq P S kaikilla t P I, jollain voimella välillä I Ă E1, joka sisältää pisteen 0..

Todistus. Harjoitustehtävä 5.4.

Esimerkki 5.20. Olkoon x0 P Sn Ă En`1 ja olkoon a P xK
0 . Olkoon γa : E1 Ñ En`1,

γaptq “ x0 cos
`

}a} t
˘

`
a

}a}
sin

`

}a} t
˘

.

Tällöin γaptq P Sn kaikilla t P E1 ja yhtälön (3.5) nojalla

9γap0q “

n`1
ÿ

i“1
ai

B

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

x0
.

Siis

Tx0Sn “

!
n`1
ÿ

k“1
ak

B

Bxk
: a P xK

0

)

Ă TxEn`1 .

Tämä vastaa differentiaalilaskennan tuttua tulosta, jonka mukaan TSn samastetaan ava-
ruuden xK

0 kanssa.

Seuraava tulos antaa hieman erilaisen tavan tunnistaa alimoniston tangenttivektorit.

Propositio 5.21. Olkoon S sileän moniston M sileä alimonisto. Olkoon p P S. Olkoon
v P TpM . Tällöin v P TpS, jos ja vain jos vf “ 0 kaikille f P FpMq, joille f |S “ 0.
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Todistus. Jos f |S “ 0 ja v P TpS, niin vf “ 0 yhtälön (5.2) nojalla.
Oletetaan sitten, että v P TpM ja vf “ 0 kaikille f P C8pMq, joille f |S “ 0. Olkoon

k “ dimS ă dimM “ n. Viipalekoordinaateissa

TpS “ dippTpSq “

A

B

Bx1

ˇ

ˇ

ˇ

p
, . . . ,

B

Bxk

ˇ

ˇ

ˇ

p

E

.

Olkoon v P TpM . Tällöin v “
řn
k“1 v

k B

Bxk |p. Olkoon k ` 1 ď j ď n. Tällöin xkpqq “ 0
kaikilla q P S X V , joten

0 “ v xj “

n
ÿ

k“1
vk

Bxj

Bxk

ˇ

ˇ

ˇ

p
“ vj .

Siis v P TpS.

Kun tarkastellaan kuvauksia euklidisten avaruuksien alimonistojen välillä, kuvaus voi-
daan usein ajatella ympäröivän avaruuden kuvauksen rajoittumana. Tällöin differentiaalia
voidaan tarkastella derivaattamatriisin eli Jacobin matriisin avulla. Erityisesti, jos laajen-
netun kuvauksen differentiaali on injektio jossain alimoniston pisteessä, niin differentiaalin
rajoittuma alimoniston tangenttiavaruuteen on myös injektio.

Olkoot 1 ď m ă n luonnollisia lukuja. Lineaarikuvaus A : Rm Ñ Rn on injektio, jos
sitä vastaavan n ˆ m-matriisin13 A ranki on m. Matriisin A ranki on m, jos sen rivit
ovat lineaarisesti riippumattomia, mikä on yhtäpitävää sen kanssa, että matriisilla A on
m lineaarisesti riippumatonta riviä. Matriisin A ranki on siis m, jos sillä on nollasta
poikkeava m ˆ m-alideterminantti. Katso esimerkiksi [Lan, V§3, VI§9].
Esimerkki 5.22. Olkoon W : E2 Ñ E3, W pxq “ ppx1x2, x1, px2q2q. Kuvauksen W deri-
vaattamatriisi on

¨

˝

x2 x1

1 0
0 x2

˛

‚ .

Jos x2 ‰ 0, niin sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomia, esimerkiksi koska toisen
ja kolmannen rivin muodostaman 2 ˆ 2-matriisin determinantti on x2 ‰ 0. Jos x2 “

0 ja x1 ‰ 0 päästään samaan lopputulokseen tarkastelemalla ensimmäisen ja toisen rivin
muodostamaa 2 ˆ 2-matriisia. Jos x “ 0 niin toinen sarake on nollavektori. Siis W |E3´t0u

on sileä immersio mutta lineaarikuvauksen dW0 kuvajoukko on 1-ulotteinen. Kuvauksen
W kuvajoukko on Whitneyn sateenvarjo.

Harjoitustehtäviä
5.1. Todista Propositio 5.2.
5.2. Olkoon rf : E3 Ñ E1, fpyq “ y3 kaikille y P E3 euklidisen avaruuden standardi-
koordinaateissa. Osoita, että f “ rf |S2 : S2 Ñ E1 on sileä funktio. Määritä kuvauksen
f kriittiset pisteet.
5.3. Olkoon M sileä monisto. Olkoon f : M Ñ E1 sileä funktio, jolla on lokaali maksimi
pisteessä p P M . Osoita, että p on funktion f kriittinen piste.14

13Tällaisessa matriisissa on n riviä ja m saraketta.
14Analyysin ja differentiaalilaskennan tuloksia saa käyttää.
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Kuva 5.2 — Whitneyn sateenvarjo kolmesta eri suunnasta.

5.4. Todista Propositio 5.19.
5.5. Osoita, että kuvaus rG : E2 Ñ E3,

rGpxq “
`

p2 ` cos 2πx1q cos 2πx2, p2 ` cos 2πx1q sin 2πx2, sin 2πx1
˘

määrää toruksen T2 “ E2{Z2 sileän upotuksen sileään monistoon E3.
5.6. Osoita, että kuvaus ν : P2 Ñ E4,

νprxsq “ px2
1 ´ x2

2, x1x2, x1x3, x2x3q

on sileä upotus.15

5.7. Osoita, että Harjoitustehtävän 1.12 kuvaus f3 on immersio.
5.8. Osoita, että kuvaus ν : P2 Ñ E3,

νprxsq “ px2x3, x1x3, x1x2q

15Harjoitustehtävä 1.13
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on sileä kuvaus mutta ei ole immersio. Osoita, että on äärellinen joukko P Ă P2 siten,
että kuvauksen ν rajoittuma joukkoon P2 ´ P on immersio.16

5.9. Olkoon rν : E3 Ñ E6,

rνpxq “ px2
1, x

2
2, x

2
3,

?
2x2x3,

?
2x1x3,

?
2x1x2q .

(1) Osoita, että rνpS2q Ă S5.
(2) Osoita, että rν|S2 : S2 Ñ S5 on sileä immersio.
(3) Osoita, että kuvaus ν : P2 Ñ P5,

νprxsq “ rx2
1 : x2

2 : x2
3 :

?
2x2x3 :

?
2x1x3 :

?
2x1x2s

on sileä upotus.
5.10. Olkoot X1, X2, X3 vektorikenttiä monistolla E4,

X1pxq “ ´x2 B

Bx1 ` x1 B

Bx2 ` x4 B

Bx3 ´ x3 B

Bx4 ,

X2pxq “ ´x3 B

Bx1 ´ x4 B

Bx2 ` x1 B

Bx3 ` x2 B

Bx4 ,

X3pxq “ ´x4 B

Bx1 ` x3 B

Bx2 ´ x2 B

Bx3 ` x1 B

Bx4 .

(1) Osoita, että X1, X2, X3 määrittelevät vektorikentät alimonistolla S3 Ă E4.
(2) Osoita, että X1ppq, X2ppq, X3ppq ovat lineaarisesti riippumattomia kaikilla p P S3.
(3) Osoita, että TS3 on diffeomorfinen tulomoniston S3 ˆ E3 kanssa.

16Katso kansikuvaa.
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Luku 6

Kotangenttikimppu

Tässä luvussa määrittelemme sileän moniston kotangenttikimpun, joka on moniston tan-
genttiavaruuksien duaalien erillinen yhdiste. Tangenttikimpun tapaan myös kotangentti-
kimppu on sileä monisto. Luvun aluksi tarkastelemme vektoriavaruuksien ja erityisesti
tangenttiavaruuksien duaaleja.

6.1 Vektoriavaruuden duaali ja duaalikuvaus

Olkoon V reaalinen vektoriavaruus. Lineaarikuvaus ω : V Ñ R on lineaarimuoto eli line-
aarinen 1-muoto eli kovektori. Vektoriavaruuden V (algebrallinen) duaali on

V ˚
“ tω : V Ñ R kovektoriu .

Lineaarialgebrasta tiedämme, että duaali on vektoriavaruus, kun se varustetaan ta-
vanomaisilla funktioiden yhteenlaskulla ja vakiolla kertomisella.

Lemma 6.1. Olkoon pv1, v2, . . . vnq vektoriavaruuden V kanta.
(1) Jos v “

řn
i“1 a

ivi, niin ωpvq “
řn
i“1 a

iωpviq.
(2) Jokainen vektori b “ pb1, b2 . . . , bnq P Rn määrää lineaarimuodon ωb P V ˚, kun jokai-
selle v “

řn
i“1 a

ivi asetetaan ωbpvq “
řn
i“1 a

ibi.
(3) dim V ˚ “ dim V “ n.

Todistus. Harjoitustehtävä 6.1.

Lemman 6.1 nojalla lineaarimuoto ω P V ˚ määräytyy yksikäsitteisesti arvoista ωpviq,
1 ď i ď n, kun pv1, v2, . . . vnq on vektoriavaruuden V kanta.

Propositio 6.2. Olkoon pE1, E2, . . . Enq vektoriavaruuden V kanta. Olkoot ε1, . . . , εn P

V ˚ siten, että

εipEjq “ δij “

#

1 , kun i “ j ,
0 , muuten

.
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Tällöin pε1, . . . , εnq on duaaliavaruuden V ˚ kanta.

Todistus. Lemman 6.1 nojalla väitteeen ehto määrittelee lineaarimuodot ε1, . . . , εn yksikä-
sitteisesti. Olkoon ω P V ˚. Jokaiselle v “

řn
i“1 v

iEi P V pätee lineaarisuuden ja kuvauksen
εj määritelmän nojalla

εipvq “

n
ÿ

j“1
vjεiEj “

n
ÿ

j“1
vjδij “ vi

kaikille 1 ď i, j ď n. Siis

ω v “ ω
´

n
ÿ

i“1
viEi

¯

“

n
ÿ

i“1
viωpEiq “

n
ÿ

i“1
ωpEiq ε

i
pvq “

´
n
ÿ

i“1
ωpEiq ε

i
¯

pvq .

Siis ω “
řn
i“1 ωpEiq ε

i P xε1, . . . , εny kaikille ω P V ˚. Lemman 6.1(3) nojalla dim V ˚ “ n,
joten väite seuraa tästä.

Olkoon pv1, v2, . . . vnq vektoriavaruuden V kanta. Olkoot ε1, . . . , εn P V ˚ siten, että

εipEjq “ δij “

#

1 , kun i “ j ,
0 , muuten

.

Tällöin pε1, . . . , εnq on kannalle pv1, v2, . . . vnq duaalinen kanta.

Esimerkki 6.3. (1) Vektoriavaruuden Rn standardikannalle pe1, . . . , enq duaalinen kan-
ta pe1, . . . , enq on duaaliavaruuden pRnq˚ standardikanta.
(2) Olkoon pE1, E2, . . . Enq vektoriavaruuden V kanta. Jokainen v P V voidaan kirjoittaa
yksikäsitteisesti muodossa

v “

n
ÿ

i“1
viEi “

n
ÿ

i“1
εipvqEi .

Olkoot V ja W vektoriavaruuksia ja olkoon L : V Ñ W lineaarikuvaus. Kuvaus
L˚ : W ˚ Ñ V ˚,

L˚
pωq “ ω ˝ L

on kuvauksen L duaalikuvaus eli transpoosi.

Lemma 6.4. (1) Lineaarikuvauksen duaalikuvaus on lineaarikuvaus.
(2) Jos L1 : V1 Ñ V2 ja L2 : V2 Ñ V3 ovat lineaarikuvauksia, niin pL2L1q˚ “ L˚

1L
˚
2 .

Todistus. Harjoitustehtävä 6.2.

Vektoriavaruuden V duaalin duaali V ˚˚ “ pV ˚q˚ on vektoriavaruuden V biduaali.

Seuraava tulos on hyödyllinen luvussa 7, kun käsittelemme tensoreita.

Propositio 6.5. Olkoon V äärellisulotteinen vektoriavaruus. Kuvaus ξ : V Ñ V ˚˚,

ξpvqω “ ωv ,

on lineaarinen isomorfismi
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Todistus. Olkoon V vektoriavaruus ja olkoon v P V . Kuvaus ξpvq : V ˚ Ñ R on lineaarinen
sillä kaikille ω1, ω2 P V ˚ ja kaikille a1, a2 P R pätee duaaliavaruuden laskutoimituksia
käyttämällä

ξpvqpa1ω1 ` a2ω2q “ pa1ω1 ` a2ω2qv “ a1ω1v ` a2ω2v “ a1ξpvqω1 ` a2ξpvqω2 .

Osoitetaan sitten, että ξ on lineaarikuvaus. Olkoot v1, v2 P V ja a1, a2 P R. Tällöin
kuvauksen ω P V ˚ lineaarisuuden nojalla

ξpa1v1 ` a2v2qω “ ωpa1v1 ` a2v2q “ a1ωv1 ` a2ωv2 “ a1ξpv1qω ` a2ξpv2qω

“ pa1ξpv1q ` a2ξpv2qqω ,

joten
ξpa1v1 ` a2v2q “ a1ξpv1q ` a2ξpv2q .

Lemman 6.1(3) nojalla dim V ˚˚ “ dim V ˚ “ dim V ă 8, joten ξ on isomorfismi, jos se
on injektio. Olkoon v P V ´t0u. Olkoot v2, v3, . . . , vn P V ´t0u siten, että pv, v2, v3, . . . , vnq

on avaruuden V kanta. Olkoon ωv P V ˚ se (yksikäsitteisesti määrätty)lineaarimuoto, jolle
pätee ωvpvq “ 1 ja ωvpv2q “ ωvpv3q “ ¨ ¨ ¨ “ ωvpvnq. Tällöin

ξpvqωv “ ωvpvq “ 1 ,

joten ξpvq ‰ 0 P V ˚˚. Siis ker ξ “ t0u, joten ξ on injektio.

6.2 Kotangenttivektorit

Olkoon M sileä monisto ja olkoon p P M . Duaaliavaruus T ˚
p pMq on moniston M kotan-

genttiavaruus pisteessä p. Kotangenttiavaruuden alkiot ovat kotangenttivektoreita p.a

aJoskus niitä kutsutaan kovektoreiksi pisteessä p.

Lemma 6.6. Olkoon M sileä monisto. Sileä funktio f P FpMq määrää kotangenttivektorin
df |pasettamalla

df |pvp “ vpf

kaikille vp P TpM .

Todistus. Olkoot v, w P TpM ja a, b P R. Tällöin

df |ppav ` bwq “ pav ` bwqf “ apvfq ` bpwfq “ adf |pv ` bdf |pw ,

joten df |p P T ˚
pM .

Sileän funktion f P FpMq differentiaali dfp pisteessä p P M määriteltiin luvussa 3.2
asettamalla dfppvpqg “ vppg ˝ fq kaikille vp P TpM ja kaikille g P FpE1q.

Lemma 6.7. Olkoon M sileä monisto ja olkoon f P FpMq. Tällöin

dfppvpq “ df |p vp
d

dt

ˇ

ˇ

fppq
.
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Todistus. Kiinnitetään vp P TpM . Koska TfppqE1 “
@

d
dt

ˇ

ˇ

fppq

D

, on a P R, jolle

dfppvpq “ a
d

dt

ˇ

ˇ

fppq
(6.1)

Differentiaalin määritelmän ja yhtälön (6.1) nojalla

df |pvp “ vppfq “ vppidE1 ˝fq “ dfpvp idE1 “ a
d

dt

ˇ

ˇ

ˇ

fppq
idE1 “ a .

Tangenttiavaruus TfppqE1 samastetaan usein vektoriavaruuden R kanssa kuvauksella
a d
dt

ˇ

ˇ

fppq
ÞÑ a. Tämän samastuksen jälkeen merkintä dfp tarkoittaa yleensä kotangentti-

vektoria dfp P T ˚
pM , jota merkitsimme edellä df |p.

Olkoon pU, ϕq sileä kartta sileällä monistolla M ja olkoon p P U . Kuvauksen ϕ
komponenttien x1, . . . , xn differentiaalit dx1|p, . . . , dx

n|p ovat kartan pU, ϕq koordinaat-
tiko(tangentti)vektorit pisteessä p.

Käytämme kotangenttivektoreille yläindeksejä ja niiden komponenteille alaindeksejä.

Propositio 6.8. Olkoon pU, ϕq sileä kartta sileällä monistolla M ja olkoon p P U . Tällöin
pdx1|p, . . . , dx

n|pq on kotangenttiavaruuden T ˚
pM kanta, joka on duaalinen tangenttiava-

ruuden T ˚
pM kannan1 p B

Bx1 |p, . . . ,
B

Bxn |pq kanssa.

Todistus. Määritelmän nojalla kaikille 1 ď i, j ď n “ dimM pätee

dxi|p
B

Bxj

ˇ

ˇ

ˇ

p
“

B

Bxj

ˇ

ˇ

ˇ

p
xi “ δij . (6.2)

Jos ωp P T ˚
pM ,niin kaikille 1 ď j ď n pätee

´
n
ÿ

i“1
pωp

B

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

p
qdxi|p

¯

B

Bxj

ˇ

ˇ

ˇ

p
“ ωp

B

Bxj
.

Koska kotangenttivektorit ωp ja
řn
i“1pωp

B

Bxi |pqdx
i saavat samat arvot tangenttiavaruuden

TpM kantavektoreilla, päättelemme

ωp “

n
ÿ

i“1

`

ωp
B

Bxi
|p
˘

dxi .

Siis n koordinaattikovektoria virittää n-ulotteisen vektoriavaruuden T ˚
pM , joten ne muo-

dostavat kannan.
1Muista Seuraus 3.10.
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6.3 Kotangenttikimppu

Olkoon M sileä monisto. Moniston M kotangenttikimppu on

T ˚M “
ğ

pPM

T ˚
pM

varustettuna sileän moniston rakenteella, joka määritellään alla. Kotangenttikimpun T ˚M
(kantapiste)projektio on kuvaus π “ πM : T ˚M Ñ M , πpω, pq “ p.

Olkoon pU, ϕq sileä kartta sileällä n-monistolla M ja olkoon p P U . Proposition 6.8
nojalla jokaisella ωp P T ˚

p U Ă T ˚U Ă T ˚M pätee

ωp “

n
ÿ

k“1
ckpωq dxk|p (6.3)

joillain kertoimilla c1pvq, c2pvq, . . . , cnpvq P R. Olkoon c : T ˚U Ñ En kuvaus, jonka kom-
ponentit ovat c1pvq, c2pvq, . . . , cnpvq. Olkoon Φ˚

U : T ˚U Ñ ϕpUq ˆ En kuvaus

Φ˚
Upωqq “ pϕpqq, cpωqq .

Valitaan joukkoon T ˚U yksikäsitteisesti määritelty topologia, jolle Φ˚
U on homeomorfismi.

Olkoon

B˚
“ tA Ă T ˚M : A Ă T ˚U on avoin jollain koordinaattiympäristöllä U Ă Mu .

Valitaan joukkoon T ˚M topologia, jonka kanta on B˚ ja varustetaan T ˚M kartastolla
tpT ˚U,Φ˚

Uq : pU, ϕq on sileä karttau.

Propositio 6.9. Sileän moniston kotangenttikimppu on sileä monisto. Kantapisteprojek-
tio on sileä kuvaus.

Todistus. Todistetaan kuten Propositio 4.3. Harjoitustehtävä 6.4

Esimerkki 6.10. Jos monistolla M on globaali sileä kartta, niin T ˚M on diffeomorfinen
tuloavaruuden M ˆEn kanssa. Erityisesti T ˚En on diffeomorfinen avaruuden E2n kanssa.

6.4 Sileät 1-muodot
Olkoon M sileä monisto. Kuvaus ω : M Ñ T ˚M , jolle π ˝ ω “ idM , on 1-muoto eli
kovektorikenttä eli kotangenttikimpun T ˚M (globaali) leikkaus.a

Olkoon b

X˚
pMq “ tω : M Ñ T ˚M : ω on sileä 1-muotou .

aEnglanniksi section.
bJoissain lähteissä käytetään sileiden 1-muotojen avaruudelle merkintää Ω1pMq.

30. marraskuuta 2023



62 Kotangenttikimppu

Käytämme merkintää
ωp “ ωppq .

Monistolla M määritelty 1-muoto ω määrittelee kuvauksen moniston M vektorikenttien
avaruudelta funktioiden avaruuteen luonnollisesti pisteittäisen toiminnan kautta.

Jos ω P X˚pMq ja X P XpMq, niin

pωXqppq “ ωpXp .

Luvussa 6.2 määritelty sileän funktion pisteittäinen differentiaali määrää 1-muodon.

Olkoon M sileä monisto. Funktion f P FpMq differentiaali df on kuvaus df : M Ñ T ˚M ,
p ÞÑ dfp.

Esimerkki 6.11. Olkoon M sileä monisto ja olkoon pU, ϕq sileä kartta, jonka kompo-
nentit ovat x1, x2, . . . , xn. Koordinaattimuodot dx1, . . . , dxn ovat sileitä 1-muotoja joukossa
U , sillä niiden esitys luonnollisessa kartassa Φ˚U on

Φ˚
U ˝ dxk ˝ ϕ´1

pyq “ py, ekq .

Kovektorikenttien yhteenlasku ja vakiolla kertominen määritellään pisteittäin: Jos ω
ja α ovat 1-muotoja ja λ P R, asetetaan

pω ` αqp “ ωp ` αp ja pλωqp “ λωp ,

missä kotangenttivektorien yhteenlasku ja reaaliluvulla kertominen suoritetaan vektoria-
varuuden T ˚

pM laskutoimituksilla kaikilla p P M .
Seuraavat differentiaalin ominaisuudet ovat käyttökelpoisia:

Propositio 6.12. Olkoon M sileä monisto ja olkoot f, g P FpMq. Tällöin
(1) dpaf ` bgq “ adf ` adg kaikilla a, b P R.
(2) dpfgq “ f dg ` g df .
(3) jos gppq ‰ 0 kaikilla p P M , niin

d
´f

g

¯

“
g df ´ f dg

g2 .

Todistus. (1) Olkoon X P XpMq. Tällöin

dpaf ` bgqX “ Xpaf ` bgq “ aXf ` bXg “ a dfX ` b dgX .

Loput väitteet todistetaan Harjoitustehtävässä 6.8.

(Sileän) 1-muodon kertominen (sileällä) funktiolla määritellään pisteittäin: Jos ω P

X˚pMq ja f : M Ñ R, asetetaan

pfωqp “ fppqωp (6.4)

kaikilla p P M .
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Lemma 6.13. Olkoon M on sileä monisto ja olkoon ω P X˚pMq. Tällöin

ωpfXq “ f ωX

kaikille f P FpMq ja kaikille X P XpMq.

Todistus. Koska ωp on lineaarikuvaus jokaisella p P M , saamme

ωpfXqppq “ ωppfppqXpq “ fppqωpXp “ pfωqpXp .

Jos U Ă M on avoin koordinaattiympäristö, niin yhtälön (6.3) nojalla mikä tahan-
sa 1-muoto ω : U Ñ T ˚U voidaan ilmaista koordinaattimuotojen avulla: On funktiot
c1, c2, . . . , cn : U Ñ E1, joille

ω “

n
ÿ

k“1
ck dx

k . (6.5)

Propositio 6.14. Olkoon M sileä monisto ja olkoon pU, ϕq sileä kartta monistolla M .
Olkoon ω : M Ñ T ˚M 1-muoto. Tällöin ω on sileä 1-muoto joukossa U , jos ja vain jos
sen kerroinfunktiot esityksessä (6.5) ovat sileitä.

Todistus. Kovektorikentän ω esitys luonnollisissa koordinaateissa on rωpyq “ py, cpyqq,
joten ω on sileä, jos ja vain jos kerroinfunktiot c1, . . . , cn ovat sileitä.

Lemma 6.15. Olkoon f P FpMq ja olkoon pU, xq sileä kartta. Tällöin

df “

n
ÿ

k“1

Bf

Bxk
dxk . (6.6)

Todistus. Olkoon
X “

n
ÿ

k“1
ak

B

Bxk
P XpMq .

Tällöin linearisuuden ja Lemman 6.13 nojalla

df X “

n
ÿ

k“1
ak

Bf

Bxk
.

Toisaalta yhtälön (6.2) nojalla

´
n
ÿ

j“1

Bf

Bxj
dxj

¯

X “

´
n
ÿ

j“1

Bf

Bxj
dxj

¯´
n
ÿ

k“1
ak

B

Bxk

¯

“

n
ÿ

j“1

n
ÿ

k“1
ak

Bf

Bxj
dxj

B

Bxk
“

n
ÿ

j“1

n
ÿ

k“1
ak

Bf

Bxj
δjk “

n
ÿ

k“1
ak

Bf

Bxk
.

Lemman 6.15 nojalla sileän funktion differentiaali vastaa differentiaalilaskennasta tut-
tua gradienttia.

Seuraus 6.16. Sileän funktion differentiaali on sileä 1-muoto.

Todistus. Seuraa Proposition 6.14 nojalla Lemmasta 6.15.
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Propositio 6.17. Olkoon M sileä monisto. Olkoon ω : M Ñ T ˚M 1-muoto. Tällöin
ω P X˚pMq, jos ja vain jos ωX P FpMq kaikilla X P XpMq.2

Todistus. Olkoon ω P X˚pMq ja olkoon X P XpMq. Olkoon pU, ϕq sileä kartta. Proposi-
tioiden 4.8 ja 6.14 nojalla on funktiot cω1 , . . . , cωn, c1

X , . . . , c
n
X P FpUq, joille

ω “

n
ÿ

i“1
cωi dx

i ja X “

n
ÿ

j“1
cjX

B

Bxj
.

Tällöin

pωXqpqq “

´
n
ÿ

i“1
cωi dx

i
¯´

n
ÿ

j“1
cjX

B

Bxj

¯

“

n
ÿ

i,j“1
cωi c

j
Xdx

i B

Bxj
“

n
ÿ

i,j“1
cωi c

j
Xδ

i
j “

n
ÿ

i“1
cωi c

i
X ,

joten ωX on sileä sileiden funktioiden äärellisenä summana.
Olkoon ω : M Ñ T ˚M kuvaus, jolle π ˝ ω “ idM . Oletetaan, että ωX on sileä kaikille

X P XpMq. Olkoon pU, ϕq sileä kartta. Proposition 6.8 nojalla on funktiot cω1 , . . . , cωn : M Ñ

E1 siten, että

ω|U “

n
ÿ

i“1
cωi dx

i .

Olkoon p P U . Koordinaattivektorikentät B

Bx1 , . . . ,
B

Bxn voidaan töyssyfunktiolla kertomalla
jatkaa sileiksi vektorikentiksi Z1, . . . , Zn P XpMq, joille Zi|V “ B

Bxi |V jollain pisteen p avoi-
mella ympäristöllä V Ă U kaikille 1 ď i ď n. Oletuksen mukaan funktiot ωZi ovat sileitä,
joten joukossa V näemme, että

ωZi “

´
n
ÿ

k“1
cωi dx

i
¯

B

Bxk
“ cωk

on sileä jokaisella 1 ď k ď n. Proposition 6.14 nojalla ω on sileä.

Seurauksen 6.16 toinen todistus. Olkoon f P FpMq ja olkoon X P XpMq. Tällöin määri-
telmän ja Proposition 4.14 nojalla näemme, että df X “ Xf P FpMq. Proposition 6.17
nojalla df P X˚pMq.

6.5 Sileän 1-muodon alkukuva
Olkoot M ja N sileitä monistoja ja olkoon p P M . Sileän kuvauksen F : M Ñ N differen-
tiaalin dFp duaalikuvaus pdFpq

˚ : T ˚
F ppqN Ñ T ˚

pM ,

pdF ˚ωF ppqqv “ ωpdFpvq ,

on kuvauksen F kodifferentiaali pisteessä F ppq.

Jos F on upotus, niin kodifferentiaalit pdFpq
˚ määräävä kuvauksen F ˚ : T ˚N Ñ T ˚M .

Yleisessä tapauksessa pisteittäiset kodifferentiaalit eivät määrää kuvausta kotangenttia-
varuuksien välillä mutta niiden avulla voidaan muodostaa moniston N vektorikentille
alkukuvat:

2Vertaa Propositioon 4.14.
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Jos ω P X˚pNq, niin yhtälöllä

pF ˚ωqp “ pdFpq
˚ωF ppq (6.7)

määritelty 1-muoto F ˚ω on sileän 1-muodon ω alkukuvaa kuvauksella F .
aEnglanniksi pull-back.

Jos F : M Ñ N , ω P X˚pNq ja X P XpMq, niin

pF ˚ωqX “ ωpdFXq . (6.8)

Monissa lähteissä differentiaalia dF merkitään F˚. Tällöin yhtälö (6.8) saa muodon

pF ˚ωqX “ ωpF˚Xq .

Propositio 6.18. Olkoot M ja N sileitä monistoja ja olkoon F : M Ñ N sileä kuvaus.
Olkoot ω, τ P X˚pNq ja f P FpNq. Tällöin
(1) F ˚pω ` τq “ F ˚pωq ` F ˚pτq.
(2) F ˚pf ωq “ pf ˝ F qF ˚ω ja
(3) F ˚df “ dpf ˝ F q.

Todistus. (1) Harjoitustehtävä.
(2) Määritelmän nojalla ja koska dF ˚

p on lineaarikuvaus, saamme

F ˚
pf ωqp “ pdFpq

˚
pf ωqF ppq “ pdFpq

˚
pfpF ppqqωF ppqq “ fpF ppqqdF ˚

p pωF ppqq “ f˝F ppq pF ˚ωqp .

(3) Olkoon X P XpMq. Tällöin

pF ˚dfqpXp “ dfF ppqpdFpXpq “ pdFpXpqf “ Xppf ˝ F q

ja toisaalta
dpf ˝ F qpXp “ Xppf ˝ F q .

Yleisesti määritellään
F ˚f “ f ˝ F

kaikille f P FpNq, jos F : M Ñ N on sileä kuvaus. Tällä merkinnällä Propositio 6.18
saadaan muotoon

F ˚df “ dpF ˚fq

kaikille f P FpNq. Siis differentiaalioperaatio kommutoi alkukuvan kanssa.

Propositio 6.19. Olkoot M ja N sileitä monistoja ja olkoon F : M Ñ N sileä kuvaus.
Tällöin F ˚ω P X˚pMq kaikille ω P X˚pNq.
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Todistus. Olkoon pU, ϕq sileä kartta monistolla M ja olkoon pV, ψq sileä kartta monistolla
N siten, että F pUq Ă V . Olkoot px1, . . . , xmq ja py1, . . . , ynq kuvausten ϕ ja ψ komponentit.
Proposition 6.14 nojalla on sileät funktiot a1, . . . , an P FpV q, joille ω|V “

řn
k“1 ak dy

k.
Joukossa U pätee Proposition 6.18 kohtien (2) ja (3) ja Lemman 6.15 nojalla, koska

yk ˝ F “ F k P FpMq, pätee

F ˚ω “ F ˚
p

n
ÿ

k“1
ak dy

k
q “

n
ÿ

k“1
ak ˝ F F ˚dyk “

n
ÿ

k“1
ak ˝ F dpyk ˝ F q

“

n
ÿ

k“1

m
ÿ

j“1
ak ˝ F

BF k

Bxj
dxj . (6.9)

Funktiot ak ˝ F ja yk ˝ F ovat sileitä, joten väite seuraa Proposition 6.14 nojalla.

Propositio 6.20. Olkoot F1 : M1 Ñ M2 ja F2 : M2 Ñ M3 sileitä kuvauksia ja olkoon
ω P X˚pM3q. Tällöin

pF2 ˝ F1q
˚ω “ F ˚

1 pF ˚
2 ωq .

Todistus. Harjoitustehtävä 6.11

6.6 Sileän 1-muodon rajoittuma alimonistolle
Olkoon S sileän monistonM säännöllinen alimonisto ja olkoon i : S Ñ M inkluusiokuvaus.
Moniston S tangenttiavaruus TpS pisteessä p P S samastetaan avaruuden TpM lineaarisen
aliavaruuden dippTpSq kanssa.3 Jokainen moniston M sileä 1-muoto ω P X˚pMq määrää
sileän 1-muodon i˚ω monistolla S:

pi˚ωqpv “ ωppdipvq “ ωpv

kaikille v P TpS.
Esimerkki 6.21. Olkoon S sileän moniston M säännöllinen alimonisto. Oletetaan, että
s “ dimS ă dimM “ n ja käytetään pisteessä p P S Ă M viipalekarttaa pU, xq, jossa
xpSq “ xpUq X Es ˆ tp0, 0, . . . , 0qu. Tällöin jokaiselle s ` 1 ď k ď n pätee Proposition
6.18(3) nojalla

i˚pdxkq “ dpxk ˝ iq “ d 0 “ 0 .

6.7 Laskelmia koordinaateissa
Olkoon M sileä monisto ja olkoon p P M . Olkoot pU, ϕq ja pV, ψq sileitä karttoja pisteessä
p. Luvussa 3.3 osoitimme, että kartan pU, ϕq koordinaattitangenttivektorit saadaan kartan
pV, ψq koordinaattitangenttivektoreista lausekkeella

B

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

p
“

n
ÿ

j“1

Byj

Bxi
pϕppqq

B

Byj

ˇ

ˇ

ˇ

p
. (6.10)

3Katso luku 5.4.
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Jos
v “

n
ÿ

i“1
vix

B

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

p
“

n
ÿ

j“1
viy

B

Byj

ˇ

ˇ

ˇ

p
,

niin yhtälön (6.10) nojalla

v “

n
ÿ

i“1
vix

n
ÿ

j“1

Byj

Bxi
pϕppqq

B

Byj

ˇ

ˇ

ˇ

p
“

n
ÿ

j“1

´
n
ÿ

i“1
vix

Byj

Bxi
pϕppqq

¯

B

Byj

ˇ

ˇ

ˇ

p
.

Siis
vjy “

n
ÿ

i“1
vix

Byj

Bxi
pϕppqq . (6.11)

Yhtälö (6.9) antaa tapauksessa F “ id muunnoskaavan

dyj “

n
ÿ

i“1

Byj

Bxi
pϕppqq dxi . (6.12)

Tämä yhtälö seuraa myös koordinaattivektorien ja koordinaattikovektorien duaalisuudes-
ta Harjoitustehtävän 6.3 nojalla.

Sileän 1-muodon kertoimien muuntumisen saa helposti yhtälön (6.10) avulla: Jos

ω “

n
ÿ

i“1
ωxi dx

i
“

n
ÿ

j“1
ωyj dy

j ,

niin

ωxi ppq “ ωpp
B

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

p
q “ ωp

n
ÿ

j“1

Byj

Bxi
pϕppqq

B

Byj

ˇ

ˇ

ˇ

p
q “

n
ÿ

j“1

Byj

Bxi
pϕppqqωpp

B

Byj

ˇ

ˇ

ˇ

p
q

“

n
ÿ

j“1

Byj

Bxi
pϕppqqωyj ppq .

(6.13)

Yhtälöiden (6.10) ja (6.13) mukaan kovektorien komponentit muuntuvat kartanvaihdossa
samalla säännöllä kuin koordinaatti(tangentti)vektorit. Sen vuoksi kovektoreita on ollut
tapana kutsua kovarianteiksi vektoreiksi ja vastaavasti tangenttivektoreita kontravarian-
teiksi vektoreiksi. Tämä on vakiintunut terminologia vaikka se on ristiriidassa kategoria-
teorian samojen sanojen käytön kanssa.

Esimerkki 6.22. Olkoot pr, θq napakoordinaatit sileän moniston E2 avoimessa osajou-
kossa E2 ´ s´8, 0s ˆ t0u kuten Esimerkissä 3.11. Kun kartanvaihdossa tarkastellaan 1-
muodon lausekkeen muuntumista, lasketaan identtisen kuvauksen kodifferentiaalilla. Täl-
löin

dx1
“

Bx1

Br
dr ` ´

Bx1

Bθ
dθ “ cos θdr ´ r sin θdθ

ja

dx2
“

Bx2

Br
dr ` ´

Bx2

Bθ
dθ “ sin θdr ` r cos θdθ .
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Tällöin

x1dx2 ´ x2dx1

}x}2 “
r cos θpr cos θdθ ` sin θdrq ´ r sin θp´r sin θdθ ` cos θdrq

r2

“
r2 dθ

r2 “ dθ .

Harjoitustehtäviä
6.1. Todista Lemma 6.1
6.2. Todista Lemma 6.4. Tarkasta myös, että duaalikuvaus on hyvin määritelty.
6.3. Olkoon L : V Ñ W lineaarikuvaus. Olkoon pv1, . . . , vnq vektoriavaruuden V kanta ja
olkoon pw1, . . . , wmq vektoriavaruuden W kanta. Olkoot pv̄1, . . . , v̄nq ja pw̄1, . . . , w̄mq duaa-
liavaruuksien V ˚ ja W ˚ kannat, jotka ovat duaalisia kannoille pv1, . . . , vnq ja pw1, . . . , wmq.
Olkoon paijq lineaarikuvauksen L matriisi kantojen pv1, . . . , vnq ja pw1, . . . , wmq suhteen.
Siis kaikille 1 ď j ď n pätee

Lvj “

m
ÿ

i“1
aijwi .

Osoita, että4

L˚w̄i “

n
ÿ

j“1
aij v̄j .

6.4. Todista Propositio 6.9.

Olkoon K on kommutatiivinen rengas. Epätyhjä osajoukko I Ă K on ideaali, jos

• pI ,`q on additiivisen ryhmän pK,`q aliryhmä ja

• xa P I kaikilla x P R ja a P I .

Jos I ,I 1 Ă K ovat ideaaleja, niiden tulo on ideaali

I I 1
“

!
m
ÿ

i“1
aibi : ai P I , bi P I 1, m P N

)

.

6.5. Olkoon M sileä monisto ja olkoon p P M . Olkoon

Ip “ tf P FpMq : fppq “ 0u .

Osoita, että Ip on renkaan FpMq ideaali.
Olkoon Φ: FpMq Ñ T ˚

pM , Φpfq “ dfp. Osoita, että5 ker Φ “ pIpq
2 ja ΦpIpq “ T ˚

pM ,
joten Φ määrää vektoriavaruuksien isomorfismin Ip{pIpq

2 – T ˚
pM .

4Tehtävän lyhyt muotoilu on: Osoita, että lineaarikuvauksen transpoosin matriisi on lineaarikuvauk-
sen matriisin transpoosi.

5Kaytä Taylorin lausetta jäännöstermillä, [Lee1, Thm. C.15].
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6.6. Olkoot X, Y P XpE2 ´ t0uq,

Xx “ ´x2 B

Bx1 ` x1 B

Bx2 ja Yx “ x1 B

Bx1 ` x2 B

Bx2 .

Etsi ω P X˚
`

E2 ´ t0u
˘

, jolle ωpXq “ 1 ja ωpY q “ 0.
6.7. Olkoon M sileä monisto, olkoon f P FpMq ja olkoon g P FpE1q. Osoita, että sileille
1-muodoille pätee

dpg ˝ fq “ p
d

dt
gq ˝ f df .

6.8. Todista Proposition 6.12 kohdat (2) ja (3).
6.9. Todista Propositio 6.18(1).
6.10. Tässä tehtävässä x ja y ovat euklidisten avaruuksien kanoniset koordinaatit.
(1) Olkoon exp: E1 Ñ s0,8r, exppxq “ ex. Olkoon ω “

dy
y

. Määritä exp˚ ω.
(2) Olkoon F : tx P E2 : }x} ă 1u Ñ E3 ´ t0u,

F pxq “ px1, x2,
a

1 ´ }x}2q

ja olkoon ω P X˚pE3 ´ t0uq,

ω “ p1 ´ py1
q

2
´ py2

q
2
qdy3 .

Määritä F ˚ω.
(3)Määritä sileän 1-muodon F ˚ω2 lauseke tason yksikkökiekon napakoordinaateissa.
6.11. Todista Propositio 6.20.
6.12. Olkoon M sileä monisto ja olkoon S funktion f P FpMq säännöllinen tasa-
arvopinta. Osoita, että df määrää 1-muodon 0 P X˚pSq alimonistolla S.
6.13. Olkoon f : E3 Ñ E1, fpxq “ }x}2 ja olkoon F “ S ´1 : E2 Ñ E3 stereograafisen
projektion käänteiskuvaus.6 Laske F ˚df ja dpf ˝ F q.7

6.14. Olkoon f : E2 Ñ E1, fpxq “ x
}x}2 Laske df kanonisessa kartassa ja napakoordi-

naateissa.

6Katso Esimerkki 1.12(3).
7Proposition 6.18(3) nojalla laskuista pitäisi tulla sama tulos.
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Luku 7

Multilineaarialgebraa

Tässä luvussa käsittelemme multilineaarialgebraa reaalisissa vektoriavaruuksissa. Tarkas-
telemme erityisesti alternoivia ja symmetrisiä tensoreita, joista etenkin alternoivat tensorit
ovat keskeisessä osassa kurssin loppupuolella.

7.1 Vektoriavaruuden tensorit
Olkoot V1, V2, . . . , Vm ja W vektoriavaruuksia. Kuvaus L : V1 ˆ V2 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Vm Ñ W on
multilineaarikuvaus, jos kuvaus v ÞÑ Lpv1, v2, . . . , vk´1, v, vk`1, . . . , vmq on lineaarikuvaus
kaikilla kiinnitetyillä vi P Vi, 1 ď i ď m, i ‰ k.
Olkoon V äärellisulotteinen vektoriavaruus ja olkoot r, s P N. Multilineaarikuvaus
A : pV ˚qr ˆ V s Ñ R on vektoriavaruuden V pr, sq-tensori. Vektoriavaruuden V pr, sq-
tensorien vektoriavaruus on

T pr,sq
pV q “

␣

A : pV ˚
q
r

ˆ V s
Ñ R multilineaarikuvaus

(

.

Esimerkki 7.1. (1) Lineaarikuvaukset ovat multilineaarikuvauksia.
(2) Reaalisen vektoriavaruuden V sisätulo on bilineaarikuvaus, siis multilineaarikuvaus.
Se on p0, 2q-tensori.
(3) Olkoon V äärellisulotteinen reaalinen vektoriavaruus. Proposition 6.5 nojalla jokainen
vektori v P V määrää lineaarikuvauksen ξpvq P V ˚˚, ξpvqω “ ωv, joten evaluaatiokuvaus
E : V ˚ ˆ V Ñ R,

Epω, vq “ ωv ,

on p1, 1q-tensori.
(4) Olkoon V n-ulotteinen vektoriavaruus. Kuvaus det : V n Ñ R,

detpv1, . . . , vnq “ detpvijqni,j“1

on multilineaarikuvaus, p0, nq-tensori.
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(5) Ristitulo ¨ ˆ ¨ : R3 ˆ R3 Ñ R3,

u ˆ v “
`

u2v3
´ u3v2, u3v1

´ u1v3, u1v2
´ u2v1˘ ,

on bilineaarikuvaus.

Jatkossa samastamme äärellisulotteiset vektoriavaruudet V ja V ˚˚ ja ajattelemme tarvit-
taessa vektoria v P V avaruuden V ˚˚ alkiona ilman eri mainintaa tai merkintää.

Tensorien muodostaminen lineaarikuvauksista ei ole vaikeaa.

Olkoot V1, . . . , Vm vektoriavaruuksia. Lineaarikuvausten Lk P V ˚
k tensoritulo on kuvaus

L1 b L2 b ¨ ¨ ¨ b Lm : V1 ˆ ¨ ¨ ¨Vm Ñ R,

L1 b L2 b ¨ ¨ ¨ b Lmpv1, . . . , vmq “ L1pv1qL2pv2q ¨ ¨ ¨Lmpvmq .

Lemma 7.2. Reaaliarvoisten lineaarikuvausten tensoritulo on multilineaarikuvaus.

Todistus. Harjoitustehtävä 7.1.

Esimerkki 7.3. Olkoon V vektoriavaruus. Jos v1, . . . vr P V ja ω1, . . . , ωs P V ˚, niin
v1 b ¨ ¨ ¨ b vr b ω1 b ¨ ¨ ¨ b ωs P T pr,sqpV q.

Propositio 7.4. Olkoon V n-ulotteinen reaalinen vektoriavaruus. Tällöin T pr,sqpV q on
nr`s-ulotteinen vektoriavaruus.

Todistus. Harjoitustehtävässä 7.3 tarkastetaan, että pr, sq-tensorit muodostavat vekto-
riavaruuden, joten osoitettavaksi jää avaruuden dimensio. Olkoon pE1, . . . , Enq avaruu-
den V kanta ja olkoon pε1, . . . , εnq avaruuden V ˚ kanta, joka on duaalinen kannalle
pE1, . . . , Enq. Osoitamme, että vektorit Ei1 b ¨ ¨ ¨ b Eir b εj1 b ¨ ¨ ¨ b εjs , 1 ď ik, jℓ ď n,
muodostavat avaruuden T pr,sqpV q kannan.

Olkoot θ1, . . . θr P V ˚ ja w1, . . . , ws P V . Tällöin θi “
řn
ji“1 θ

i
ji
εji ja wk “

řn
ℓk“1 w

ℓk
k Eℓk

joillain kertoimilla θiji , w
ℓk
k P R. Olkoon A P T pr,sqpV q. Tällöin multilineaarisuudesta seuraa

Apθ1, . . . , θr, v1, . . . , vsq “

n
ÿ

j1,...,jr,
ℓ1,...,ℓs“1

θ1
j1 ¨ ¨ ¨ θrjr w

ℓ1
1 ¨ ¨ ¨wℓss Apεj1 , . . . , εjr , Eℓ1 , . . . , Eℓsq .

Toisaalta tensoritulon määritelmän, multilineaarisuuden ja duaalisuuden nojalla
n
ÿ

j1,...,jr,
ℓ1,...,ℓs“1

Apεj1 , . . . , εjr , Eℓ1 , . . . , EℓsqEj1 b ¨ ¨ ¨ b Ej1 b εℓ1 b ¨ ¨ ¨ b εℓspθ1, . . . , θr, v1, . . . , vsq

“

n
ÿ

j1,...,jr,
ℓ1,...,ℓs“1

Apεj1 , . . . , εjr , Eℓ1 , . . . , Eℓsq θ1
j1 ¨ ¨ ¨ θrjr w

ℓ1
1 ¨ ¨ ¨wℓss .

Siis
A “

n
ÿ

j1,...,jr,
ℓ1,...,ℓs“1

Apεj1 , . . . , εjr , Eℓ1 , . . . , EℓsqEj1 b ¨ ¨ ¨ b Ej1 b εℓ1 b ¨ ¨ ¨ b εℓs ,
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joten tensorit Ei1 b¨ ¨ ¨bEir bεj1 b¨ ¨ ¨bεjs , 1 ď ik, jℓ ď n, virittävät avaruuden T pr,sqpV q.
Tensorien Ei1 b ¨ ¨ ¨ bEir b εj1 b ¨ ¨ ¨ b εjs lineaarinen riippumattomuus seuraa tarkas-

telemalla, miten ne kuvaavat alkiot pεk1 , . . . , εkr , Eℓ1 , . . . , Eℓsq.

Esimerkki 7.5. Euklidisen avaruuden En standardisisätulo on
řn
i“1 ei b ei:1

ˆ n
ÿ

i“1
ei b ei

˙

px, yq “

n
ÿ

i“1
xiyi “ px | yq .

Vastaavalla tavalla voidaan määritellä vektoriavaruuden V tensorien tensoritulo. Mer-
kintöjen yksinkertaistamiseksi määrittelemme kahden tensorin tensoritulon, jota iteroi-
malla saadaan useamman tensorin tensoritulot.

Olkoon V vektoriavaruus. Tensorien A1 P T pr1,s1qpV q ja A2 P T pr2,s2qpV q tensoritulo on
A1 b A2 : pV ˚qr1`r2 ˆ V s1`s2 Ñ R,

pA1 b A2qpω1, . . . , ωr1`r2 , v1, . . . , vs1`s2q

“ A1pω1, . . . , ωr1 , v1, . . . , vs1qAspω
r1`1, . . . , ωr1`r2 , vs1`1, . . . , vs1`s2q .

Lemma 7.6. Olkoon V vektoriavaruus. Olkoot A1, A2 P T pr1,s1qpV q, B1, B2 P T pr2,s2qpV q

ja a1, a2, b1, b2 P R. Tällöin

pa1A1 ` a2A2q b pb1B1 ` b2B2q “ a1b1A1 bB1 ` a1b2A1 bB2 ` a2b1A2 bB1 ` a2b2A2 bB2 .

Todistus. Harjoitustehtävä 7.5.

Tensoritulon määritelmästä seuraa välittömästi hyödyllinen laskusääntö: JosA1, . . . , An
ovat tensoreita ja a1, . . . , an P R, niin

a1A1 b a2A2 b ¨ ¨ ¨ b anAn “
`

n
ź

k“1
ak
˘

A1 b A2 b ¨ ¨ ¨ b An . (7.1)

7.2 Symmetriset ja alternoivat tensorit
Jokainen permutaatio σ P Sn voidaan kirjoittaa vaihtojen2 tulona

σ “ pi1j1qpi2j2q ¨ ¨ ¨ pimjmq ,

missä 1 ď ik, jk ď n kaikilla 1 ď k ď m. Permutaation σ P Sn merkki on ryhmähomomor-
fismi sign : Sn Ñ t˘1u,

sign
`

pi1j1qpi2j2q ¨ ¨ ¨ pimjmq
˘

“ p´1q
m .

1Esimerkki 6.3(1).
2Vaihtoja kutsutaan usein transpositioiksi. Permutaatioita käsitellään ryhmäteorian kurssilla, katso

esimerkiksi [Par3].
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Olkoon V vektoriavaruus. Olkoon A P T p0,kqpV q ja olkoon σ P Sk permutaatio. Määritel-
lään tensori σ ¨ A asettamalla

pσ ¨ Aqpv1, . . . , vkq “ Apvσp1q, . . . , vσpkqq

kaikille v1, . . . , vk P V .

Lemma 7.7. Jos A P T p0,sqpV q ja σ, τ P Sk, niin τ ¨ pσ ¨ Aq “ pτσq ¨ A

Todistus. Käyttämällä laskussa merkintöjä w1 “ vσp1q, . . . , wk “ vσpkq saamme kaikille
v1, . . . , vk P V

pτ ¨ pσ ¨ Aqqpv1, v2, . . . , vsq “ σ ¨ Apvτp1q, . . . , vτkq

“ σ ¨ Apw1, . . . , wkq

“ Apwσp1q, . . . , wσpkqq

“ Apvτpσp1qq, . . . , wτpσpkqqq

“ Apvτσp1q, . . . , vτσpkqq “ pτσq ¨ Apv1, . . . , vkq .

Olkoon V vektoriavaruus ja olkoon k ě 1. Olkoon A P T p0,kqpV q. Jos σ ¨ A “ A kaikille
permutaatioille σ P Sk, niin A on symmetrinen tensori. Vektoriavaruuden V symmetristen
tensorien avaruus ona

SkpV q “
␣

α P T p0,kq
pV q : σ ¨ α “ α

(

.

aLee [Lee2] käyttää merkintää ΣpV q tälle avaruudelle.

Esimerkki 7.8. Sisätulo on symmetrinen p0, 2q-tensori.

Propositio 7.9. Äärellisulotteisen vektoriavaruden V p0, kq-tensori on symmetrinen, jos
ja vain jos τ ¨ A “ A jokaiselle vaihdolle τ P Sk.

Todistus. Harjoitustehtävä 7.6.

Olkoon V vektoriavaruus ja olkoon k ě 1. Olkoon A P T p0,kqpV q. Jos σ ¨ A “ signpσqA
kaikille permutaatioille σ P Sk, niin A on alternoiva tensori.a Alternoiva p0, kq-tensori on
k-kovektori ja multikovektori. Vektoriavaruuden V k-kovektorien avaruus on

AkpV q “
␣

α P T p0,kq
pV q : σ ¨ α “ signpσqα

(

.

Määritellään lisäksi A0pV q “ R.
aAlternoivaa tensoria voi kutsua myös antisymmetriseksi tensoriksi.

Tällä kurssilla emme käsittele symmetrisiä tai alternoivia pk, 0q-tensoreita vaan kes-
kitymme yleisemmin esiintyviin p0, kq-tensoreihin. Sekatensoreille ei yleensä yritetäkään
määritellä symmetrisyyden tai antisymmetrisyyden käsitettä.
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Esimerkki 7.10. (1) Olkoon det : pRnqn Ñ R,

detpv1, v2, . . . , vnq “
ÿ

σPSn

signpσqv1
σp1qv

2
σp2q ¨ ¨ ¨ vnσpnq ,

missä vj “
řn
k“1 v

k
j ek kaikille 1 ď j ď n. Harjoitustehtävässä 7.13 osoitetaan, että det on

alternoiva p0, kq-tensori.
(2) A1pV q “ S1pV q “ T p0,1qpV q “ V ˚, koska ryhmässä S1 “ tidu ei ole parittomia
permutaatioita.

Lemma 7.11. Olkoon V reaalinen vektoriavaruus ja olkoon k ě 2. Tällöin

AkpV q X SkpV q “ t0u .

Todistus. Olkoon α P AkpV q X SkpV q. Tällöin kaikille v1, v2, . . . , vk P V symmetrisyyden
ja antisymmetrisyyden nojalla pätee

αpv1, v2, . . . , vkq “ p12q ¨ αpv1, v2, . . . , vkq “ ´αpv1, v2, . . . , vkq .

joten αpv1, v2, . . . , vkq “ 0.

Propositio 7.12. Olkoon A äärellisulotteisen vektoriavaruden V p0, kq-tensori. Seuraavat
ehdot ovat yhtäpitäviä:
(1) A on alternoiva.
(2) τ ¨ A “ ´A jokaiselle vaihdolle τ P Sk.
(3) Jos v1, . . . , vk P V ovat lineaarisesti riippuvia, niin Apv1, . . . , vkq “ 0.
(4) Jos v1, . . . , vk P V ja vi “ vj joillain 1 ď i, j ď k, i ‰ j, niin Apv1, . . . , vkq “ 0.

Todistus. Todistamme eri kohtien väliset yhteydet seuraavan kaavion mukaan:

1 **

&&

2jj

3 ** 4jj

VV

Ehto (2) seuraa triviaalisti ehdosta (1). Se, että ehto (2) seuraa ehdosta (1), seuraa Lem-
masta 7.7 ja siitä, että vaihdot virittävät permutaatioiden ryhmät, yksityiskohtainen to-
distus tehdään Harjoitustehtävässä 7.6.

Jos A on alternoiva ja vi “ vj kuten kohdassa (4), niin

Apv1, . . . , vkq “ signpijqApv1, . . . , vkq “ ´Apv1, . . . , vkq ,

joten Apv1, . . . , vkq “ 0. Siis ehto (4) seuraa ehdosta (1). Samoin ehto (4) seuraa triviaalisti
ehdosta (3).

Oletetaan sitten, että ehto (4) on voimassa. Olkoot 1 ď i, j ď k siten, että i ‰ j.
Ehdosta (4) seuraa bilineaarisuutta käyttämällä, että

0 “ Apv1, . . . , vi ` vj, . . . , vi ` vj, . . . , vkq

“ Apv1, . . . , vi, . . . , vi, . . . , vkq ` Apv1, . . . , vi, . . . , vj, . . . , vkq

` Apv1, . . . , vj, . . . , vi, . . . , vkq ` Apv1, . . . , vj, . . . , vj, . . . , vkq

“ Apv1, . . . , vi, . . . , vj, . . . , vkq ` Apv1, . . . , vj, . . . , vi, . . . , vkq

“ pA ` pijq ¨ Aqpv1, . . . , vkq .
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Siis ehto (2) seuraa ehdosta (4).
Oletetaan edelleen, että ehto (4) on voimassa. Jos vektorit v1, . . . , vk P V ovat lineaa-

risesti riippuvia, niin jokin niistä voidaan esittää toisten lineaarikombinaationa, Voimme
olettaa, että vk “

řk´1
j“1 vj. Tällöin ehdosta (4) seuraa.

Apv1, . . . , vkq “ Apv1, . . . , vk´1,
k´1
ÿ

j“1
vjq “

k´1
ÿ

j“1
pv1, . . . , vk´1, vjq “ 0

Siis ehto (3) seuraa ehdosta (4) ja kaikkien ehtojen yhtäpitävyys on todistettu.

Multilineaarisuus ja Proposition 7.12 ehto (4) ovat k-ulotteisen tilavuuden ominai-
suuksia, joten alternoivaa p0, kq-tensoria voidaan ajatella k-ulotteisen merkillisen tila-
vuuden mittarina.3 Tunnetusti | detpv1, . . . , vnq| on vektorien v1, . . . , vn P En virittämän
n-ulotteisen suuntaissärmiön n-ulotteinen tilavuus euklidisessa avaruudessa En.

7.3 Symmetrointi ja alternointi

Olkoon V äärellisulotteinen vektoriavaruus. Kuvaus Sym: T p0,mqpV q Ñ T p0,mqpV q,

SymA “
1
m!

ÿ

σPSm

σ ¨ A

on symmetrointi. Kuvaus Alt : T p0,mqpV q Ñ T p0,mqpV q,

AltA “
1
m!

ÿ

σPSm

signpσq σ ¨ A

on alternointi.

Esimerkki 7.13. (1) S2 “ tid, p12qu. Jokaiselle ω P T p0,2qpV q pätee

Symω “
1
2pω ` p12q ¨ ωq ,

Altω “
1
2pω ` signp12q p12q ¨ ωq ,

joten

Symωpv1, v2q “
1
2pωpv1, v2q ` ωpv2, v1qq ,

Altωpv1, v2q “
1
2pωpv1, v2q ´ ωpv2, v1qq .

Erityisesti pätee ω “ Symω ` Altω. Harjoitustehtävässä 7.9 ja yleisemmin Esimerkissä
7.29 näemme, että vastaava väite ei päde korkeammissa dimensioissa.

3Merkillinen tilavuus voi olla myös negatiivinen.
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(2) S3 “ tid, p12q, p13q, p23q, p123q “ p12qp23q, p132q “ p13qp23qu. Siis

Sympe1
b e2

b e3
q “

1
6
`

e1
b e2

b e3
` e2

b e1
b e3

` e1
b e3

b e2

` e3
b e2

b e1
` e2

b e3
b e1

` e3
b e1

b e2˘

ja

Altpe1
b e2

b e3
q “

1
6
`

e1
b e2

b e3
´ e2

b e1
b e3

´ e1
b e3

b e2

´ e3
b e2

b e1
` e2

b e3
b e1

` e3
b e1

b e2˘ .

Propositio 7.14. (1) Alt ja Sym ovat lineaarikuvauksia.
(2) AltA P AkpV q ja SymA P Symk

pV q kaikilla A P T p0,kqpV q.
(3) Olkoon α P T p0,kqpV q. Tällöin Symα “ α, jos ja vain jos α P SkpV q.
(4) Olkoon α P T p0,kqpV q. Tällöin Altα “ α, jos ja vain jos α P AkpV q.

Todistus. Kohdat (1), (3) ja (4) tehdään Harjoitustehtävässä 7.7.
(2) Olkoon A P T p0,kqpV q ja olkoon τ P Sk. Tällöin Lemman 7.7 nojalla

τ ¨ SymA “ τ ¨ p
1
m!

ÿ

σPSm

σ ¨ Aq “
1
m!

ÿ

σPSm

pτσq ¨ A “ SympAq ,

koska vasen siirto alkiolla τ on permutaatioiden joukon bijektio itselleen. Vastaavasti

τ ¨ AltA “ τ ¨ p
1
m!

ÿ

σPSm

signpσq σ ¨ Aq “
1
m!

ÿ

σPSm

signpσq pτσq ¨ A

“ signpτq
1
m!

ÿ

σPSm

signpτσq pτσq ¨ A “ signpτq AltpAq ,

koska sign on homomorfismi.

Seuraus 7.15. Olkoon V äärellisulotteinen vektoriavaruus. Tällöin SkpV q ja AkpV q ovat
vektoriavaruuksia. Lisäksi

SkpV q “ SympT p0,kq
pV qq

ja
AkpV q “ AltpT p0,kq

pV qq .

Jos k ě 2, niin SympAkpV qqq “ t0u “ AltpSkpV qq.

Todistus. Harjoitustehtävä 7.8.

7.4 Ulkoista algebraa
Alternoivat tensorit ovat tärkeitä tällä kurssilla.Tässä luvussa määrittelemme ulkoisen
tulon, joka antaa laskutoimituksen vektoriavaruuden kaikkien multikovektorien avaruu-
teen.4

4Katso luku 7.6.
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Olkoot k, ℓ ě 1. Alternoivien tensorien ω P AkpV q ja η P AℓpV q ulkoinen tuloa eli väkätulob

on
ω ^ η “

pk ` ℓq!
k! ℓ! Altpω b ηq P Ak`ℓ

pV q .

Lisäksi reaaliluvulle c P R määritellään

c ^ ω “ cω .

aexternal product
bwedge product

Esimerkki 7.16. Olkoot ω, η P A1pV q. Tällöin

ω ^ η “
2
1

1
2pω b η ´ η b ωq “ pω b η ´ η b ωq .

Erityisesti ω ^ ω “ 0.

Propositio 7.17. (1) Olkoot ω P AkpV q, α, β P AℓpV q ja olkoot a, b P R. Tällöin

ω ^ paα ` bβq “ aω ^ α ` bω ^ β

ja
paα ` bβq ^ ω “ aα ^ ω ` bβ ^ ω .

(2) α ^ β “ p´1qkℓβ ^ α kaikille α P AkpV q ja β P AℓpV q.

Todistus. (1) Väite seuraa tensoritulon bilineaarisuudesta, Lemma 7.6.
(2) Olkoon σ “ p1 2 ¨ ¨ ¨ k ` ℓq. Huomataan ensin, että

α b βpv1, . . . , vk`ℓq “ pσk ¨ pβ b αqqpv1, . . . , vk`ℓq .

Syklin σ merkki on p´1qk`ℓ`1, joten signpσkq “ p´1qkpk`ℓ`1q “ p´1qkℓ. Siis

α ^ β “
pk ` ℓq!
k! ℓ! Altpα b βq “

pk ` ℓq!
k! ℓ! Altpσk ¨ pβ b αqq

“
1
k! ℓ!

ÿ

τPSk`ℓ

signpτq τ ¨ pσk ¨ pβ b αqq

“
1
k! ℓ! signpσkq

ÿ

τPSk`ℓ

signpτσkq pτσkq ¨ pβ b αq

“
1
k! ℓ!p´1q

kℓ
ÿ

τPSk`ℓ

signpτq τ ¨ pβ b αq

“ p´1q
kℓ pk ` ℓq!

k! ℓ! Altpβ b αqq “ p´1q
kℓβ ^ α .

Viides yhtäsuuruus seuraa siitä, että oikea siirto permutaatiolla σk on ryhmän S``ℓ bi-
jektio itselleen

Seuraus 7.18. Jos A P T p0,kq ja k on pariton, niin A ^ A “ 0.
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Lemma 7.19. Olkoot S P T p0,kqpV q ja T P T p0,ℓqpV q. Tällöin

AltpAltS b T q “ AltpS b T q “ AltpS b AltT q .

Todistus. Todistamme väitteen ensimmäisen yhtälön. Olkoon

G “ tσ P Sk`ℓ : σpk ` jq “ k ` j kaikilla 1 ď j ď ℓu ă Sk`ℓ .

Määritelmän ja Lemman 7.7 nojalla

AltpAltS b T q “
1

pk ` ℓq!
ÿ

σPSk`ℓ

signpσqσ ¨ pAltS b T q

“
1

pk ` ℓq!
ÿ

σPSk`ℓ

signpσqσ ¨

´ 1
k!

ÿ

τPSk

signpτq τ ¨ S b T
¯

“
1

pk ` ℓq! k!
ÿ

σPSk`ℓ

signpσqσ ¨

´

ÿ

τPSk

signpτq τ ¨ pS b T q

¯

“
1

pk ` ℓq! k!
ÿ

σPSk`ℓ

ÿ

τPG

signpσqσ ¨

´

signpτq τ ¨ pS b T q

¯

“
1

pk ` ℓq! k!
ÿ

σPSk`ℓ

ÿ

τPG

signpστqστ ¨ pS b T q

“
1

pk ` ℓq!
ÿ

σPSk`ℓ

signpσqσ ¨ pS b T q “ AltpS b T q ,

Viimeisessä yhtäsuuruudessa käytämme sitä, että oikea siirto permutaatiolla τ P G on
ryhmän Sk`ℓ bijektio itselleen. Siis tarkasteltavassa kaksinkertaisessa summassa lasketaan
k! “ #G “ #Sk kertaa summa yli ryhmän Sk`ℓ.

Väitteen jälkimmäinen yhtälö todistetaan samaan tapaan.

Propositio 7.20. Jos ω P AkpV q, α P AℓpV q ja β P AmpV q, niin

pω ^ αq ^ β “
pk ` ℓ ` mq!
k! ℓ!m! Altpω b α b βq “ ω ^ pα ^ βq .

Todistus. Määritelmien ja Lemman 7.19 nojalla

pω ^ αq ^ β “
pk ` ℓ ` mq!
pk ` ℓq!m! Altppω ^ αq b βq

“
pk ` ℓ ` mq!
pk ` ℓq!m! Altppk ` ℓq!

k! ℓ! Altpω b αq b βq

“
pk ` ℓ ` mq!
k! ℓ!m! AltpAltpω b αq b βq “

pk ` ℓ ` mq!
k! ℓ!m! Altpω b α b βq .

Yhtälö ω ^ pα ^ βq “ Altpω b α b βq todistetaan samalla tavalla.

Proposition 7.20 nojalla ulkoisen tulon merkintä ω ^ α ^ β on yksiselitteinen ja voimme
jättää sulut merkitsemättä tällaisissa lausekkeissa.
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Seuraus 7.21. Olkoot ω1, . . . ωk P A1pV q. Jos ωi “ ωj joillain indekseillä 1 ď i, j ď k,
i ‰ j, niin ω1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ ωk “ 0.

Todistus. Harjoitustehtävä 7.11

Seuraus 7.22. Olkoon V n-ulotteinen vektoriavaruus. Kovektorit ω1, . . . , ωk P V ˚ ovat
lineaarisesti riippumattomia, jos ja vain jos ω1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ ωk ‰ 0.

Todistus. Harjoitustehtävä 7.12

Propositio 7.23. Jos ω1, . . . , ωk P T p0,1qpV q ja v1, . . . , vk P V , niin

ω1
^ ω2

^ ¨ ¨ ¨ ^ ωkpv1, v2, . . . , vkq “ detpωivjqq
k
i,j“1 .

Todistus. Ulkoisen tulon ja determinantin määritelmistä saamme yhtälöketjun

ω1
^ ω2

^ ¨ ¨ ¨ ^ ωk pv1, v2, . . . , vkq

“ k! Altpω1
b ω2

b ¨ ¨ ¨ b ωkqpv1, v2, . . . , vkq

“
ÿ

σPSk

signpσq pω1
b ω2

b ¨ ¨ ¨ b ωkqpvσp1q, vσp2q, . . . , vσpkqq

“
ÿ

σPSk

signpσqω1vσp1q ω
2vσp2q ¨ ¨ ¨ωkvσpkq “ detpωivjqq

k
i,j“1 .

7.5 Alternoivien tensorien kanta
Propositio 7.24. Olkoon V n-ulotteinen vektoriavaruus ja olkoon pω1, . . . , ωnq duaali-
avaruuden V ˚ kanta. Tällöin k-kovektorien joukko

Ak “
␣

ωi1 ^ ωi2 ^ ¨ ¨ ¨ ^ ωik : 1 ď i1 ă i2 ă ¨ ¨ ¨ ă ik ď n
(

muodostaa avaruuden AkpV q kannan.

Todistus. Proposition 7.4 todistuksessa näimme, että tensorit ωi1 b ωi2 b ¨ ¨ ¨ b ωik vi-
rittävät avaruuden T p0,kqpV q. Proposition 7.14 nojalla Alt on lineaarikuvaus ja AkpV q “

AltpAkpV qq “ AltpT p0,kqpV qq, joten k-kovektorit

Altpωi1 b ωi2 b ¨ ¨ ¨ b ωikq “
1
k! ω

i1 ^ ω‘i2 ^ ¨ ¨ ¨ ^ ωik ,

1 ď ij ď n kaikilla 1 ď j ď k virittävät avaruuden AkpV q.
Jos ti1, . . . , iku “ tj1, . . . , jku, niin Proposition 7.17(2) nojalla

ωi1 ^ ω‘i2 ^ ¨ ¨ ¨ ^ ωik “ ˘ωj1 ^ ωj2 ^ ¨ ¨ ¨ ^ ωjk

ja ωi1 ^ ω‘i2 ^ ¨ ¨ ¨ ^ ωik “ 0, jos ir “ is joillain 1 ď r ă s ď n. Siis joukko Ak virittää
avaruuden AkpV q.

Olkoon pv1, . . . vkq avaruuden V kanta, joka on duaalinen kannan pω1, . . . , ωnq kanssa.
Oletetaan, että

ÿ

1ďi1ăi2ă¨¨¨ăikďn

ai1i2¨¨¨ikω
i1 ^ ωi2 ^ ¨ ¨ ¨ ^ ωik “ 0 .
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Olkoot 1 ď j1 ă j2 ă ¨ ¨ ¨ ă jk ď n. Tällöin Proposition 7.23 nojalla

0 “

´
n
ÿ

i1,i2,...,ik“1
ai1i2¨¨¨ikω

i1 ^ ωi2 ^ ¨ ¨ ¨ ^ ωik
¯

pvj1 , vj2 , . . . , vjkq

“ aj1j2¨¨¨jkω
i1 ^ ωi2 ^ ¨ ¨ ¨ ^ ωikpvj1 , vj2 , . . . , vjkq

“ aj1j2¨¨¨jk detpωiavjbq
k
a,b“1 “ aj1j2¨¨¨jk detpδiajb q

k
a,b“1 “ aj1j2¨¨¨jk .

Joukko A on lineaarisesti riippumaton, koska kaikki kertoimet summassa ovat nollia.

Seuraus 7.25. Jos V on n-ulotteinen vektoriavaruus, niin AkpV q on
`

n
k

˘

-ulotteinen vek-
toriavaruus.

Seuraus 7.26. Jos ω P AnpRnq, niin ω “ c det jollain c P R.

Todistus. VektoriavaruusAnpRnq on 1-ulotteinen Seurauksen 7.25 nojalla, joten n-kovektori
det P AnpRnq ´ t0u virittää sen.

Käytämme seuraavaa tulosta luvussa 9 sileiden n-muotojen alkukuvien tarkastelussa,
katso Lause 9.12.

Propositio 7.27. Olkoon pv1, . . . , vnq vektoriavaruuden V kanta, olkoon A “
`

aji
˘

reaa-
linen n ˆ n-matriisi ja olkoot wi “

řn
j“1 a

j
ivj, kaikilla 1 ď i ď n. Olkoon ω P AnpRnq.

Tällöin
ωpw1, . . . , wnq “ detA ωpv1, . . . , vnq .

Todistus. Kuvaus η : pRnqn Ñ R,

ηpu1, . . . , unq “ ω
´

n
ÿ

j“1
uj1vj, . . . ,

n
ÿ

j“1
ujnvj

¯

.

on alternoiva n-tensori. Seurauksen 7.26 nojalla η “ c det jollain c P R. Vakio c voidaan
määrittää laskemalla muodon ω arvo sopivasti valituilla vektoreilla. Huomaamme, että

ωpv1, . . . , vnq “ ηpe1, . . . , enq “ c detpe1, . . . , enq “ c , (7.2)

väite seuraa valitsemalla ui “ pa1
i , . . . , a

n
i q jokaisella 1 ď i ď n. Yhtälön (7.2) nojalla

ωpw1, . . . , wnq “ ω
´

n
ÿ

j“1
aj1vj, . . . ,

n
ÿ

j“1
ajnvj

¯

“ ηpa1, . . . , anq

“ c detA “ ωpv1, . . . , vnq detA .

Emme tarvitse seuraavaa tulosta tällä kurssilla.

Lause 7.28. Jos V on n-ulotteinen vektoriavaruus, niin dimSkpV q “
`

n`k´1
k

˘

.

Todistus. Todistuksessa tarvittavat kombinatoriset ainekset esitetään esimerkiksi lähtees-
sä [Sta, luku 1.2].

Esimerkki 7.29. Proposition 7.4, Seurauksen 7.25 ja Lauseen 7.28 nojalla

dimT p0,3q
pE3

q “ 33
“ 27 ą 21 “ Sym3

pE3
q ` dim Alt3

pE3
q .

Siis on kovariantteja 3-tensoreita, jotka eivät ole symmetristen ja alternoivien tensorien
summia. Harjoitustehtävässä 7.9 osoitetaan, että e1 b e2 b e3 P T p0,3qpE3q on esimerkki
tällaisesta tensorista.
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7.6 Grassmannin algebra ApV q

Seuraus 7.30. Olkoon V n-ulotteinen vektoriavaruus. Jos k ą n, niin AkpV q “ t0u.

Äärellisulotteisen vektoriavaruuden V ulkoinen algebra eli Grassmannin algebra on

ApV q “ ΛpV ˚
q “

dimV
à

k“0
AkpV q ,

jossa kertolasku on ulkoinen tulo ^.
Jos a P AkpV q Ă ApV q, niin muodon a aste on k.

Vektoriavaruuksien suora summa
Àn

k“0 A
kpV q on vektoriavaruus A0pV qˆ¨ ¨ ¨ˆAnpV q.

Merkintää käytetään, koska algebran ApV q alkiot on tapana kirjoittaa summana muodois-
ta, joiden asteet eivät välttämättä ole samoja, esimerkiksi e1 ` e2 ^ e3 P ApR3q.

Seuraus 7.31. Olkoon V ja olkoon pω1, . . . , ωnq duaaliavaruuden V ˚ kanta. Tällöin k-
kovektorien joukko

Ťn
k“0 Ak muodostaa avaruuden ApV q kannan.

Seuraus 7.32. (1) Ulkoinen tulo on Grassmannin algebran assosiatiivinen laskutoimitus,
joka on distributiivinen yhteenlaskun suhteen.
(2) AkpV q ^ AℓpV q Ă Ak`ℓpV q, missä Ak`ℓpV q “ t0u Ă ApV q, jos k ` ℓ ą dim V .5

Todistus. Seuraa Propositioista 7.17 ja 7.20.

Lemma 7.33. Jos dim V “ n, niin dimApV q “ 2n.

Todistus. Seurauksen 7.25 ja tunnetun binomikertoimien yhteenlaskutuloksen nojalla

dimApV q “

n
ÿ

k“0
dimAkpV q “

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

“ 2n .

Harjoitustehtäviä
7.1. Todista Lemma 7.2.
7.2. Esitä Esimerkin 7.1(3) evaluaatiotensori E P T p1,1qpRnq,

Epω, vq “ ωv ,

vektoreiden ja lineaaristen 1-muotojen tensoritulon avulla.
7.3. Osoita, että T pr,sqpV q on vektoriavaruus.
7.4. Osoita, että tensorit εi b εj, 1 ď i, j ď 3 virittävät avaruuden T p0,2qpR3q. Käy läpi
Proposition 7.4 laskut yksityiskohtaisesti.
7.5. Todista Lemma 7.6.

5Algebra ApV q on astealgebra, englanniksi graded algebra.
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7.6. Olkoon A P T p0,kqpV q. Osoita, että
(1) A on symmetrinen, jos ja vain jos τ ¨ A “ A jokaiselle vaihdolle τ P Sk ja
(2) A on alternoiva, jos ja vain jos τ ¨ A “ ´A jokaiselle vaihdolle τ P Sk.
7.7. Todista Proposition 7.14 kohdat (1), (3) ja (4).
7.8. Todista Seuraus 7.15.
7.9. Osoita, että tensori e1 b e2 b e3 P T p0,3qpE3q ei ole symmetrisen ja antisymmetrisen
tensorin summa.
7.10. Anna esimerkki 2-kovektorista ω P ApR4q, jolle ω ^ ω ‰ 0.
7.11. Todista Seuraus 7.21.
7.12. Todista Seuraus 7.22.
7.13. Osoita, että Esimerkissä 7.10 määritelty determinantti det on alternoiva p0, kq-
tensori. Osoita, että

detpv1, v2, . . . , vnq “
ÿ

σPSn

signpσqv
σp1q

1 v
σp2q

2 ¨ ¨ ¨ vσpnq
n .
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Luku 8

Tensorikimput ja tensorikentät

Tässä luvussa tarkastelemme tensorikenttiä, jotka yleistävät vektorikentän ja 1-muodon
käsitteet sileän moniston M tangenttiavaruuksien TpM , p P M , multilineaarikuvauksien
tilanteeseen. Osoitamme myös, että tensorikenttien avaruus samastuu luonnollisella ta-
valla vektorikenttien FpMq-modulin XpMq tensorien FpMq-modulin kanssa.

8.1 Tensorikimput ja tensorikentät
Seuraava määritelmä yleistää tangentti- ja kotangenttikimpun määritelmät.

Olkoon M sileä monisto. Moniston M pr, sq-tensorikimppu ona

T pr,sqM “
ğ

pPM

T pr,sq
pTpMq

varustettuna sileän moniston rakenteella, joka määritellään kuten tangentti- ja kotan-
genttikimpuille käyttämällä jokaisessa moniston M sileässä kartassa pU, ϕq Proposition
7.4 antamaa avaruuden T pr,sqpTpMq kantaa, kun Ei “ B

Bxi |p ja εi “ dxip jokaiselle p P U .
Tensorikimpun T pr,sqM (kantapiste)projektio on kuvaus π “ πM : T pr,sqM Ñ M , πpApq “ p
kaikille Ap P T pr,sqpTpMq.

aLee [Lee2] käyttää tensorikimpulle merkintää T pr,sqpTMq ja erilaisia merkintöjä ko- ja kontrava-
rianttien tensorien kimpuille.

Propositio 8.1. Sileän moniston tensorikimput ovat sileitä monistoja. Kantapisteprojek-
tiot ovat sileitä kuvauksia.

Todistus. Todistetaan kuten Propositio 4.3.

Esimerkki 8.2. T p1,0qM “ TM ja T p0,1qM “ T ˚M .
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Olkoon M sileä monisto. Kuvaus A : M Ñ T pr,sqM , jolle π ˝A “ idM , on tensorikenttä tai
tensorikimpun T pr,sqM (globaali) leikkaus.
Olkoon

Γ
`

T pr,sqM
˘

“ tA : M Ñ T pr,sqM : A on sileäu .

Käytämme merkintää
Ap “ Appq .

Olkoon M sileä monisto. Tensorikenttien A,B P Γ
`

T pr,sqM
˘

summa on A ` B P T pr,sqM ,
jolle

pA ` Bqp “ Ap ` Bp .

Jos f P FpMq, niin fA P Γ
`

T pr,sqM
˘

on tensori

pfAqp “ fppqAp .

Tensorikenttien A P Γ
`

T pr,sqM
˘

ja B P Γ
`

T pt,uqM
˘

tensoritulo on A b B P T pr`t,s`uqM ,
jolle

pA b Bqp “ Ap b Bp .

Proposition 7.4 nojalla jokainen tensorikenttä A P ΓpT pr,sqMq voidaan kirjoittaa lo-
kaaleissa koordinaateissa muodossa

Ap “

n
ÿ

j1,...,jr,
ℓ1,...,ℓs“1

Aj1,...,jrℓ1,...,ℓsppq
B

Bxj1

ˇ

ˇ

ˇ

p
b ¨ ¨ ¨ b

B

Bxjr

ˇ

ˇ

ˇ

p
b dxℓ1p b ¨ ¨ ¨ b dxℓsp . (8.1)

Propositio 8.3. Olkoon M sileä monisto ja olkoon pU, ϕq sileä kartta monistolla M .
Olkoon A : M Ñ T pr,sqM kuvaus, jolle π ˝ ω “ idM . Tällöin A on sileä tensorikenttä
joukossa U , jos ja vain jos sen kerroinfunktiot esityksessä (8.1) ovat sileitä.

Todistus. Todistetaan kuten Propositio 4.8.

Olkoon M sileä monisto ja olkoon p P M . Olkoot pU, xq ja pV, yq sileitä karttoja
pisteessä p. Luvuissa 3.3 ja 6.7 osoitimme, että kartan pU, xq koordinaattivektorit ja -
muodot saadaan kartan pV, yq koordinaattivektoreista ja -muodoista lausekkeilla

B

Bxi
“

n
ÿ

j“1

Byj

Bxi
B

Byj
(8.2)

ja

dxj “

n
ÿ

i“1

Bxj

Byi
dyi . (8.3)

Jos

Ap “

n
ÿ

j1,...,jr,
ℓ1,...,ℓs“1

Aj1,...,jrℓ1,...,ℓsppq
B

Bxj1

ˇ

ˇ

ˇ

p
b ¨ ¨ ¨ b

B

Bxjr

ˇ

ˇ

ˇ

p
b dxℓ1p b ¨ ¨ ¨ b dxℓsp

“

n
ÿ

j1,...,jr,
ℓ1,...,ℓs“1

rAj1,...,jrℓ1,...,ℓsppq
B

Byj1

ˇ

ˇ

ˇ

p
b ¨ ¨ ¨ b

B

Byjr

ˇ

ˇ

ˇ

p
b dyℓ1p b ¨ ¨ ¨ b dyℓsp ,
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niin käyttämällä yhtälöitä (8.2) ja (8.3) ja tensoritulon multilineaarisuutta saadaan

rAa1,...,ar

b1,...,bs
“
ÿ

Aj1,...,jrℓ1,...,ℓs

Bya1

Bxj1
¨ ¨ ¨

Byar

Bxjr
Bxℓ1

Byb1
¨ ¨ ¨

Bxℓs

Bybs
(8.4)

Klassisessa differentiaaligeometriassa ja Riemannin geometriassa pr, sq-tensori on jokai-
seen lokaaliin koordinaattiin liittyvä nr`s sileän funktion indeksoitu kokoelma, joka muun-
tuu kartanvaihdossa yhtälön (8.4) mukaisesti.

Tensorikentällä A P Γ
`

T pr,sqM
˘

on r kontravarianttia ja s kovarianttia muuttujaa.
Jos A on p0, sq-tensorikenttä, niin A on kovariantti s-tensorikenttä.
Jos A on pr, 0q-tensorikenttä, niin A on kontravariantti r-tensorikenttä.
Jos A on pr, sq-tensorikenttä ja r ‰ 0 ‰ s, niin A on sekatensorikenttä.

Esimerkki 8.4. (1) Sileät vektorikentät ovat kontravariantteja 1-tensorikenttiä ja sileät
1-muodot ovat kovariantteja 1-tensorikenttiä:

XpMq “ Γ
`

T p1,0qM
˘

ja X˚
pMq “ Γ

`

T p0,1qM
˘

.

(2) Lauseke
řn
k“1 dx

k b dxk on kovariantti 2-tensori sileällä monistolla En.

8.2 Kovariantin tensorikentän alkukuva

Olkoot M1 ja M2 sileitä monistoja ja olkoon A P Γ
`

T p0,mqpM2q
˘

. Olkoon F : M1 Ñ M2
sileä kuvaus. Kovariantin tensorikentän A P alkukuvaa on kuvaus F ˚A : M1 Ñ T p0,kqpM1q,
jolle pätee

pF ˚Aqppv1, . . . , vkq “ ApdFpv1, . . . , dFpvkq

kaikille v1, . . . , vk P TpM1 kaikille p P M1.
aEnglanniksi pullback.

Kovariantin tensorin alkukuvan perusominaisuudet todistetaan samaan tapaan kuin
1-muotojen alkukuvalle tehtiin luvussa 6.5.

Propositio 8.5. Olkoot M ja N sileitä monistoja ja olkoon F : M Ñ N sileä kuvaus.
Tällöin
(1) F ˚pA ` Bq “ F ˚pAq ` F ˚pBq kaikilla A,B P ΓpT p0,kqpNqq.
(2) F ˚pA b Bq “ F ˚pAq b F ˚pBq kaikilla A P ΓpT p0,kqpNqq ja B P ΓpT p0,mqpNqq.
(3) F ˚pf Aq “ pf ˝ F qF ˚pAq kaikilla A P ΓpT p0,kqpNqq ja f P FpNq.

Todistus. Kohdat (1) ja (2) todistetaan Harjoitustehtävässä 8.1.
(3) Olkoon p P M ja olkoot v1, . . . , vk P TpM . Alkukuvan määritelmän nojalla ja koska
dFpv1, . . . , dFpvk P TF ppqN ,

pF ˚
pfBqqppv1, . . . , vkq “ pfBqF ppqpdFpv1, . . . , dFpvkq

“ fpF ppqqBF ppqpdFpv1, . . . , dFpvkq

“ pf ˝ F qppqF ˚Bpv1, . . . , vkq .
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Propositio 8.6. Olkoon M sileä monisto.
(1) Jos A P Γ

`

T pr,sqM
˘

ja B P Γ
`

T pt,uqM
˘

, niin A b B P Γ
`

T pr`t,s`uqM
˘

.
(2) Olkoon F : M Ñ N sileä kuvaus ja olkoon A P Γ

`

T p0,sqpNq
˘

. Tällöin F ˚A P Γ
`

T p0,sqpMq
˘

Todistus. (1) Harjoitustehtävä 8.2.
(2) Olkoon pU, ϕq sileä kartta monistolla M ja olkoon pV, ψq sileä kartta monistolla N
siten, että F pUq Ă V . Olkoot px1, . . . , xmq ja py1, . . . , ynq kuvausten ϕ ja ψ komponentit.
Proposition 8.3 nojalla on sileät funktiot Aℓ1,...,ℓs P FpV q, joille

A “

n
ÿ

ℓ1,...,ℓs“1
Aℓ1,...,ℓs dy

ℓ1 b ¨ ¨ ¨ b dyℓs .

Joukossa U pätee Proposition 8.5 nojalla

F ˚A “ F ˚
p

n
ÿ

ℓ1,...,ℓs“1
Aℓ1,...,ℓs dy

ℓ1 b ¨ ¨ ¨ b dyℓsq

“

n
ÿ

ℓ1,...,ℓs“1
Aℓ1,...,ℓs ˝ F F ˚dyℓ1 b ¨ ¨ ¨ b F ˚dyℓs

“

n
ÿ

ℓ1,...,ℓs“1
Aℓ1,...,ℓs ˝ F dpyℓ1 ˝ F q b ¨ ¨ ¨ b dpyℓs ˝ F q . (8.5)

Funktiot Aℓ1,...,ℓs ˝F ja yk˝F ovat sileitä, joten väite seuraa Seurauksen 6.16 ja Proposition
8.3 nojalla.

Yhtälössä (8.5) esiintyvät differentiaalit voi tarvittaessa vielä avata Lemman 6.15 avul-
la kuten 1-muodoille tehtiin yhtälössä (6.9).

Propositio 8.7. Olkoot F1 : M1 Ñ M2 ja F2 : M2 Ñ M3 sileitä kuvauksia ja olkoon
B sileä kovariantti tensorikenttä monistolla M3. Tällöin

pF2 ˝ F1q
˚B “ F ˚

1 pF ˚
2 Bq .

Todistus. Harjoitustehtävä 8.13

Olkoon S Ă M sileän moniston M upotettu alimonisto ja olkoon i : S Ñ M inkluusioku-
vaus. Kovariantin tensorin A P ΓpT p0,kqpMqq rajoittuma alimonistolle S on i˚A,

pi˚Aqppv1, . . . , vkq “ Appdipv1q, . . . , dipvkqq “ Appv1, . . . , vkq

kaikille v1, . . . , vk P TpS kaikilla p P S.

8.3 Riemannin metriikka

Olkoon M sileä monisto. Symmetrinen kovariantti 2-tensorikenttä g P ΓpT p0,2qMq on
positiividefiniitti, jos gp on positiividefiniitti jokaisella p P M .
Symmetrinen positiividefiniitti kovariantti 2-tensorikenttä g monistolla M on Riemannin
metriikka eli metrinen tensori. Pari pM, gq on Riemannin monisto.

30. marraskuuta 2023



8.3. Riemannin metriikka 89

Riemannin metriikka kirjoitetaan lokaaleissa koordinaateissa usein ilman tensoritulon
merkkiä

g “
ÿ

i,j

gij dx
i

b dxj “
ÿ

i,j

gij dx
idxj .

Muodollisesti
dxidxj “ Sympdxi b dxjq “

1
2pdxi b dxj ` dxj b dxiq

on p0, 1q-tensorikenttien dxi ja dxj symmetrinen tulo.1

Esimerkki 8.8. Euklidisen avaruuden En luonnollinen Riemannin metriikka on kano-
nisissa koordinaateissa

gE “

n
ÿ

I“1
dxi b dxi “

n
ÿ

I“1
pdxiq2 .

Näissä koordinaateissa gijppq “ δij.
(2) Riemannin metriikka

gH “
1

pxnq2

n
ÿ

i“1
pdxiq2

ylemmässä puoliavaruudessa tx P Rn : xn ą 0u määrää hyperbolisen avaruuden

Hn
“
`

tx P Rn : xn ą 0u, gH
˘

,

tai tarkemmin hyperbolisen avaruuden puoliavaruusmallin.
(3) Olkoon pM, gq Riemannin monisto ja olkoon f P FpMq, f ą 0. Tällöin pM, fgq on
Riemannin monisto, joka on saatu Riemannin monistosta pM, gq metriikan konformisella
muunnoksella. Kohdan (2) hyperbolinen metriikka saadaan kertomalla euklidinen Rie-
mannin metriikka funktiolla f P F

`

tx P Rn : xn ą 0u
˘

, fpxq “ pxnq´2.

Propositio 8.9. Olkoon S sileä monisto ja olkoon pM, gq Riemannin monisto. Olkoon
F : S Ñ M immersio. Tällöin F ˚g on Riemannin metriikka.

Todistus. Harjoitustehtävä 8.3.

Esimerkki 8.10. Propositiossa 5.9 osoitimme, että upotetun alimoniston inkluusioku-
vaus on upotus, erityisesti siis se on immersio. Esimerkiksi Euklidisen avaruuden En`1

Riemannin metriikan rajoittuma monistolle Sn määrää Riemannin metriikan sileällä mo-
nistolla Sn. Tämä on pallonpinnan Sn tavallinen Riemannin metriikka tai pyöreä Rieman-
nin metriikka.

Lause 8.11. Jokaisella sileällä monistolla on Riemannin metriikka.

Todistus. Whitneyn upotuslauseen2 nojalla jokainen sileä monisto voidaan upottaa si-
leäksi alimonistoksi euklidiseen avaruuteen. Väite seuraa Whitneyn upotuslauseesta ja
Propositiosta 8.9.

1Symmetrinen tulo on luvussa 7.4 määritellyn ulkoisen tulon vastine symmetristen tensorien ja ten-
sorikenttien tilanteessa.

2Lause 5.16
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Esimerkki 8.12. Euklidisen tason Riemannin metriikan lauseke napakoordinaateissa
saadaan Esimerkin 3.11, yhtälön (8.5) ja Lemman 6.15 avulla

g “ dx1
b dx1

` dx2
b dx2

“ dpr cos θq b dpr cos θq ` dpr sin θq b dpr sin θq

“ pcos θdr ´ r sin θdθq b pcos θdr ´ r sin θdθq ` psin θdr ` r sin θdθq b psin θdr ` r sin θdθq

“ dr b dr ` r2 dθ b dθ “ dr2
` r2dθ2 .

8.4 Modulin XpMq tensorit
Tensorit voidaan määritellä myös FpMq-modulille XpMq laajentamalla määritelmä ren-
gaskertoimisten modulien lineaarialgebran käsitteillä samaan tapaan kuin vektorikentille
tehtiin Luvussa 4.4.

Propositio 8.13. Jos M on sileä monisto, niin X˚pMq on reaalinen vektoriavaruus ja
FpMq-moduli.

Todistus. Harjoitustehtävä 8.7.

Olkoon K kommutativinen rentas ja olkoot M1 ja M2 K-moduleja. Kuvaus L : M1 Ñ M2
on K-lineaarikuvaus, jos

Lpam ` bnqaLpmq ` bLpnq

kaikille a, b P K ja kaikille m,n P M1.

Lemman 6.13 mukaan jokainen sileä 1-muoto ω P X˚pMq määrää FpMq-lineaarisen
kuvauksen X ÞÑ ωX modulilta XpMq renkaaseen FpMq.

Olkoot V ja W R-moduleja. Kuvaus L : V Ñ W on R–lineaarikuvaus, jos

Lpru ` svq “ rLpuq ` sLpvq

kaikille r, s P R ja u, v P V .
Olkoot V1, . . . , Vn ja W R-moduleja. Kuvaus A :

ś

Vi Ñ W on R-multilineaarinen, jos
kuvaus

v ÞÑ Apv1, v2, . . . , vs´1, v, vs`1, . . . , vnq

on lineaarinen kaikille 1 ď s ď n ja kaikille vi P Vi, i ‰ s.
R-modulin V duaali V ˚ on R-lineaarikuvausten L : V Ñ R R-moduli.
Jos A : pV ˚qr ˆ V s Ñ R on R-multilineaarikuvaus, niin se on pr, sq–tensori modulilla V .

Proposition 4.13 nojalla XpMq on FpMq-moduli.

Propositio 8.14. Olkoon M sileä monisto. Vektorikenttien modulin XpMq pr, sq-tensorit
muodostavat FpMq-modulin Tpr,sqpMq.

Todistus. Harjoitustehtävä 8.8.
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Kun osoitetaan kuvaus A : pX˚pMqqrˆXpMqs Ñ FpMq modulin XpMq tensoriksi, tulee
näyttää, että A on FpMq-lineaarinen jokaisessa muuttujassaan. Yleensä käyttäytyminen
yhteenlaskun suhteen on selvää, joten tarkastettavaksi jää vain voidaanko funktiot siirtää
oletetusta tensorista ulos eli päteekö esimerkiksi kuvaukselle B : XpMq ˆ XpMq Ñ FpMq

Bpf1 X1, f2 X2q “ f1f2BpX1, X2q

kaikille f1, f2 P FpMq ja kaikille X1, X2 P XpMq.
Esimerkki 8.15. (1) Lemman 6.13 nojalla sileät 1-muodot ovat modulin XpMq kova-
riantteja 1-tensoreita. Duaalisuudesta seuraa, että sileä vektorikenttä määrää kontrava-
riantin 1-tensorin.
(2) Evaluaatiokuvaus E : X˚pMq ˆ XpMq Ñ FpMq, joka määritellään asettamalla

Epω,Xq “ ωpXq

on vektorikenttien modulin p1, 1q-tensori, sillä kaikille ω P X˚pMq, X P XpMq ja f, g P

FpMq pätee Lemman 6.13 nojalla

Epfω, gXq “ fωpgXq “ fg ωX

(3) Olkoon ω P X˚pMq. Kuvaus B : XpMq2 Ñ FpMq, joka määritellään asettamalla
BpV,W q “ V ωpW q ei ole modulin XpMq tensori. Tarkastellaan jälkimmäistä muuttu-
jaa. Olkoon f P FpMq. Tällöin muodon ω FpMq-lineaarisuuden ja Leibnitzin säännön
nojalla

X ωpfY q “ X pfωY q “ pXfqωY ` fX ωY .

Funktio pXfqωY ei kuitenkaan yleensä ole nollafunktio, joten B ei ole tensori.

8.5 Modulin XpMq tensorin arvo pisteessä
Tässä luvussa osoitamme, että modulin XpMq tensorit vastaavat luonnollisella tavalla
moniston M tensorikenttiä.

Lemma 8.16. Olkoon A P Tpr,sqpMq. Jos p on 1-muodon θi tai vektorikentän Xj nolla-
kohta jollain 1 ď i ď r tai 1 ď j ď s, niin Apθ1, θ2, . . . θr, X1, X2, . . . , Xsqppq “ 0.

Todistus. Tarkastellaan tilannetta, jossa A on p1, 1q–tensori, yleisessä tapauksessa ei ole
mitään oleellisesti erilaista.3

Olkoon θ P X˚pMq ja olkoon X P XpMq. Olkoon p P M ja olkoon pU, xq Q p lo-
kaali koordinaatti. Yhtälön (4.4) nojalla on funktiot Xi P FpUq, joille X “

řn
i“1 X

i B

Bxi

ympäristössä U . Olkoon f P FpMq sileä töyssyfunktio pisteessä p. Tällöin saadaan luon-
nollisella tavalla määriteltyä fX i P FpMq ja f B

Bx1 P XpMq4. Käyttämällä tensorin A
FpMq-lineaarisuutta muuttujan X suhteen saadaan

f 2Apθ,Xq “ Apθ, f 2Xq “ A
´

θ,
ÿ

i

fX if
B

Bx1

¯

“
ÿ

i

fX iA
´

θ, f
B

Bx1

¯

.

Jos X ippq “ 0 kaikilla i, niin yhtälössä oikealla oleva summa on 0, joten Apθ,Xqppq “ 0.
Tapaus, jossa p on 1-muodon nollakohta käsitellään samaan tapaan.

3Katso yleisen tapauksen todistus esimerkiksi lähteestä [Lee2, Lemma 12.24].
4Töyssyfunktio f otetaan tässäkin käyttöön, jotta koordinaattien avulla saatu vektorikentän lauseke

laajenee koko monistolle.
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Propositio 8.17. Olkoon M sileä monisto ja olkoon p P M . Olkoon A P Tpr,sqpMq.
Olkoot θi, ωi, 1 ď i ď r, 1-muotoja ja olkoot Xj, Yj, 1 ď j ď s, vektorikenttiä siten, että
θi|p “ ωi|p ja Xj|p “ Yj|p kaikilla 1 ď i ď r ja 1 ď j ď s. Tällöin

Apθ1, θ2, . . . θr, X1, X2, . . . , Xsq “ Apω1, ω2, . . . ωr, X1, X2, . . . , Xsq .

Todistus. Kun A on p1, 1q–tensori, saadaan multilineaarisuuden ja Lemman 8.16 nojalla

Apθ,Xqppq ´ Apω, Y qppq “ Apθ ´ ω,Xqppq ` Apω,X ´ Y qppq “ 0 ` 0 “ 0 .

Yleinen tapaus todistetaan samaan tapaan.

Proposition 8.17 nojalla jokainen modulin XpMq tensori A P Tpr,sqpMq määrää kuvauk-
sen Ap : pTpMqrˆpT ˚

pMqs Ñ R asettamalla jokaiselle X1,p, . . . , Xr,p P TpM ja ω1
p, . . . , ω

s
p P

T ˚
pM

AppX1,p, . . . , Xr,p, ω
1
p, . . . , ω

s
pq “ ApX1, . . . , Xr, ω

1, . . . , ωsq ,

missä Xk P XpMq ja ωj P X˚pMq siten, että Xkppq “ Xk,p ja ωjppq “ ωjp kaikilla 1 ď k ď r

ja 1 ď j ď s. On helppo tarkastaa, että Ap P T pr,sqpTpMq. Tensori Ap P T pr,sqpTpMq on
tensorin A P Tpr,sqpMq arvo pisteessä p.

Kuvaus p ÞÑ Ap määrää tensorikentän. Tämän havainnon avulla saadaan tulos, jo-
ka osoittaa, että modulien avulla määritelty tensorien käsite on todellakin sama kuin
tensorikimpun leikkausten avulla annettu määritelmä.

Seuraus 8.18. Jokainen tensori A P Tpr,sqpMq määrää kanonisesti yksikäsitteisen si-
leän tensorikentän A P ΓpT pr,sqMq. Jokainen sileä tensorikenttä A P ΓpT pr,sqMq määrää
kanonisesti yksikäsitteisen tensorin A P Tpr,sqM .

Todistus. Harjoitustehtävä 8.12.

Seurauksen 8.18 nojalla sileän moniston tensorikentät ja FpMq-modulin XpMq tensorit
samastetaan jatkossa ja merkinnällä Tpr,sqpMq voidaan viitata kumpaan tahansa.

Propositio 8.19. (1) X˚pMq “ Tp0,1qpMq “ XpMq˚.
(2) XpMq “ Tp1,0qpMq.

8.6 Yleistetyt tensorit
Jos A : XpMqs Ñ XpMq on FpMq-multilineaarikuvaus, niin sen avulla muodostettu kuvaus
Ā : X˚pMq ˆ XpMqs Ñ FpMq,

Āpθ,X1, X2, . . . , Xsq “ θApX1, X2, . . . , Xsq

on p1, sq-tensorikenttä. Tämän yhteyden perusteella kuvausta A voidaan kutsua yleiste-
tyksi tensorikentäksi.
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Esimerkki 8.20. Kaikki tällä kurssilla tarkasteltavat vektorikenttien keskeiset operaa-
tiot eivät määrää tensorikenttiä edes tässä yleistetyssä mielessä. Tangenttivektoreiden
Xp, Yp P TpM Lien tulo määritellään asettamalla

rXp, Ypsh “ XpYph ´ YpXph

kaikille h P FpMq. Se määrää kuvauksen r¨, ¨s : XpMq ˆ XpMq Ñ XpMq, joka ei ole
tensorikenttä yleistetyssä mielessä: Jos X, Y P XpMq ja g P FpMq, niin

rX, gY s “ grX, Y s ` pXgqY,

joten kuvaus ei ole FpMq-bilineaarinen. 5

Harjoitustehtäviä
8.1. Todista Proposition 8.5 kohdat (1) ja (2).
8.2. Todista Proposition 8.6 kohta (1).
8.3. Todista Propositio 8.9.
8.4. Olkoon g sileän moniston S2 tavallinen Riemannin metriikka, jonka euklidisen ava-
ruuden Riemannin metriikka määrää alimonistolle S2 Ă E3. Määritä pS ´1q˚g.
8.5. Määritä Riemannin moniston S2 tavallisen Riemannin metriikan lauseke pallokoor-
dinaateissa.6

8.6. Kuvaus F : Bnp0, 1q Ñ Hn,7

F pxq “ ´en ` 2 x ` en
}x ` en}2

on diffeomorfismi.8 Määritä F ˚gH. Halutessasi voit rajoittua tapaukseen n “ 2.
8.7. Todista Propositio 8.13.
8.8. Todista Propositio 8.14.
8.9. Todista Proposition 8.17 väite p1, 2q-tensoreille.
8.10. 1-muodon θ P X˚pMq ulkoinen derivaatta dθ määritellään asettamalla

dθpX, Y q “ XθY ´ Y θX ´ θrX, Y s

kaikille X, Y P XpMq. Osoita, että dθ on kovariantti 2-tensorikenttä.
8.11. Määritä tensorikentän E : X˚pMq ˆ XpMq Ñ FpMq,

Epω,Xq “ ωpXq

esitys lokaaleissa koordinaateissa.
5Katso Harjoitustehtävät 4.9-4.12.
6Katso Harjoitustehtävä 3.5. Nyt r “ 1.
7Katso määritelmät Esimerkistä 8.8.
8Kuvaus F saadaan rajoittamalla yksikköpalloon inversio pallonpinnassa, jonka keskipiste on ´en ja

säde on
?

2.

30. marraskuuta 2023



94 Tensorikimput ja tensorikentät

8.12. Todista Seuraus 8.18.9

8.13. Todista Propositio 8.7

9Katso Propositio 6.17.
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Luku 9

Sileät differentiaalimuodot

Tässä luvussa siirrymme tarkastelemaan sileitä tensorikenttiä, joiden arvot ovat alternoi-
via p0, kq-tensoreita. Määrittelemme differentiaalimuotojen ulkoisen derivaatan ja osoi-
tamme, että jokaisella sileällä monistolla on yksikäsitteinen ulkoinen derivaatta. Luvun
lopuksi tarkastelemme lyhyesti suljettuja ja eksakteja muotoja.

9.1 Sileät k-muodot

Olkoon M sileä n-monisto ja olkoon k ě 0. Sileä tensorikenttä ω P ΓpT p0,kqMq “ Tp0,kqpMq

on sileä k-muoto, jos ωp P AkpTpMq jokaisella p P M . Tällöin luku k on k-muodon ω as-
te. Kaikki k-muodot ovat differentiaalimuotoja. Sileän moniston M sileiden k-muotojen
avaruus on ΩkpMq Ă ΓpT p0,kqMq “ Tp0,kqpMq, kun k ě 1 ja Ω0pMq “ FpMq. Kaikkien
sileiden differentiaalimuotojen avaruus ona

ΩpMq “

n
à

k“0
Ωk

pMq .

Differentiaalimuotojen α, ω P ΩpMq ulkoinen tulob α ^ ω määritellään pisteittäin

pα ^ ωqp “ αp ^ ωp .

aLee [Lee2, Ch. 14] käyttää tälle avaruudelle merkintää Ω˚pMq.
bKatso luku 7.4.

Funktion f P FpMq “ Ω0pMq ja k-muodon ω P ΩkpMq ulkoinen tulo on luvun 7.4
määritelmien mukaisesti sama kuin muodon kertominen funktiolla

f ^ ω “ ω ^ f “ fω .

Lemma 9.1. Olkoon M sileä monisto. Tällöin ΩkpMq “ t0u kaikille k ą dimM .
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Todistus. Väite seuraa määritelmästä ja Seurauksesta 7.30 nojalla.

Sileiden differentiaalimuotojen avaruus ΩpMq on vektoriavaruus ja astealgebra, jon-
ka kertolasku on sileiden muotojen väkätulo ^ samoilla sopimuksilla kuin Grassmannin
algebroissa ApTpMq, p P M .

Sileiden differentiaalimuotojen perusominaisuudet seuraavat suoraviivaisesti yhtäältä
alternoivien muotojen ja toisaalta sileiden tensorikenttien perusominaisuuksista.

Propositio 9.2. Olkoon M sileä monisto ja olkoot k, ℓ P N.
(1) Olkoot ω P ΩkpMq, α, β P ΩℓpMq ja olkoot a, b P R. Tällöin

ω ^ paα ` bβq “ aω ^ α ` bω ^ β

ja
paα ` bβq ^ ω “ aα ^ ω ` bβ ^ ω .

(2) α ^ β “ p´1qkℓβ ^ α kaikille α P ΩkpMq ja β P ΩℓpMq.

Todistus. Seuraa Propositiosta 7.17.

Olkoon pU, xq sileä kartta sileällä monistolla M ja olkoon A : M Ñ T p0,kqM kuvaus,1
jolle Ap P AkpTpMq jokaisella p P M ja π ˝ ω “ idM . Proposition 7.24 nojalla on funktiot
Ai1i2¨¨¨ik : U Ñ R, joille

A “
ÿ

i1ăi2ă¨¨¨ăik

Ai1i2¨¨¨ik dx
i1 ^ dxi2 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxik . (9.1)

Propositio 9.3. Olkoon M sileä monisto ja olkoon pU, ϕq sileä kartta monistolla M .
Olkoon A : M Ñ T p0,kqM kuvaus, jolle Ap P AkpTpM) jokaisella p P M ja π ˝ ω “ idM .
Tällöin A on sileä k-muoto joukossa U , jos ja vain jos sen kerroinfunktiot esityksessä
(9.1) ovat sileitä.

Todistus. Seuraa Propositiosta 8.3.

Propositio 9.4. Olkoon F : M Ñ N sileä kuvaus.
(1) Jos α P ΩkpNq, niin F ˚α P ΩkpMq.
(2) Jos lisäksi ω P ΩℓpNq, niin F ˚pα ^ ωq “ F ˚α ^ F ˚ω.

Todistus. Harjoitustehtävä 9.1

Differentiaalimuotojen esittämisessä on joskus kätevä käyttää multi-indeksimerkintää: Jos
I “ pi1, i2, . . . , ikq, niin sovimme, että dxI “ dxi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxik . Tällöin, jos ω on k-muoto,
tulkitsemme

ω “
ÿ

I

ωI dx
J

“
ÿ

i1ăi2ă¨¨¨ăik

ωi1i2¨¨¨ik dx
i1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxik .

1Tässä emme oleta, että A on sileä.
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9.2 Ulkoinen derivaatta
Lineaarikuvausten perhe d : ΩkpMq Ñ Ωk`1pMq, k P N, on ulkoinen derivaatta,a jos
(1) Kaikille ω P ΩkpMq ja τ P ΩℓpMq pätee

dpω ^ τq “ dω ^ τ ` p´1q
kω ^ dτ ,

(2) d ˝ d “ 0 ja
(3) df P Ω1pMq “ X˚pMq on funktion f differentiaali kaikille f P Ω0pMq “ FpMq.

aEnglanniksi exterior derivative tai exterior differentiation.

Sen osoittaminen, että jokaisella sileällä monistolla on ulkoinen derivaatta, on hieman
työlästä. Aloitamme tarkastelemalla tilannetta koordinaattiympäristössä.

Propositio 9.5. Olkoon pU, ϕq sileä kartta n-ulotteisella sileällä monistolla M . Lauseke

d
´

ÿ

ωJ dx
J
¯

“
ÿ

J

dωJ ^ dxJ “
ÿ

J

n
ÿ

i“1

BωJ
Bxi

dxi ^ dxJ (9.2)

määrittelee ulkoisen derivaatan avoimessa joukossa U .

Todistus. Kuvauksen d lineaarisuus seuraa Propositioista 6.12 ja 9.2 ja määritelmän kohta
(3) on suoraan määritelmä funktioiden tapauksessa.
(1) Lineaarisuuden nojalla riittää todistaa väite muodoille ω “ fdxI ja τ “ gdxJ . Lausek-
keen (9.2), Proposition 6.12(2), jälleen lausekkeen (9.2) ja Proposition 9.2(2) nojalla

dpω ^ τq “ dpfg dxI ^ dxJq “ dpfgq dxI ^ dxJ

“ gdf ^ dxI ^ dxJ ` fdg ^ dxI ^ dxJ

“ dω ^ τ ` p´1q
kω ^ dg ^ dxJ

“ dω ^ τ ` p´1q
kω ^ dτ .

(2) Lineaarisuuden nojalla riittää osoittaa väite differentiaalimuodoille ω “ fdxI . Lausek-
keen (9.2) ja Lemman 6.15 nojalla

dpdωq “ dpdf ^ dxIq “ dp

n
ÿ

i“1

Bf

BxI
dxi ^ dxIq

“
`

n
ÿ

i,j“1

B2f

BxjBxi
dxj ^ dxi

˘

^ dxI .

Ulkoisen tulon antisymmetrisyyden2 nojalla saadaan
n
ÿ

i,j“1

B2f

BxjBxi
dxj ^ dxi “

n
ÿ

i“1

B2f

pBxiq2dx
i

^ dxi `
ÿ

1ďiăjďn

B2f

BxjBxi
dxj ^ dxi `

ÿ

1ďjăiďn

B2f

BxjBxi
dxj ^ dxi “ 0 ,

joten dpdωq “ 0 ^ dxI “ 0.
2Propositio 9.2(2).
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Propositio 9.6. Olkoon pU, ϕq sileä kartta sileällä monistolla M . Jos D on ulkoinen
derivaatta joukossa U , niin

D
´

ÿ

ωJ dx
J
¯

“
ÿ

J

dωJ ^ dxJ

Todistus. Olkoon ω “
ř

I ωIdx
I . Ulkoisen derivaatan lineaarisuuden ja ominaisuuden (1)

nojalla
Dω “ D

ÿ

I

ωIdx
I

“
ÿ

I

DpωIdx
I
q “

ÿ

I

DωI ^ dxI `
ÿ

I

ωIDdxI .

Ominaisuuden (3) nojalla dxI “ DxI , joten

Dω “
ÿ

I

dωI ^ dxI `
ÿ

I

ωIDdxI .

Väitteen todistamiseksi riittää siis osoittaa, että DpDxIq “ 0. Osoitetaan tämä induktiolla
asteen suhteen. Oletuksen (2) nojalla DDxj “ 0 kaikilla 1 ď j ď n. Oletetaan, että väite
pätee pk´1q-muodoille. Tällöin ulkoisen derivaatan ominaisuuksien (3) ja (2) ja induktio-
oletuksen nojalla

DpDxi1^Dxi2 ^ ¨ ¨ ¨ ^ Dxikq

“ DpDxi1q ^ pDxi2 ^ ¨ ¨ ¨ ^ Dxikq ´ Dxi1 ^ DpDxi2 ^ ¨ ¨ ¨ ^ Dxikq

“ 0 ^ Dxi2 ^ ¨ ¨ ¨ ^ Dxik ´ Dxi1 ^ 0 “ 0 .

Lause 9.7. Sileällä monistolla M on yksikäsitteinen ulkoinen derivaatta.

Todistus. Proposition 9.5 nojalla moniston M jokaisessa kartassa voidaan määritellä ul-
koinen derivaatta. Olkoot pU, xq ja pV, yq karttoja pisteessä p P M . Olkoon ω P ΩkpMq.
Tällöin on sileät funktiot ωUI ja ωVJ , joille

ω “
ÿ

I

ωUI dx
I

“
ÿ

I

ωVJ dx
J

pisteen p avoimessa karttaympäristössä U X V . Olkoon D ulkoinen derivaatta joukossa
U X V . Propositioiden 9.5 ja 9.6 nojalla

ÿ

I

dωUI dx
I

“ Dω “
ÿ

I

dωVJ dx
J .

Yksikäsitteisyys todistetaan kuten Propositiossa 9.6.

Esimerkki 9.8. Propositioiden 9.5 ja 9.6 nojalla monistolla E3 on yksikäsitteinen ulkoi-
nen derivaatta. Differentiaalimuodon ω P ΩkpE3q ulkoinen derivaatta dω voi olla nollasta
poikkeava, kun k P t0, 1, 2u.
(1) Olkoon f P Ω0pE3q “ FpE3q. Lemmassa 6.15 näimme, että

df “
Bf

Bx1dx
1

`
Bf

Bx2dx
2

`
Bf

Bx3dx
3 .
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(2) Olkoon ω P Ω1pE3q. Tällöin ω “ ω1dx
1 ` ω2dx

2 ` ω3dx
3, joten

dω “

3
ÿ

k“1
dωk ^ dxk “

3
ÿ

k“1

3
ÿ

j“1

Bωk
Bxj

dxj ^ dxk

“
Bω1

Bx2 dx
2

^ dx1
`

Bω1

Bx3 dx
3

^ dx1
`

Bω2

Bx1 dx
1

^ dx2
`

Bω2

Bx3 dx
3

^ dx2

`
Bω3

Bx1 dx
1

^ dx3
`

Bω3

Bx2 dx
2

^ dx3

“

´

Bω2

Bx1 ´
Bω1

Bx2

¯

dx1
^ dx2

`

´

Bω3

Bx2 ´
Bω2

Bx3

¯

dx2
^ dx3

`

´

Bω1

Bx3 ´
Bω3

Bx1

¯

dx3
^ dx1

(3) Olkoon ω P Ω2pE3q. Tällöin ω “ ω3dx
1 ^ dx2 ` ω1dx

2 ^ dx3 ` ω2dx
3 ^ dx1, joten

dω “
Bω3

Bx3 dx
3

^ dx1
^ dx2

`
Bω1

Bx1 dx
1

^ dx2
^ dx3

`
Bω2

Bx2 dx
2

^ dx3
^ dx1

“

´

Bω1

Bx1 `
Bω2

Bx2 `
Bω3

Bx3

¯

dx1
^ dx2

^ dx3 .

Kohdan (1) perusteella funktion f P FpE3q ulkoinen derivaatta vastaa funktion gra-
dienttia ∇f . Kohtien (2) ja (3) laskujen perusteella 2-muodon ω P Ω2pE3s ulkoinen deri-
vaatta vastaa vektorifunktion ω “ pω1, ω2, ω3q : E3 Ñ E3 roottoria3

∇ ˆ ω “

´

Bω2

Bx1 ´
Bω1

Bx2 ,
Bω3

Bx2 ´
Bω2

Bx3 ,
Bω1

Bx3 ´
Bω3

Bx1

¯

ja 3-muodon ω ulkoinen derivaatta vastaa vektoriarvoisen kuvauksen ω divergenssiä

divω “ ∇ ¨ ω “
Bω1

Bx1 `
Bω2

Bx2 `
Bω3

Bx3 .

Tämä yhteys toimii motivaationa ulkoisen derivaatan määritelmälle.

Seuraus 9.9. F : M Ñ N sileä kuvaus. Olkoon ω P ΩkpNq. Tällöin

F ˚
pdωq “ dpF ˚ωq .

Todistus. Funktioille väite on Propositio 6.18(3). Olkoon k ě 1 ja olkoon ω P ΩkpNq.
Tarkastellaan yleistä tapausta lokaaleissa koordinaateissa. Olkoon pU, ϕq sileä kartta mo-
nistolla M ja olkoon pV, ψq sileä kartta monistolla N siten, että F pUq Ă V . Olkoot
px1, . . . , xmq ja py1, . . . , ynq kuvausten ϕ ja ψ komponentit. Tällöin on sileät funktiot
ωI P FpV q, joille

ω “
ÿ

I

ωI dy
I .

Proposition 9.4(2) nojalla F ˚ω “
ř

I F
˚ωI F

˚dyI , joten ulkoisen derivaatan lausekkeen
(9.2) nojalla

dF ˚ω “
ÿ

I

dF ˚ωI ^ F ˚dyI .

Toisaalta ulkoisen derivaatan lausekkeen (9.2), Proposition 9.4(2) ja Proposition 6.18(3)
nojalla

F ˚dω “ F ˚
p
ÿ

I

dωI ^ dyIq “
ÿ

I

F ˚dωI ^ F ˚dyI “
ÿ

I

dF ˚ωI ^ F ˚dyI ,

joten väite on todistettu.
3Englanniksi curl.
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Seuraus 9.10. Olkoon M sileä monisto ja olkoon U Ă M avoin. Olkoon ω P ΩkpMq.
Tällöin dpω|Uq “ pdωq|U .

Todistus. Olkoon i : U Ñ M inkluusio. Seurauksen 9.9 nojalla

dpω|Uq “ dpi˚ωq “ i˚dω “ pdωq|U .

Esimerkki 9.11. (1) Seurauksen 9.9 ja Proposition 9.4 nojalla sileän 2-muodon ω “

dx1 ^ dx2 P Ω2pE2q lauseke napakoordinaateissa on

ω “ dpr cos θq ^ dpr sin θq “ pcos θdr ´ r sin θdθq ^ psin θdθ ` r cos θdθq

“ r cos2 θdr ^ dθ ´ r sin2 θdθ ^ dr “ rdr ^ dθ .

(2) Olkoon ω P Ω1pE2q, ω “ x1dx2 ´ x2dx1. Esimerkin 6.22 laskut osoittavat, että napa-
koordinaateissa ω “ r2dθ. Ulkoiset derivaatat ovat

dω “ dx1
^ dx2

´ dx2
^ dx1

“ 2dx1
^ dx2

“ pcos θdr ´ r sin θdθq ^ psin θdr ` r cos θdθq “ 2rdr ^ dθ

kuten pitääkin.

Lause 9.12. Olkoot M ja N sileitä n-monistoja ja olkoon F : M Ñ N sileä. Olkoon
pU, xq sileä kartta pisteessä p P M ja olkoon pV, yq sileä kartta pisteessä F ppq P N . Olkoon
g P FpV q. Tällöin

F ˚
pg dy1

^ ¨ ¨ ¨ ^ dynq “ g ˝ F det
ˆ

BF i

Bxj

˙n

i,j“1
dx1

^ ¨ ¨ ¨ ^ dxn .

Todistus. Proposition 6.18, alkukuvan määritelmän, yhtälön (3.2) ja Proposition 7.23 no-
jalla

F ˚
pg dy1

^ ¨ ¨ ¨ ^ dynqppq

´

B

Bx1

ˇ

ˇ

ˇ

p
, . . . ,

B

Bxn

ˇ

ˇ

ˇ

p

¯

“ g ˝ F ppq dy1
^ ¨ ¨ ¨ ^ dyn

ˇ

ˇ

F ppq

´

dFp
B

Bx1

ˇ

ˇ

ˇ

p
, . . . , dFp

B

Bxn

ˇ

ˇ

ˇ

p

¯

“ g ˝ F ppq dy1
^ ¨ ¨ ¨ ^ dyn

ˇ

ˇ

F ppq

´
n
ÿ

j“1

BF j

Bx1 ppq
B

Byj
, . . . ,

n
ÿ

j“1

BF j

Bxn
ppq

B

Byj

¯

“ g ˝ F ppq det
ˆ

BF i

Bxj
ppq

˙n

i,j“1

“ g ˝ F ppq det
ˆ

BF i

Bxj
ppq

˙n

i,j“1
dx1

^ ¨ ¨ ¨ ^ dxn
ˇ

ˇ

p

´

B

Bx1

ˇ

ˇ

ˇ

p
, . . . ,

B

Bx1

ˇ

ˇ

ˇ

p

¯

.

Koska AnpTpMq on 1-ulotteinen, tästä seuraa väite pisteessä p.

Seuraus 9.13. Olkoon M sileä n-monisto. Olkoot pU, xq ja pV, yq sileitä karttoja pisteessä
p P M . Tällöin

dy1
^ ¨ ¨ ¨ ^ dyn “ det

ˆ

Byi

Bxj

˙n

i,j“1
dx1

^ ¨ ¨ ¨ ^ dxn .
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9.3 Suljetut ja eksaktit muodot
Tässä luvussa tutustume lyhyesti de Rhamin kohomologiaryhmään, joka on algebrallisen
topologian tärkeä käsite.

Olkoon M sileä monisto. Muoto ω P ΩkpMq on suljettu muoto, jos dω “ 0 ja eksakti
muoto, jos ω “ dη jollain η P Ωn´1pMq.
Olkoot ZkpMq suljettujen k-muotojen avaruus ja BkpMq eksaktien k-muotojen avaruus.

Lemma 9.14. Kaikki n-ulotteisen sileän moniston M sileät n-muodot ovat suljettuja.

Todistus. Jos ω P ΩnpMq, niin dw P Ωn`1pMq “ t0u.

Lemma 9.15. Olkoon M sileä monisto.
(1) Eksaktit muodot ovat suljettuja.
(2) ZkpMq ja BkpMq ovat vektoriavaruuden ΩkpMq aliavaruuksia.

Todistus. (1) Olkoon ω P ΩkpMq eksakti. Tällöin ω “ dη jollain η P Ωn´1pMq. Ulkoisen
derivaatan määritelmän nojalla dω “ ddη “ 0, joten ω on suljettu.
(2) Seuraa siitä, että d on lineaarikuvaus ja ZkpMq “ ker

`

d : ΩkpMq Ñ Ωk`1pMq
˘

ja
BkpMq “ d

`

Ωk´1pMq
˘

.

Seuraus 9.16. Olkoon F : M Ñ N sileä kuvaus. Tällöin
(1) Jos ω P ZkpNq, niin F ˚ω P ZkpMq.
(2) Jos ω P BkpNq, niin F ˚ω P BkpMq.

Todistus. Seuraa Propositiosta 9.9.

Vektoriavaruus V on määritelmänsä nojalla additiivinen ryhmä, jonka laskutoimitus
on vektorien yhteenlasku. Jokainen vektorialiavaruus H Ă V on ryhmän pV,`q aliryhmä
ja koska vektorien yhteenlasku on kommutatiivinen, H on normaali aliryhmä ja voidaan
muodostaa tekijäryhmä V {H. Itse asiassa ryhmällä V {H on myös reaalisen vektoriava-
ruuden rakenne.

Sileän moniston M k:s de Rhamin kohomologiaryhmä on

Hk
dRpMq “ Zk

pMq{Bk
pMq .

Seuraus 9.17. Jos F on diffeomorfismi, niin kohomologiaryhmät Hk
dRpMq ja Hk

dRpNq

ovat isomorfisia.

Todistus. Harjoitustehtävä 9.6.

Lause 9.18. Hp
dRpEnq “ t0u kaikille n, p P N, p ě 1.

Todistus. Katso [Lee2, Cor. 17.16].

Lemma 9.19. Olkoon M kompakti monisto. Olkoon ω P Ω1pMq 1-muoto, jolla ei ole
nollakohtia. Tällöin ω ei ole eksakti muoto.
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Todistus. Harjoitustehtävä 9.7.

Esimerkki 9.20. Esimerkissä 6.22 tarkastellun 1-muodon

dθ “
x1dx2 ´ x2dx1

}x}2 P X˚
pE2

´ t0uq “ Ω1
pE2

´ t0uq

rajoittuma ympyrälle S1 on suljettu Lemman 9.14 nojalla. Lemman 9.19 nojalla se ei ole
eksakti. Siis H1

dRpS1q ‰ t0u. Itse asiassa esimerkiksi kirjan [Lee2] luvussa 17 osoitetaan,
että H1

dRpS1q “ R.

Harjoitustehtäviä
9.1. Todista Propositio 9.4.
9.2. Määritä muodon dx1 ^ dx2 ^ dx3 lauseke pallokoordinaateissa.4

9.3. Olkoon E3ˆE1 4-ulotteinen avarusaika, jossa vektorin px, tq ensimmäinen 3-ulotteinen
komponentti x kuvaa paikkaa ja neljäs komponentti t aikaa. Olkoon E : E3 ˆE1 Ñ E3 säh-
kökenttä ja olkoon B : E3 ˆ E1 Ñ E3 magneettikenttä. Maxwellin yhtälöt tyhjiössä, jossa
ei ole varauksia eikä virtaa, ovat

∇ ˆ E “ ´
BB
Bt

, ∇ ˆ B “
BE
Bt

, ∇ ¨ E “ 0 , ∇ ¨ B “ 0 . (9.3)

Näissä yhtälöissä roottori ja divergenssi muodostetaan tavanomaiseen tapaan osittaisde-
rivaatoista paikkakoordinaattien suhteen. Maxwellin yhtälöt voidaan muotoilla ulkoisen
derivaatan avulla, kun määritellään sähkökentän komponenttien avulla 1-muoto

E “ E1dx
1

` E2dx
2

` E3dx
3

ja magneettikentän komponenttien avulla 2-muoto

B “ B1dx
2

^ dx3
` B2dx

3
^ dx1

` B3dx
1

^ dx2 ,

ja määritellään 2-muoto
F “ E ^ dt ` B .

Yhtälö dF “ 0 vastaa kahta Maxwellin yhtälöistä (9.3). Mitkä nämä yhtälöt ovat?
9.4. Osoita, että sileä 2-muoto

ω “
x1dx2 ^ dx3 ` x2dx3 ^ dx1 ` x3dx1 ^ dx2

`

px1q2 ` px2q2 ` px3q2
˘3{2 P Ω2

pE3
´ t0uq .

on suljettu.
9.5. Olkoon M sileä monisto. Olkoon ω P ΩkpMq eksakti muoto ja olkoon τ P ΩℓpMq

suljettu muoto. Osoita, että ω ^ τ on eksakti muoto.
4Katso Harjoitustehtävä 3.5.
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9.6. Todista Seuraus 9.17.
9.7. Todista Lemma 9.19.
9.8. (1) Osoita, että moniston E3 koordinaattimuotojen rajoittumat alimonistolle S2

toteuttavat yhtälön x1dx1 ` x2dx2 ` x3dx3 “ 0.5

(2) Olkoon ω “ x1dx2 ^ dx3 ` x2dx3 ^ dx1 ` x3dx1 ^ dx2 P Ω2pS2q. Osoita, että

ω “

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

dx2 ^ dx3

x1 , kun x1 ‰ 0

dx3 ^ dx1

x2 , kun x2 ‰ 0

dx1 ^ dx2

x3 , kun x3 ‰ 0

5Harjoitustehtävästä 6.12 voi olla hyötyä.

30. marraskuuta 2023





Luku 10

Suunnistus ja integrointi monistoilla

Kurssin viimeisessä luvussa tarkastelemme sileiden 1-muotojen integraaleja polkujen yli
ja sileiden n-muotojen integrointia n-ulotteisella sileällä monistolla. Käsittelemme myös
lyhyesti moniston suunnistusta ja ykkösen ositusta, joita tarvitaan korkeimman asteen
sileiden muotojen integraalin määrittelyssä.

10.1 Polkuintegraalit sileällä monistolla
Tässä luvussa osoitamme, että sileän 1-muodon integraali polun yli voidaan määritellä
luonnollisella tavalla niin, että se ei riipu koordinaattien valinnasta. Integraali voitaisiin
määritellä huomattavasti vähemmän säännöllisillekin 1-muodoille mutta yksinkertaisuu-
den vuoksi pitäydymme edelleen sileisiin muotoihin.

Sileän 1-muodon ω “ f dt P X˚pE1q “ Ω1pE1q integraali välin ra, bs, a ă b, yli on
ż

ra,bs

ω “

ż b

a

fptqdt .

Propositio 10.1. Olkoon ω “ f dt P X˚pE1q ja olkoon h : rc, ds Ñ ra, bs kasvava diffeo-
morfismi. Tällöin

ż

rc,ds

h˚ω “

ż

ra,bs

ω .

Todistus. Olkoon s kanoninen koordinaatti välillä rc, ds. Yhtälön (6.9) nojalla

ph˚ωqs “ pf ˝ hqpsqdhpsq “ pf ˝ hqpsq
dh

ds
psqds ,

joten väite seuraa yhden muuttujan analyysin muuttujanvaihtolauseesta:
ż

rc,ds

h˚ω “

ż

rc,ds

pf ˝ hqpsq
dh

ds
psqds “

ż hpbq

hpaq

fptqdt “

ż

ra,bs

ω .
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Alkukuvan määritelmän nojalla monistolla M määritellyn 1-muodon integraali si-
leän polun yli voidaan palauttaa reaalilukuvälillä määritellyn muodon integrointiin. Näin
saatava integraali ei riipu polun parametrisoinnista.

Olkoon γ : ra, bs Ñ M sileä polkua ja olkoon ω P X˚pMq. Sileän 1-muodon ω integraali
polun γ yli on

ż

γ

ω “

ż

ra,bs

γ˚ω .

aγ on jollain välin ra, bs sisältävällä avoimella välillä määritellyn sileän polun rajoittuma välille ra, bs.

Propositio 10.2. Olkoon γ : ra, bs Ñ M sileä polku ja olkoon ω P X˚pMq. Olkoon
h : rc, ds Ñ ra, bs kasvava diffeomorfismi. Tällöin

ż

γ˝h

ω “

ż

γ

ω .

Todistus. Määritelmän ja Propositioiden 6.20 ja 10.1 nojalla
ż

γ˝h

ω “

ż h´1pbq

h´1paq

pγ ˝ hq
˚ω “

ż h´1pbq

h´1paq

h˚γ˚ω “

ż b

a

γ˚ω .

Propositio 10.3. Olkoon γ : ra, bs Ñ M sileä polku ja olkoon ω P X˚pMq. Tällöin1

ż

γ

ω “

ż b

a

ωpγptqq 9γptq dt .

Todistus. Olkoon t0 P R. Tällöin

pγ˚ωqt0
d

dt

ˇ

ˇ

ˇ

t0
“ ωγpt0qpdγqt0

d

dt

ˇ

ˇ

ˇ

t0
“ ωγpt0q 9γpt0q “ ωγpt0q 9γpt0qdtt0

d

dt

ˇ

ˇ

ˇ

t0
,

joten väite seuraa, koska d
dt

ˇ

ˇ

t0
virittää tangenttiavaruuden Tt0E1.

Esimerkki 10.4. Olkoon ω “ x1dx2´x2dx1

}x}2 “ dθ P X˚
`

E2 ´ t0u
˘

Esimerkeissä 6.22 ja
9.20 tarkasteltu sileä 1-muoto. Olkoon γ : r0, 2πs Ñ E2, γpθq “ pcos θ, sin θq. Peittämällä
monisto E2 ´ t0u kahdella napakoordinaatilla saadaan

ż

γ

ω “

ż 2π

0
dθ “ 2π .

Kanonisissa koordinaateissa polkuintegraalin määritelmän nojalla lasku on hieman pi-
dempi mutta lopulta aivan sama:

ż

γ

ω “

ż 2π

0
pcos tdpsin tq ´ sin tdpcos tqqdt “

ż 2π

0
dt “ 2π .

Propositio 10.5. Jos γ : ra, bs Ñ M sileä polku ja olkoon f P FpMq, niin
ż

γ

df “ fpγpbqq ´ fpγpaqq .

1Muista, että 9γptq on polun γ nopeusvektori hetkellä t, katso luku 3.4.
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Todistus. Proposition 10.3, differentiaalin määritelmän, nopeusvektorin määritelmän ja
jälleen differentiaalin määritelmän nojalla saamme

ż

γ

df “

ż b

a

dfpγptqq 9γptq dt “

ż b

a

9γptqf dt “

ż b

a

dγptq
d

dt
f dt “

ż b

a

d

dt
pf ˝ γq dt ,

josta väite seuraa analyysin peruslauseen nojalla.

Propositio 10.6. Olkoon M sileä monisto. Jos 1-muoto ω P Ω1pMq on eksakti, niin
ş

γ
ω “ 0 kaikille suljetuille sileille poluille γ : I Ñ M .

Todistus. Olkooin f P FpMq ja olkoon γ : r0, 1s Ñ M suljettu polku. Proposition 10.5
nojalla

ż

γ

df “ fpγp1qq ´ fpγp0qq “ 0 .

Esimerkki 10.7. Esimerkeissä 6.22 ja 9.20 tarkasteltu muoto dθ P Ω1pE2 ´ t0u on
suljettu, sillä

d
´x1dx2 ´ x2dx1

}x}2

¯

“
ppx2q2 ´ px1q2qdx1 ^ dx2 ` ppx2q2 ´ px1q2qdx2 ^ dx1

}x}4 “ 0 .

Olkoon γ : r0, 2πs Ñ S1 Ă E2´t0u sileä suljettu polku γptq “ pcos t, sin tq. Esimerkissä 10.4
laskimme integraalin

ş

γ
dθ “ 2π ‰ 0. Proposition 10.6 nojalla muodot dθ P Ω1pE2 ´ t0uq

ja dθ P Ω1pS1q eivät ole eksakteja. Siis monistojen E2 ´ t0u ja S1 ensimmäinen de Rhamin
kohomologiaryhmä2 ei ole triviaali.

10.2 Korkeimman asteen muotojen integrointi
euklidisessa avaruudessa

Olkoon U Ă En. Olkoon ω “ fdx1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxn P ΩnpUq. Muodon ω integraali kompaktin
joukon B Ă U yli on

ż

B

ω “

ż

B

fdx1
¨ ¨ ¨ dxn .

Propositio 10.8. Olkoot U, V Ă En avoimia joukkoja ja olkoon F : U Ñ V diffeomor-
fismi siten, että kuvauksen F Jacobin determinantin merkki ε P t˘1u on vakio. Tällöin
jokaiselle kompaktille joukolle K Ă V ja jokaiselle ω P ΩnpUq pätee

ż

F´1pKq

F ˚ω “ ε

ż

K

ω .

2Katso luku 9.3.
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Todistus. Olkoon ω “ fdx1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxn. Seurauksen 9.13 ja Lebesguen integraalin muut-
tujanvaihtokaavan nojalla

ż

F´1pKq

F ˚
pfdx1

^ ¨ ¨ ¨ ^ dxnq “

ż

F´1pKq

f ˝ F det
`

BF i

Bxj

˘n

i,j“1 dx
1

^ ¨ ¨ ¨ ^ dxn

“ ε

ż

F´1pKq

f ˝ F
ˇ

ˇ

ˇ
det

`

BF i

Bxj

˘n

i,j“1

ˇ

ˇ

ˇ
dx1

¨ ¨ ¨ dxn

“ ε

ż

K

fdx1
¨ ¨ ¨ dxn “

ż

K

fdx1
^ ¨ ¨ ¨ ^ dxn .

Olkoot U, V Ă En avoimia joukkoja ja olkoon F : U Ñ V diffeomorfismi. Kuvaus F säi-
lyttää suunnistuksen, jos sen Jacobin determinantti on positiivinen.

Seuraus 10.9. Olkoon M sileä monisto. Olkoot pU, ϕq ja pV, ψq karttoja, joille ϕ˝ψ´1 on
suunnistuksen säilyttävä, ja olkoon ω P ΩnpMq siten, että suppω Ă U X V . Tällöin

ż

ϕpUq

pϕ´1
q

˚ω “

ż

ψpV q

pψ´1
q

˚ω .

Todistus. Propositioiden 10.8 ja 8.7 nojalla
ż

ϕpUq

pϕ´1
q

˚ω “

ż

pϕ˝ψ´1q˝ψpV q

pϕ ˝ ψ´1
q

˚
pϕ´1

q
˚ω “

ż

ψpV q

pψ´1
q

˚ω .

10.3 Suunnistus
Seuraus 10.9 antaa vihjeen siitä, miten korkeimman asteen muotojen integrointi sileällä
monistolla saadaan määriteltyä karttojen valinnasta riippumattomalla tavalla.

Sileän moniston M sileä kartasto U on suunnistettu kartasto, jos sen kaikki kartanvaih-
tokuvaukset ovat suunnistuksen säilyttäviä. Jos monistolla M on suunnistettu kartasto,
niin M on suunnistuva monisto.
Sileän moniston M maksimaalinen suunnistettu kartasto on suunnistus. Jos U on mo-
niston M suunnistus, niin pari pM,U q on suunnistettu monisto.
Jos U on moniston M suunnistus ja pU, ϕq P U , niin pU, ϕq P U on positiivisesti suun-
nistettu kartta.

Propositio 10.10. Jokainen suunnistettu kartasto sisältyy yksikäsitteiseen suunnistuk-
seen.

Todistus. Todistetaan kuten Propositio 1.13. Harjoitustehtävä 10.3.

Olkoon M suunnistettu monisto. Olkoon ω P ΩnpMq siten, että on positiivisesti suunnis-
tettu kartta pU, ϕq, jolle suppω Ă U . Muodon ω integraali on

ż

M

ω “

ż

ϕpUq

pϕ´1
q

˚ω .
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Jos korkeimman asteen sileän muodon kantaja sisältyy yhteen koordinaattiympäris-
töön, niin sen integraalin määritelmä on riippumaton positiivisesti suunnistetun kartan
valinnasta Seurauksen 10.9 nojalla.

Monet tällä kurssilla ja johdatuskurssilla käsitellyt sileät monistot ovat suunnistuvia.
Esimerkki 10.11. (1) Euklidisen avaruuden yhdestä kartasta koostuva kanoninen kar-
tasto tpEn, idqu on suunnistettu kartasto, joten En on suunnistuva monisto.
(2) Harjoitustehtävässä 10.4 osoitetaan, että Sn on suunnistuva monisto.
(3) Säännöllinen tasa-arvohyperpinta3 on suunnistuva, katso [Lee2, Prop. 15.21].
(4) Harjoitustehtävässä 10.6 osoitetaan, että n-torus Tn on suunnistuva.
(5) Projektiivinen avaruus Pn on suunnistuva, jos ja vain jos n on pariton. Katso Propositio
10.23.

Propositio 10.12. Olkoon M sileä monisto. Tällöin monistot TM ja T ˚M ovat suun-
nistuvia.

Todistus. Olkoot pU, ϕq ja pV, ψq sileitä karttoja monistolla M ja olkoot Φ ja Ψ luvussa 4.1
määritellyt kartat tangenttikimpulla TM . Yhtälön (4.2) nojalla kartanvaihdon Ψ ˝ Φ´1

Jacobin determinantti toteuttaa

detDpΨ ˝ Φ´1
qpy, wq “ det

ˆ

Dpψ ˝ ϕ´1qpyq ˚

0 Dpψ ˝ ϕ´1qpyq

˙

“
`

detDpψ ˝ ϕ´1
qpyqq

2
ą 0 ,

koska derivaattamatriisi on lohkokolmiomatriisi ja kartanvaihto ψ ˝ ϕ´1 on sileä diffeo-
morfismi.

Kotangenttikimpun tapaus käsitellään samaan tapaan, Harjoitustehtävä 10.8.

10.4 Ykkösen ositus
Laajennamme integraalin määritelmän sellaisillekin korkeimman asteen muodoille, joiden
kantajat eivät välttämättä sisälly suunnistetun moniston yhteen koordinaattiympäristöön.
Tässä luvussa todistettava Lause 10.15 on oleellinen apuväline n-muotojen integraalin
määrittelyssä.

Olkoon pUαqαPA sileän moniston M lokaalisti äärellinen avoin peite.a Olkoon ρα P FpMq si-
ten, että ρα ě 0, supp ρα Ă Uα kaikilla α P A ja

ÿ

αPA

ρα “ 1 .

Tällöin pραqαPA on peitteen pUαqαPA kanssa yhteensopiva sileä ykkösen ositus.
aMääritelmä on luvussa 1.3.

Ykkösen osituksen määritelmässä oleva summa
ř

αPA ραppq on äärellinen jokaisella
p P M , koska peite pUαqαPA on lokaalisti äärellinen.

3Katso luku 5.2.
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Esimerkki 10.13. Olkoon ha,b P FpE1q yhtälössä (2.1) määritelty sileä positiivinen
funktio, jolle pätee ha,b|s´8,as “ 0 ja ha,b|rb,8r “ 1. Jos a ă b ă c ă d, niin funktio
fa,b,c,d P FpE1q,

ρa,b,c,dptq “ ha,bptq ` h´d,´cp´tq,

on töyssyfunktio, jonka kantaja sisältyy väliin sa, dr. Kuvassa 10.13 esitetään kolmen
töyssyfunktion avulla tehty ykkösen ositus välillä s´2, 2r.
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Kuva 10.1 — Ylimmällä rivillä vasemmalla töyssyfunktio ρ´1,´ 1
2 ,

1
2 ,1

ja oikealla kolme
töyssyfunktiota, joiden kantajat peittävät avoimen välin s´2, 2r. Toisella rivillä vasem-
malla kolmen töyssyfunktion summa ja sen jälkeen summafunktiolla skaalattujen töyssy-
funktioiden kuvaajat.

Näimme luvussa 2.5 esimerkkejä sileistä positiivisista töyssyfunktioista, joiden kanta-
jat sisältyvät tarkasteltaviin koordinaattiympäristöihin.

Olkoon M sileä monisto. Koordinaattipallo B Ă M säännöllinen koordinaattipallo, jos on
moniston M sileä kartta pU, ϕq, jossa B “ ϕ´1pBp0, rqq jollain r ą 0 ja on r1 ą r siten,
että Bp0, r1q Ă ϕpUq.

30. marraskuuta 2023



10.5. Korkeimman asteen sileän muodon integraali 111

Lemma 10.14. Säännölliset koordinaattipallot muodostavat sileän moniston topologian
kannan.

Todistus. Harjoitustehtävä 10.7.

Lause 10.15. Olkoon pUαqαPA sileän moniston M peite koordinaattiympäristöillä. Tällöin
on peitteen pUαqαPA kanssa yhteensopiva ykkösen ositus.

Todistus. Lauseen 1.9 ja Lemman 10.14 nojalla on peitteen pUαqαPA lokaalisti äärellinen
hienonnus pBiqiPI siten, että joukot Bi ovat säännöllisiä koordinaattipalloja. Tällöin jokai-
sella Bi Ă Uα on suurempi koordinaattipallo B1

i Ă Uα siten, että palloilla Bi ja B1
i on sama

keskipiste joukon Uα koordinaateissa. Olkoon ρ0
i sileä töyssyfunktio,4 jolle supp ρ0

i “ Bi.
Sulkeumien kokoelma pBiqiPI on lokaalisti äärellinen,5 joten funktio ρ “

ř

iPI ρ
0
i on sileä.

Lisäksi ρppq ą 0 jokaisella p P M , koska joukot Bi muodostavat peitteen. Olkoot ρi “
ρ0

i

ρ

kaikilla i P I. Tällöin
ř

iPI ρ “ 1.

10.5 Korkeimman asteen sileän muodon integraali
Jos pραqαPA on ykkösen ositus sileällä n-ulotteisella monistolla M ja ω P ΩnpMq, niin

ω “
ÿ

αPA

ραω .

Määrittelemme muodon ω integraalin tämän yhtälön ohjaamana:

Olkoon M suunnistettu n-monisto ja olkoon ω P ΩnpMq kompaktikantajainen sileä n-
muoto. Olkoon

`

pUα, ϕαq
˘

αPA
äärellinen kokoelma positiivisesti suunnistettuja karttoja

siten, että suppω Ă
Ť

αPA Uα. Olkoon pραqαPA peitteen pUαqαPA kanssa yhteensopiva sileä
ykkösen ositus. Muodon ω integraali on

ż

M

ω “
ÿ

αPA

ż

M

ραω . (10.1)

Lause 10.16. Olkoon M suunnistettu n-monisto ja olkoon ω P ΩnpMq kompaktikantajai-
nen muoto. Muodon ω integraali on riippumaton positiivisesti suunnistettujen karttojen
ja niiden kanssa yhteensopivan ykkösen osituksen valinnasta.

Todistus. Olkoot
`

pUα, ϕαq
˘

αPA
ja

`

pVβ, ψβq
˘

βPB
muodon ω kantajan peittäviä äärellisiä

kokoelmia positiivisesti suunnistettuja karttoja ja olkoot pραqαPA ja pχβqβPB näiden peit-
teiden kanssa kanssa yhteensopivia ykkösen osituksia Tällöin

ÿ

αPA

ż

M

ραω “
ÿ

αPA

ż

M

´

ÿ

βPB

χβ

¯

ραω

“
ÿ

αPA, βPB

ż

M

χβραω “
ÿ

βPB

ż

M

´

ÿ

αPA

ρα

¯

χβω “
ÿ

βPB

ż

M

χβω .

4Katso Lemma 2.16.
5Jos avoin joukko leikkaa toisen joukon sulkeumaa, se leikkaa myös itse joukkoa.
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Laskun keskimmäisen summan muodon χβραω kantaja sisältyy koordinaattiympäristöön
Uα XVβ jokaisella α P A ja β P B. Siis integraali

ş

M
χβραω on riippumaton karttakuvauk-

sen valinnasta.

Integraalin käsite voidaan laajentaa myös muodoille, joiden kantaja on rajoittamaton
tai jotka ovat vähemmän säännöllisiä kuin avaruuden ΩnpMq muodot. Integraalin laskemi-
nen niin, että integraali jaetaan osiin ykkösen osituksen avulla ei ole käytännöllistä, koska
integroitavat lausekkeet ovat niin hankalia töyssyfunktioilla kertomisen vuoksi. Käytän-
nössä laskut tehdään jakamalla monisto sopiviin erillisiin paloihin, joissa lasku tehdään
ilman ykkösen ositusta. Se, että näin voi tehdä, perustellaan esimerkiksi Leen kirjassa,
katso [Lee2, Proposition 16.8].
Esimerkki 10.17. Olkoon6

ω “ x1dx2
^ dx3

` x2dx3
^ dx1

` x3dx1
^ dx2

P Ω2
pE3

q .

Pallokoordinaateissa7

x1dx2
^ dx3

` x2dx3
^ dx1

` x3dx1
^ dx2

“ ´ sin θ2 dθ1 ^ dθ2

kun ´π ă θ1 ă π ja 0 ă θ2 ă π. Napakoordinaattikuvauksen Jacobin determinantti on
´ sin θ2 ă 0, joten jättämällä huomioimatta pallon pinnan nollamittainen joukko, jossa
napakoordinaatteja ei ole määritelty, saamme

ż

S2
ω “ 2π

ż π

0
sin θ2 dθ2 “ 4π .

Helppo lasku osoittaa, että

dω “ 3 dx1
^ dx2

^ dx3 ,

joten
ż

Bp0,1q

dω “ 3 volpBp0, 1qq “ 4π “

ż

S2
ω . (10.2)

Yhtälö (10.2) on erikoistapaus Stokesin lauseesta, katso [Lee2, Theorem 16.11].

10.6 Suunnistusmuoto
Olkoon M sileä monisto. Jos ω P ΩnpMq on sileä n-muoto, jolla ei ole nollakohtia, niin se
on sileän moniston M suunnistusmuoto.a

aJoskus suunnistusmuotoa kutsutaan tilavuusmuodoksi.

Esimerkki 10.18. (1) dx1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxn on sileän moniston En suunnistusmuoto.
(2) Olkoon N “

řn`1
k“1 x

k B

Bxk P XpEn`1q ja olkoon ω P Ωn`1pEn`1q kuten kohdassa (1).
Asetetaan kaikille v1, v2, . . . , vn P TxpMq “ pK kaikilla p P Sn

σppv1, v2, . . . , vnq “ ωppNp, v1, v2, . . . , vnq .

6Itse asiassa ω on pallon pinnan S2 pyöreää Riemannin metriikkaa vastaava pinta-alamuoto, katso
[Lee2, sivu 388-].

7Katso Harjoitustehtävä 3.5.
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Tällöin σ P ΩnpSnq ja Proposition 7.23 nojalla

σppv1, v2, . . . , vnq “ detpNp, v1, v2, . . . , vnq ‰ 0 ,

kun tangenttivektorit v1, v2, . . . , vn muodostavat avaruuden TppSnq kannan. Siis σ on suun-
nistusmuoto.

Lause 10.19. Sileä monisto M on suunnistuva, jos ja vain jos sillä on suunnistusmuoto.

Todistus. Olkoon M suunnistettu monisto. Olkoon pραqαPA ykkösen ositus, jonka kan-
tajat sisältyvät moniston M positiivisesti suunnistettuihin sileisiin karttoihin pUα, xαq,
supp ρα P Uα. Muoto

ω “
ÿ

αPA

ραdx
1
α ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxnα

on hyvin määritelty, koska ykkösen ositus on lokaalisti äärellinen. Se on sileä, koska se on
sileiden muotojen äärellinen summa. Oletuksen nojalla kaikkien kartanvaihtojen Jacobin
determinantit ovat positiivisia, joten Seurauksen 9.13 nojalla jokaisessa kartassa pUα, xαq

pätee ω “ fdx1
α ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxnα positiivisella f P FpUαq.

Oletetaan, että monistolla M on suunnistusmuoto. Harjoitustehtävässä 10.11 osoite-
taan, että

U “ tpU, ϕq kartta, jossa ω “ fdx1
^ ¨ ¨ ¨ ^ dxn jollain f ą 0u .

on suunnistus.

Ykkösen osituksen avulla voidaan myös todistaa että jokaisella sileällä monistolla on
Riemannin metriikka käyttämättä Whitneyn upotuslausetta.

Lauseen 8.11 toinen todistus. Käytetään Lauseen 10.19 ykkösen ositusta. Olkoon gE eukli-
dinen Riemannin metriikka. On helppo tarkastaa, että

g “
ÿ

αPA

ραpx´1
α q

˚gE

on Riemannin metriikka.

Lause 10.20. Yhtenäisellä sileällä monistolla on 0 tai 2 suunnistusta.

Todistus. Olkoon M yhtenäinen sileä n-monisto. Olkoon f P FpMq, f ą 0 ja olkoon ω
muoto, jolla ei ole nollakohtia. Lauseen 10.19 todistuksessa nähdään, että muodot ω ja
fω määräävät saman suunnistuksen. Jos taas f ă 0, niin muodot ω ja fω määräävät eri
suunnistukset. Muita suunnistuksia ei ole, koska dimAnpTppMqq “ 1 kaikilla p P M .

Propositio 10.21. Olkoon F : M Ñ N sileä lokaali diffeomorfismi. Olkoon ω suunnis-
tusmuoto monistolla N . Tällöin F ˚ω on suunnistusmuoto.

Todistus. Harjoitustehtävä 10.12.

Jos M ja N ovat suunnistettuja monistoja ja F : M Ñ N on sileä lokaali diffeomor-
fismi, niin F on suunnistuksen säilyttävä, jos sen Jacobin determinantti on positiivinen
positiivisissa kartoissa.
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Propositio 10.22. Olkoon ωM suunnistusmuoto monistolla M ja olkoon ωN suunnistus-
muoto monistolla N . Lokaali diffeomorfismi F : M Ñ N on suunnistuksen säilyttävä, jos
F ˚ωN “ fωM jollain positiivisella funktiolla f P FpMq.

Todistus. Väite seuraa Lauseesta 9.12.

Propositio 10.23. Projektiivinen avaruus Pn on suunnistuva, jos ja vain jos n on pari-
ton.

Todistus. Olkoon n parillinen. Oletetaan, että Pn on suunnistuva. Olkoon ω P ΩnpPnq suun-
nistusmuoto. Olkoon π : Sn Ñ Pn peitekuvaus kuten Esimerkissä 1.23. Proposition 10.21
nojalla π˚ω on suunnistusmuoto monistolla Sn. Kuitenkin π˝p´ idq “ π, joten p´ idq˚π˚ω “

π˚ω. Tämä on mahdotonta, koska Harjoitustehtävän 10.5 nojalla ´ id : Sn Ñ Sn ei ole
suunnistuksen säilyttävä, kun n on parillinen.

Parittomat ulottuvuuden käsitellään Leen kirjan [Lee2] esimerkissä 15.37.

Harjoitustehtäviä
10.1. (1) Olkoot

ω “ dx3
P Ω1

pS2
q ,

η “ x2x3dx1
` x1x3dx2

` x1x2dx3
P Ω1

pS2
q

ja olkoon γ : r´1, 1s Ñ S2,

γptq “
`
?

1 ´ t2 cosptq,
?

1 ´ t2 sinptq, t
˘

.

Määritä
ş

γ
ω ja

ş

γ
η.

10.2. Olkoon V P FpE2q,

V pxq “ px1
q

2
ppx1

q
2

´ 1q ` px2
q

2

ja olkoon γ : r0, 2πs Ñ E2,

γptq “ pcosptq, sinptq cosptqq .

(1) Osoita, että V pγptqq “ 0 kaikilla t P r0, 2πs.
(2) Määritä

ş

γ
dV .8

(3) Olkoon
ω “ ´2x2dx1

` p4px1
q

2
´ 2x1

qdx2
P Ω1

pE2
q

Laske
ş

γ
ω.

10.3. Todista Propositio 10.10.
10.4. Anna esimerkki pallon pinnan Sn suunnistetusta kartastosta.9

8Harjoitustehtävästä 6.12 voi olla apua, mutta yksi kohta vaatii huolellisuutta.
9Esimerkissä 1.12 (3) tarkastellut stereograafiset projektiot pohjois- ja etelänavalta muodostavat kah-

desta kartasta koostuvan sileän kartaston.
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10.5. (1) Osoita, että kuvaus ´ id : En Ñ En on suunnistuksen säilyttävä, jos ja vain jos
n on parillinen.
(2) Osoita, että kuvaus ´ id : Sn Ñ Sn on suunnistuksen säilyttävä, jos ja vain jos n on
pariton.10

10.6. Osoita, että n-torus Tn on suunnistuva.11

10.7. Todista Lemma 10.14.
10.8. Olkoon M sileä monisto. Osoita, että sileä monisto T ˚M on suunnistuva.
10.9. Olkoon G : T2 Ñ E3 Esimerkissä 5.17(1) tarkasteltu 2-toruksen upotus avaruuteen
E3. Laske

ż

T2
G˚

px3dx1
^ dx2

q .

10.10. Määritä Esimerkin 10.18(2) muodon σ lauseke 2-muotojen dxi ^ dxj avulla, kun
n “ 2.
10.11. Osoita, että Lauseen 10.19 todistuksessa määritelty kokoelma U on suunnistus.
10.12. Todista Propositio 10.21.

10Käytä tehtävän 10.4 suunnistettua kartastoa.
11Katso Esimerkki 1.20 .
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