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Ryhmät 2021

Harjoitus 4: ratkaisuja

1. Olkoot X ja Y epätyhjiä joukkoja ja olkoon f : X Ñ Y bijektio. Osoita, että permu-
taatioryhmät PermpXq ja PermpY q ovat isomorfisia.

Ratkaisu. Jos b P PermpXq, niin f ˝ b ˝ f´1 : Y Ñ Y on bijektioiden yhdistettynä ku-
vauksena bijektio, joten se on ryhmän PermpY q alkio. Kuvaus Φ: PermpXq Ñ PermpY q,
Φpbq “ f ˝ b ˝ f´1 on homomorfismi, sillä kaikille b1, b2 P PermpXq pätee

Φpb1 ˝ b2q “ f ˝ b1 ˝ b2 ˝ f
´1
“ f ˝ b1 ˝ f

´1
˝ f ˝ b2 ˝ f

´1
“ Φpb1q ˝ Φpb2q .

Olkoon rb P PermpY q. Tällöin f´1 ˝rb ˝ f P PermpXq ja

Φpf´1
˝rb ˝ fq “ f ˝ f´1

˝rb ˝ f ˝ f´1
“ rb ,

joten Φ on surjektio. Jos Φpbq “ idY , niin f ˝ b ˝ f´1 “ idY , joten

f ˝ b “ f ˝ b ˝ f´1
˝ f “ idY ˝f “ f .

Siis
b “ f´1

˝ f ˝ b “ f´1
˝ f “ idX ,

joten ker Φ “ tidXu. Proposition 9.14 nojalla Φ on injektio.

2. Täydennä Proposition 10.5 todistus induktiotodistukseksi.

Ratkaisu. Sykli, jonka pituus on 2 on vaihto. Oletetaan, että kaikki syklit, joiden pituus
on korkeintaan m´1 ovat vaihtojen tuloja. Olkoon pa1a2 ¨ ¨ ¨ amq sykli, jonka pituus on m.
Tällöin on vaihdot τ1, τ2, . . . , τn siten, että pa1a2 ¨ ¨ ¨ am´1q “ τ1τ2 ¨ ¨ ¨ τn. Proposition 10.5.
todistusideassa olleen vihjeen perusteella huomaamme, että

pa1a2 ¨ ¨ ¨ amq “ pa1amqpa1a2 ¨ ¨ ¨ am´1q “ pa1amqτ1τ2 ¨ ¨ ¨ τn ,

joten pa1a2 ¨ ¨ ¨ amq on vaihtojen tulo. Väite seuraa induktioperiaatteesta.

3. Olkoot αn “ p123 ¨ ¨ ¨nq ja β “ p123q. Määritä permutaatiot

σ1 “ αnp12xqα´1
n ja σ2 “ β´1αnp12xqα´1

n β

jokaiselle 3 ď x ă n.

Ratkaisu. Jos y P t1, 2, . . . , nu´t2, 3, x`1u, niin α´1
n pyq R t1, 2, xu ja selvästi σ1pyq “ y.

Jäljelle jäävät alkiot muodostavat 3-syklin ja σ1 “ p2 3x` 1q. Siis

σ2 “ p321qσ1p123q “ p321qp2 3x` 1qp123q “ p1 2x` 1q .

4. Määritä permutaatiot

• p1y2qp12xqp12yq kaikille x, y ě 3, x ‰ y ja
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• p1xtqp1yzqp1txq kaikille x, y, t, z ą 1, kun #tx, y, t, zu “ 4. 1

Ratkaisu. p1y2qp12xqp12yq “ p1x yq ja p1xtqp1yzqp1txq “ px y zq.

5. Osoita, että jokaiselle parittomalle n ě 5 pätee An “ xp123q, p123 ¨ ¨ ¨nqy.

Ratkaisu. 3-syklit ovat parillisia ja koska n on pariton, myös n-sykli p123 ¨ ¨ ¨nq on paril-
linen. Siis xp123q, p123 ¨ ¨ ¨nqy ď An. Tehtävän 3 nojalla p12xq P xp123q, p123 ¨ ¨ ¨nqy kaikilla
3 ď x ď n. Tehtävän 4 nojalla kaikki muutkin 3-syklit ovat aliryhmässä xp123q, p123 ¨ ¨ ¨nqy,
joten Proposition 10.21 nojalla xp123q, p123 ¨ ¨ ¨nqy “ An

6. Olkoon σ P A5 ´ tidu. Osoita, että σ on 3-sykli, 5-sykli tai kahden erillisen vaihdon
tulo.

Ratkaisu. Jokainen permutaatio on erillisten syklien tulo. Viiden alkion joukossa mah-
dollisuuksia ovat siis identtinen kuvaus, vaihto, kahden erillisen vaihdon tulo, 3-sykli,
vaihdon ja sen kanssa erillisen 3-syklin tulo, 4-sykli ja 5-sykli. Näistä vaihdot ja 4-syklit
ovat parittomia.

7. Olkoot a, b, c, d, e P t1, 2, 3, 4, 5u siten, että ta, b, c, d, eu “ t1, 2, 3, 4, 5u. Määritä per-
mutaatiot

(1) pabqpcdqpabcqpcdqpabq,

(2) pacbqpabcdeqpabcq,

(3) pabcdeqpabdecq´1,

(4) paebqpabqpcdqpabeq ja

(5) pabqpcdqpaeqpcdq.

Ratkaisu. (1) pabqpcdqpabcqpcdqpabq “ padbq,

(2) pacbqpabcdeqpabcq “ pabdecq,

(3) pabcdeqpabdecq “ pabcdeqpacedbq “ padcq,

(4) paebqpabqpcdqpabeq “ paeqpcdq,

(5) pabqpcdqpaeqpcdq “ paebq.

8. Tämän tehtävän täsmällinen ratkaisu on kovin tekninen. Harjoituspisteen saa idean
hahmottamisesta.

Olkoot σ, τ, ω P Sn siten, että σ “ ωτω´1. Tämä on yhtäpitävää yhtälön σω “ ωτ kans-
sa. Olkoon pn1, n2, . . . , nkq syklin τ syklirakenne ja olkoon τ “ τ1τ2 ¨ ¨ ¨ τk siten, että τi on
ni-sykli jokaisella 1 ď i ď k. Olkoon x P Oτi . Tällöin

Oτipxq “tωpxq, ωpτpxqq, ωpτ
2
pxqq, . . . , ωpτni´1

pxqqu

“tωpxq, σpωpxqq, σpωpτpxqqq, . . . , σpωpτni´2
pxqqqu

“tωpxq, σpωpxqq, σ2
pωpxqq, . . . , σni´1

pωpxqqu .

1Ehto #tx, y, t, zu “ 4 tarkoittaa, että mitkään kaksi alkioista x, y, t, z eivät ole samoja.
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Siis pisteen ωpxq rata on ni-syklin σi “ σ|ωpOτipxqq rata. Tämä pätee kaikille x P

t1, 2, . . . , nu, joten syklin σ syklirakenne on pn1, n2, . . . , nkq.
Toisen suunnan todistusta varten todistetaan ensin aputulos: Olkoot α, β P Sn j-

syklejä. Olkoot x, y P t1, 2, . . . , nu siten, että αpxq ‰ x ja βpyq ‰ y. Olkoon ωα,β P Sn mikä
tahansa permutaatio, jolle pätee ωα,βpαipxqq “ βipyq kaikilla 0 ď i ď j´1. Rekursiivisesti
saadaan siis

ωα,βpα
i
pxqq “ βipωpxqq “ βpβi´1

pωpxqq “ βωpαi´1
pxqq

kaikilla 0 ď i ď j ´ 1. Siis pisteen x α-radalla Oαpxq pätee ωα|Oαpxq “ βω|Oαpxq. Jos
y R Opxq, niin ωαpyq “ ωpyq “ βωpyq. Siis ωα “ βω.

Olkoon pn1, n2, . . . , nkq permutaatioiden σ P Sn ja τ P Sn syklityyppi. Tällöin jokaisella
1 ď j ď k on nk-syklit σj ja τj siten, että syklit σi ja σj ovat erillisiä ja syklit τi ja
τj ovat erillisiä, jos i ‰ j ja σ “ σ1σ2 ¨ ¨ ¨ σk ja τ “ τ1τ2 ¨ ¨ ¨ τk. Määritellään permutaatio
ω P Snsiten, että ω|Oσi “ ωσi,τi kaikilla 1 ď i ď k. Aputuloksen nojalla ωσ “ τω.


