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Harjoitusten 9 alustavat ratkaisut Topologiset vektoriavaruudet 2010
9.1. Olkoon f € C*(R) ja A € D(R). Osoita laskemalla tai kumoa, etti
D(fA)=Df A+ f DA.
Distribuution A € D*. derivaatta on distribuutio DA := —A o D, ts.
(p, DA) := —(Dp,\) Vo € D(Q).

Lasketaaan:
(. D(fA)) = =(Dg, fA)
= —(fDy, A)
= —(D(fe) — (Df)p, A)
= —(D(fe), A) + {o(Df), A)
= (fo, DA) + (¢, (Df)A
= (¢, JDA) + (o, (Df)A) = (¢, Df A+ f DA).

9.2. Avaruus D(R)* on varustettu heikolla topologialla. Oleta, etti (f,)n — f on
suppeneva jono Fréchet-avaruudessa C*(R) (Seminormeina derivaattojen sup-normit
kompakteissa joukoissa) ja jono (A,)ny — A on suppeneva jono distribuutioiden ava-
ruudessa D(R)*. Osoita, etti (fo\n)n — fA on suppeneva jono distribuutioiden ava-
ruudessa D(R)*.

Avaruudessa D(R)* on kéytossé heikko topologia w* = o(D(R)*, D(R)). Oletus
A, — A merkitsee, etté kaikilla ¢ € D(R) pétee

(o, An) — 0.

Avaruudessa C*(R) D D(R) ovat seminormeina derivaattojen sup-normit kompak-
teissa joukoissa. Oletus f, — f merkitsee, ettd kaikilla k£ € N ja kompakteilla K C R
patee
sup | DFf| — 0.
K

Distribuution ja funktion tulo on mééritelty tehtavissa (1) kiytetylld tavalla. Viite
merkitsee, ettd kaikilla ¢ € D(R) pétee

(@, fal\n) = (fop, An) — 0.

Kuvaus f, — f,¢ on jatkuva C*(R) — D(R), joten f,o — fo € D(R).

Kiinteéllda ¢ € D(R) bilineaarikuvaus

C*(R) x D(R)" — C: (f,A) = (o, fA) = (fo,A)

on siis kummankin muuttujansa funktiona erikseen jatkuva. Seurava lemma osoittaa,
ettd tdma takaa sen jonojatkuvuuden miké riittadkin.

LEMMA 9.1. (Tehtiviin 9.2 Olkoon B : E x F' — R bilineaarikuvaus; E ja F
Fréchet-avaruuksia. (Riittia, ettd E on Fréchet.) Seuraavat ovat yhtapitivid.

a) B on (jono)jatkuva. (tulotopologiassa!) (origossa)



b) B on kummankin muuttujansa suhteen (jono)jatkuva. (origossa)

Tobistus. Tietenkin a) = b) Olkoon siis voimassa b) ja tutkittavana jono
(Tn,yn) > 0€ EX Feliz, —0¢€ Ejay, — 0 € F. Osoitetaan, ettd B(x,,y,) —
0eR.

Olkoon U € Ug.

Kiintedlld z € E jono B(z,y,) C R on suppeneva, siis rajoitettu. Jokainen kuvaus
x +— B(z,y,) on jatkuva, joten {z — B(z,y,) ‘ n € N} on pisteittéin rajoitettu perhe
jatkuvia lineaarikuvauksia Tasaisen rajoituksen periaatteen mukaan téllainen perhe
on yhtédjatkuva, joten on olemassa origon ympéristo W € U siten, ettd jokaisella
n€NjaxeW on B(x,y,) € U. Valitaan ny € N siten, ettd n > ny — x, € W,
jolloin B(z,,y,) € U.

O

9.3. Olkoon A € D(R)* distribuutio. Olkoon
W = U{w (Mng } (f,A) =0, kun supp f C w}.
Osoita, etti (f,A) =0, kun supp f C W. (Vihje: Ykkdsen ositus.)

avoin

{w C Q| (f;A) =0, kun supp f C w} = (w;)ies on perhe avoimia joukkoja

w; C R ja W = J;c;wi- Tehtdvan 9.6. (ykkosen ositus) mukaan on olemassa jono
funktioita (1, )nen siten, ettd

a) Vn € N3i € [ siten, ettd supp ¢, C wj.

b) > ,en ¥n = 1 joukossa W.

c) Jokaista kompaktia K C W kohti on olemassa avoin A D K ja lukum € N

siten, ettd » " 1, = 1 joukossa A.

Olkoon f € D(R) ja K = supp f C W. Koska K on kompakti, kohta c) soveltuu. Voi
olettaa, ettd A C W. (Leikkaa W:ll4 jos tarvitaan.) Joukossa A on

F=f-1=> tuf
n=1

ja Am ulkopuolellakin f = 37" | 4, f, nimittéin 0. Siis

(f,A) =) (Wnf,A).
n=1
Mutta jokainen (¢, f, A) on 0, koska supp ¢, f C supp¢,, C w; jollain i € I. O

9.4. Olkoon A € D(R)* distribuutio. Osoita, ettd
a) Jos o € D(Q) ja supp ¢ Nsupp A = 0, niin (p,A) = 0.
b) Jos ¥ € C>®(Q) ja ¥(x) = 1 jossain avoimessa joukossa A D supp A, niin
Ay = A.

a) Mééritelmédn mukaan supp A = R\ W, missd
W = U{w Gy | (f,A) =0, kun supp f C w}.

Jos siis supp NsuppA = (), niin supp f C W, joten edellisen tehtidvin nojalla
(fi0)=0
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b) Olkoon ¢ € C*(£2) ja¥(x) = 1 jossain avoimessa joukossa A D supp A. Naytetédn,
ettd Ay — A = 0. Koska ¢(z) = 1 joukossa A D supp A, niin kaikilla ¢ € D(Q) ja
x € Aon

p(z) — (Vo) (z) = p(z) — (1p)(z) = 0.
Siis supp(p — ¥) Nsupp A = ). Kohdan a) nojalla on siis

(o=, A) =0cli

(0, A) = (i, A) = (ip,YA) kaikilla ¢ € D(Q).
O

9.5. Olkoon ¢ € D(R) ja Kg(0,7) 0-keskinen kompakti vdli. Oletetaan, ettd
DFo(0) = 0 kaikilla k = 0,1,...,N ja |DNg|, |los < 0. Osoita, etti tillsin on
katkilla k < N jax € K

|D*p(z)] < nla|VF.

K =[-rr],ts. 2 € K < |z| <r. Oletus: D*¢(0) = 0 kaikilla k = 0,1,..., N ja
IDYe] e lloe < 1.
Induktio:
I) (n=0): ||DNg0}K||C>o < 7 antaa kaikilla z € K: | DN 0p(2)| < n|z|N-V-0),
IT) Induktio-oletus: kaikilla z € K: |DN~Fp(z)| < n|z|N-N=F),
Induktio-viite: kaikilla = € K: |DN~*~1p(z)| < n|z|N~O=+=1. (kunnes k = N)
Askel: kun 0 < < r, niin — koska D¥¢(0) = 0 kaikilla k = 0,1,..., N —

DY R = | [ DY Rle) ar
0
< [ ¥t
0
0
0
Samoin negatiivisille.
Pystytko yleistamdadn?
(Rudinin mukaan n-ulotteinen (dla sekoita induktioindeksiini) versio on origokes-

kisessé pallossa D K on: Oletus kaikille multi-indekseille «, joilla || = N: |[D%p| < 7.
Viite: kaikille multi-indekseille «, joilla |a| < N ja kaikille z € K:

[D*p(x)| < a1z M1,

Tapaus n=1 osoitaa, ettd tédssd on varmaan painovirhe.
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9.6. Olkoon (w;)ier perhe avoimia joukkoja w; C R ja Q = |J,c; w;. Silloin on
olemassa jono (!) funktioita (Y, )nen siten, ettd
a) Vn € N3i € [ siten, ettd supp i, C w;.

b) > .en¥n = 1 joukossa ).
c) Jokaista kompaktia K C 2 kohti on olemassa avoin A D K ja luku m € N

siten, etti Y. 1, =1 joukossa A.
Vihje: Klassista reaalianalyysia. Voit verrata (muihin) ykkosen osituksiin ja kerra-
ta/etsid muita samantapaisia lauseita.

Tehtiin vain taululle .

9.7. (Ylimé#ériinen, jos ehditdén ja kiinnostaa) Vertaa, mitd yhteista ja eroa on
tasaisen rajoituksen periaatteella ja Arzela-Ascolin lauseella. Onko todistuksilla yh-
teisisé piirteita?

Ei ehditty/kiinnostanut viela



