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Harjoitusten 8 ratkaisut Topologiset vektoriavaruudet 2010

8.1. Olkoon P, ={f :K—-K | p on enintdidn asteen n— 1 polynomi} varustettu-
na luonnollisella ddrellisulotteisen vektoriavaruuden rakenteellaan ja ainoalla lokaa-
likonveksilla Hausdorff- topologiallaan. Olkoon P =, P = {f : K = K } p on

neN - "n
polynomi} varustettuna tarkan induktiivisen limeksen rakenteella: P = limP,. Onko

P metrisoituva tissd topologiassa 77 Onko P Montelin avaruus?

Adrellisulotteisen avaruuden Hausdorff-tva-topologia on yksikésitteinen. Esimer-
kin topologian voi mééritelld vaikka sup-normina tai normina || >y an2"|| = >, o [@al-
Koska jokainen P, on dérellisulotteinen, se on tietenkin Banachin avaruus, joten P
on LB- avaruus ja siten bornologinen Montelin avaruus. (Muista: Tynnyriavaruus, jos-
sa jokainen suljettu, rajoitettu joukko on kompakti, on Montelin avaruus, erityisesti
aarellisluotteinen(!) normiavaruus on bornologinen Montelin avaruus (Heine-Borel)).
Siis myos P on bornologinen Montelin avaruus, koska ndmé ominaisuudet periytyvét
tarkalle induktiiviselle limekselle ??. Sisépisteettomien suljettujen osajoukkojensa yh-
disteend P, on Bairen 1 kategoriaa, ja taydellisyytensa vuoksi siis metrisoitumaton.

8.2. (jatkoa) Tarkastellaan avaruudessa P myds lokaalikonveksia topologiaa T,
jonka mddrddvit seminormit qi(3_ e i) = |\i|. Onko timd topologia metrisoitu-
va? Entd Montel? Onko toinen topologioista T ja 1o hienompi kuin toinen?

Topologia 7y on tietenkin metrisoituva, méaraytyyhén se numeroituvasta seminor-
miperheesta. Koska luonnolliset injektiot P, — P ovat jatkuvia myos topologiassa 7y,
on 7 on hienompi kuin 7y5. Koska topologiat eivit ole samat, on 7 aidosti hienompi
kuin 7. 0

8.3. Osoita, ettd funktioavaruudet Dy () ja D(Q) ovat Montelin avaruuksia.

Koska D(2) on tarkka induktiivinen limes avaruuksista Dy (), riittédéd osoittaa,
ettd avaruudet Dg (€2) ovat Montelin avaruuksia. Fréchet-avaruuksina ne ovat tynny-
riavaruuksia, joten riittaé todistaa, etté niilld on Heine-Borel-ominaisuus eli jokainen
suljettu, rajoitettu joukko on kompakti. Olkoon siis H C Dy () C C*(Q) suljettu ja
rajoitettu. Olkoon f € H ja x; ja 2 € K.

[f (1) = f(@2)] < [ Dfllsc]rr — 2]

(Laskettu avaruudessa R!, kuten on sovittu. Toimii kylld yleisemminkin.) Ylemmille
derivaatoille saadaan samaan tapaan

[DFf(a1) = D" f(x2)] < [ D" flloslar — 2.
Ascolin lauseen mukaan, koska R on tédydellinen metrinen ja K kompakti metrinen
jaH CC(K,X)={f:K — X | f on jatkuva}, niin seuraavat ovat yhtapitévia:

(1) H on relatiivisesti kompakti eli H on kompakti sup-normin suhteen.
(2) (a) H on yhtéjatkuva.
(b) H(x) C R on relatiivisesti kompakti eli rajoitettu (ollaanhan R:ssi)
kaikilla z € K.
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Selvisti ensimmainen todistamamme yhtdlo implikoi ehdot (a) ja (b), joten (sup-
normissakin!) suljettu joukon H sukeuma sup-normin suhteen H on kompakti sup-
normin suhteen. Sama konstruktio ja vastaava tulos toimii alemman yhtélén nojalla
myo6s derivaattojen sup-normeille. Niistéd tiedoista on ehkéd hankalaa todistaa suo-
raan, ettd H on kompakti lokaalikonveksissa topologiassaan, jonka virittavéat kaikki
derivaattojen sup-normit || D" f||, mutta koska tdmé topologia on metrisoituva, niin
riittdd todistaa, ettd H on tédysrajoitettu:

TAmén topologian méirittelee myos kasvava normien jono ||| |||, = || [leo + || ||1 +
|-ll2+ - <+|||||n- Olkoon € > 0. Jo todistetun perusteella H sisiltyy johonkin kompak-
tiin, siis erityisesti tdysrajoitettuun joukkoon jokaisen normin || f]|, = ||D"f||e mie-
lessé erikseen, joten on kullakin n € N olemassa H:n (dérellinen!) peite osajoukoilla
H,,CH, i=1,2,...m, siten, ettd kunkin peitepalan H, ; halkaisija || - ||,,-mielessa
on enintaan e:

|D"f — D"g||,, < € kaikilla f,g € H,.

Tavoitteena on konstruoida H:n (&ddrellinen!) peite osajoukoilla H,; C H, i =

1,2,...m, siten, ettd kunkin peitepalan H, ; halkaisija ||| - |||,-mieless& on eninté&én e.
Téllaisen peitteen muodostavat leikkaukset Ho;,NH;;, N---NH, ;,, missé indeksit
i; kiyvét lapi kaikki mahdolliset arvot, siis kukin i; € {1,...,m;}. (!) O

8.4. Todista, ettd C>*—funktion f derivatta on sama kuin sen distribuutioderivaat-
ta — otkein tulkittuna.

8.5. Osoita, ettd distribuutioderivaatan mielessd

d1 2] 1
— log|z| =v.p.—.
dx & pm

Merkintd v.p. (value principale) tarkoittaa Cauchyn padarvoa integraalille. Joukossa
R\ {0} lokaalisti integroituvalle funktiolle mddritellddin

o= ()

Distribuutiona merkintd v.p.f tarkoittaa lineaarimuotoa

D—R:pm(pvp.f)= v-p/ fo.
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Distribuutioderivaatan méaritelméan mukaan (D log |x|, p) = —(log |x|, D). Kos-
ka log |z| on lokaalisti integroituva joukossa R', on oikea puoli tulkittavissa distribuu-
tioksi integraalina — [ _log|z| Dy dx ja saamme:

[e.9]

(Dloglal, ¢) = — / log [2] Dy da

—00

:lir%(—/ log |z Dcpdx—/ log |z| Dy dx)

€

— lim (/%@dm— ‘76 log |z] mw/ﬁm L) g — [olog|x| go(:v))

e—0+4 00 —00 X

—¢ T ) —e 00
= v.p./ %dw - 11%1 (’_OO log |z| ¢(x) — L log |z| gp(x))

—
[e.e] ¢ +

=v.p. /_e @ dr — lim (log(e) (o(—€) — ¢(6))) = v.p. /_6 # de.

0o e—0+ 0

8.6. Tarkastellaan Fréchet-avaruutta E jao LF-avaruutta F' = lim F,,. Olkoon

T : F — F jatkuva lineaarikuvaus. Osoita, ettd on olemassa luonnollinen luku k € N
siten, ettd T(E) C Fy.

Tarkastellaan joukkoja H, = {(z,Tz) € E x F | Ty € F,}. Ne ovat kahden
Fréchet-avaruuden tulon suljettuja aliavaruuksia, siis Fréchet-avaruuksia. Merkitaan
projektioita m, : H, — F : (z,y) — z. Koska |J,, F\, = F, niin |J, H, = T joten
Bairen kategorialauseen mukaan jokin suljetuista joukoista H, on sisédpisteellinen.
Nytpéa kuvaus my : Gr(T) — F : (z,y) — y on jatkuva lineaarikuvaus kahden Fréchet—
avaruuden vililld, siis avoin kuvaus. Sellaisena se kuvaa sisépisteellisen joukon H,, C T’

sisipisteelliseksi joukoksi mo(H,), joka toisaalta on aliavaruus, siis koko F. Mutta
7T2(Hn) C Fn

IR, :ssa Jlogz = —z + xzlogz on jopa jatkuva, onhan lim,_.o(—z + zlogz) = 0.



Liite: Yhtijatkuvat ja tiysrajoitetut kuvausperheet metrisissa
avaruuksissa

MAARITELMA 8.1. Olkoon H C F(X,Y) joukko funktioita eli funktioperhe met-
risten avaruuksien X ja Y vililld sekd zo € X. Téssd on merkitty F(X,Y) =YX =
kaikkien funktioiden joukko.

(1) Perheen H funktiot ovat yhtdjatkuvia pisteessd o, eli perhe H on yhtdjatkuva
pisteessd xq, jos kaikki funktiot f € H ovat jatkuvia pisteessé zq siten, etté
jatkuvuuden standardiméaéritelméssa kullakin e voidaan 0 valita niin pieneksi,
ettéd se kelpaa kaikille f € ‘H:

Ve>030>0Ve e X VfeH dx,zg) <6 = d(f(z), f(xg)) <e.

(2) Perhe H on yhtdjatkuva, jos H on yhtdjatkuva jokaisessa pisteessd xg € X.
(3) Perhe H on tasaisesti yhtdjatkuva, jos kullakin € kelpaa sama 6 kaikille f € 'H
ja kaikille zg € X:

Ve>030 >0V e X Ve e X VfeH d(x,xg) <6 = d(f(x), f(xg)) <e.

Rajoitetun joukon sulkeuma on &érellisulotteisessa avaruudessa K" kompakti Hei-
nen ja Borelin tunnetun lauseen mukaan, ja Rieszin lause 6.15 kertoo meille, ettd
adretonulotteisessa avaruudessa asia on toisin. Tdmé asiantila antaa aiheen antaa ni-
men joukolle, jonka sulkeuma on kompakti. Asetamme samalla toisenkin ldhisukuisen
médritelméan.

MAARITELMA 8.2. (1) Topologisen avaruuden X osajoukko K on relatiivi-
kompakti, jos sen sulkeuma K on kompakti, eli jos K sisiltyy johonkin kom-
paktiin joukkoon.

(2) Metrisen avaruuden X osajoukko K on tdysrajoitettu, jos kaikille e > 0 on
olemassa joukon K peite dérellisen monella e—séteiselld pallolla B(x, €), mis-
sixr e X.

HuomauTus 8.3. (1) Taysrajoitettuneisuuden méiritelméssa voi yhta lailla

vaatia, ettd jokainen x kuuluu joukkoon K.

(2) Relatiivikompaktius ja tdysrajoittuneisuus periytyvét osajoukolle ja sulkeu-
malle.

(3) Metrisen avaruuden osajoukolle kompaktius ja jonokompaktius ovat yhtépi-
tavia ehtoja.

(4) Taydellisen metrisen avaruuden osajoukolle tdysrajoittuneisuus ja relatiivi-
kompaktius ovat yhtéapitavia ehtoja.

(5) Adrellisulotteisen avaruuden R™ osajoukolle rajoittuneisuus, téysrajoittunei-
suus ja relatiivikompaktius ovat yhtépitdavia ehtoja.

MAARITELMA 8.4. Olkoon X joukko ja Y metrinen avaruus.
(1) Funktioperhe H C F(X,Y) on pisteittiin rajoitettu, jos jokaisen pisteen
z € X kuvien joukko H(z) = {f(z) | f € H} C Y on rajoitettu.
(2) Vastaavasti méaritelladn késitteet pisteittdin taysrajoitettu ja pisteittdin re-
latitvikompakti funktioperhe.

LAUSE 8.5. (Ascolin lause) Olkoot X ja Y metrisid avaruuksia, joista X kom-
pakti. Tdlloin joukolle jatkuvia funktioita H C C(X,Y) seuraavat kaksi ehtoa ovat
yhtdapitdvid:



(1) H on avaruuden C(X,Y’) sup-metriikassa
d(f,9) = deo(f, 9) = sup d(f(z), 9(x))

taysrajoitettu joukko.
(2) H on yhtdjatkuva ja pisteittiin taysrajoitettu funktioperhe.

Ascolin lauseesta on usein kéytossé erikoistapaus, jossa maalipuolen avaruus Y on
R (tai yhta lailla K™). Téssé on oleellista, ettd maalipuolella tdysrajoittuneisuus nyt
merkitsee samaa kuin relatiivinen (jono-) kompaktisuus, onhan R"™ tdydellinen. Myos
C(X,Y) on téssd tilanteessa tiydellinen, joten siellikin tdysrajoittuneisuus liittyy
jonojen osajonoihin:

SEURAUS 8.6. (Ascolin ja Arzeldn lemma) Olkoon H pisteittdin rajoitettu ja yh-
tajatkuva perhe funktioita X — R™, missd X on kompakti metrinen avaruus. Tédlloin

jokaisella jonolla (f;)ien C H on osajono, joka suppenee tasaisesti kohti jotakin jat-
kuwvaa funktiota f : X — R™.

8.7. Normaaliperhepéaittely.

HuomauTus 8.7. Kompleksianalyysissié Ascolin ja Arzelan lemmaa on tapana
sanoa normaaliperhepddttelyksi. Tarkasteltavana on télloin yleensé jono jossakin alu-
eessa ) C C — ei siis kompaktissa joukossa — maéériteltyja analyyttisid funktioita
fi : 2 — C. Oletuksena on, etté jono on tasaisesti rajoitettu kompakteissa joukoissa,
ts. ettéd jokaisella kompaktilla K C €2 on olemassa vakio Mg > 0 siten, ettd kaikilla
r € K jaieNon

|fi(z)| < Mk

Viitteend on, ettd on olemassa analyyttinen funktio
f:Q—C,

jota kohti jokin osajono (f;;)jen suppenee tasaisesti jokaisessa kompaktissa joukossa
K cQ.

P#attely perustuu Ascolin ja Arzelan lemman liséksi sithen Cauchyn integraali-
kaavasta saatavaan tietoon, ettd kompakteissa joukoissa tasaisesti rajoitettu funktio-
perhe on yhtéjatkuva, ja ettd analyyttisistd funktioista koostuvan jonon raja-arvo on
analyyttinen, jos suppeneminen on tasaista kompakteissa osajoukoissa.



