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Harjoitusten 5 ratkaisut Topologiset vektoriavaruudet 2010
Osa I: Bairen lauseen seurauksia / Fréchet’n avaruuksista.

5.1. Olkoot (E,Tg) ja (F,Tr) Fréchet’'n avaruuksia ja olkoon lisiksi avaruudessa
F toinen Hausdorff-topologia 1r, joka on karkeampi kuin Tp. Olkoon T : E — F
lineaarinen.

Osoita, ettd jos T on jatkuva T — TR-mielessd, niin se on jatkuva myos Ty — Tp-
mielessd. Vihje: kuvaaja.

Tarkastetaan, ettd T tédyttdd suljetun kuvaajan lauseen ehdot. Ainakin
T :(E,Tg)— (F,7r), missd molemmat ovat Fréchet'n avaruuksia. Koska 7" on jat-
kuva kuvauksena T : (E,7g) — (F,7r), sen kuvaaja on suljettu (Hausdorft!) tuloto-
pologiassa 7g X 7p, joka on oletuksen nojalla tietenkin karkeampi kuin 7z x 7p. Siis
kuvaaja on suljettu téssékin. 0

5.2. Sovella edellistd tehtivdd todistamalla, ettd seuraava lineaarikuvauksen jat-
kuvuuden verifioimiskeino toimii:

Olkoot (E, Tg) ja (F,Tr) Fréchet’n avaruuksia ja olkoon (X, Tx) Hausdorff-avaruus.
Olkoon T : E — F lineaarinen. Osoita, ettd T on jatkuva, jos on olemassa sellainen
jatkuva injektio f : F' — X, ettd foT on jatkuva. Vihje: alkukuvatopologia.

Merkitéén symbolilla 7 = f~!(7x) alkukuvatopologiaa, jonka kuvaus f : F — X
méadrad avaruuteen F'. Koska T' on injektio ja X on Hausdorff, on my6s 7= Hausdorff,
silld jos x # y € F, niin f(x) # f(y) € X, jolloin on olemassa erilliset ympéris-
tot U € Up) ja y € Uy ja nyt on 1oydetty erilliset ympéristot f~1(U) € U, ja
f71(V) € U,. Oletettiin, ettd f on jatkuva, joten 77 on karkeampi kuin 7. Oletettiin
myos, ettd f o T on jatkuva. Siksi 7' on jatkuva kuvauksena T : (E,7g) — (F,7Tr):
Alkukuvatopologiassa joukko on avoin, jos ja vain jos sen kuva on avoin. siis: A €
7 = f(4) € Tx = T 'A) =T (f(A) = (foT)(f(A)) € T
Kohdassa A = f~1(f(A) kiytettiin tietoa, ettd A on injektio. O

Osa II: Kéasitellddn erditd funktioavaruuksia. Samalla ratkaistaan lisi-
tehtdva kierrokselta 3 (ja 4).

5.3. Olkoon k € N U {oo}. Avaruuden E =C* = {f : R — R | f on k kertaa
jatkuvasti derivoituva} standarditopologia, (ensimmaéisten k) derivaattojen tasaisen
kompaktin suppenemisen topologia, on lokaalikonveksi topologia, jonka mddrittelee
seminormiperhe P = {pa.x | a€{0,1,...,k} ja K C R on kompakti}, missd

(5) 1

Osoita, etti jokainen C* on metrisoituva ja Hausdorff.

= sup | /@ ()].
zeK

Pai (f) = sup
rxeK

Koska jokainen kompakti joukko siséltyy johonkin kompaktiin véliin [—m, m], niin
seminormiperheen P voi korvata jatkvunien seminormien kannalla P; = {p,.m ‘ a €
{0,1,...,k} ja K = [-m,m] C R, joka selvésti antaa saman topologian ja on lisiksi
numeroituva. Siis C¥ on metrisoituva, kunhan se on Hausdorff, ja sitd se on, silli
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kaikilla f € C* \ {0} on jokin kohta z € R, jossa f(x) # 0, jolloin po.(f) =
SUD_pcy<m IfO(y)] > |f(z)| > 0, kanhan —m < z < m.

5.4. Osoita, etti jokainen C* (k € N) on (jono)tiydellinen (induktio k:n suh-
teen), siis Fréchet. (Entd Banach? Onko jatkuvaa normia?)

Olkoon f,, Cauchy-jono avaruudessa C*. Jokaisessa pisteessid z € R jono f : n(z)
on Cauchy-jono reaalilukuja, siis suppeneva. Néin saadaan raja-arvoehdokas f : R —
R. Olkoon K = [—m,m|. Joukkoon K rajoitettuina funktiot f, suppenevat tasaisesti,
silld seminormi py,, on téssd joukossa sama kuin tasaisen suppenmisen antava sup-
normi. Samasta syystéd suppenevat niiden derivaatat tasaisesti kohti jotain funktiota.
Tunnetun lauseen (Voit myos hieman integroida!) mukaan derivaattajonon tasainen
raja-arvo on f’. Samalla tavalla todistetaan, etta toisten derivaattojen jono suppenee
kohti funktiota f” tasaisesti valilld | —m, m[ jne. induktiolla aina k:nteen derivaattaan
asti. Koska tdma toimii kaikilla m, niin p,, o(f, — f) — 0 kaikilla tarvittavilla m ja
a, eli fy — f € CF oikeassa topologiassa.

Jatkuvaa normia ei taida olla. Vrt. tehtdava 3.1 ja 3.2.

5.5. Osoita, ettdc C* on (jono)tdydellinen, siis Fréchet. (Entd Banach? Onko
jatkuwvaa normia?)

Edellisen tehtdvan paittely toimii nytkin!

5.6. Olkoon K C R kompakti ja k € N U {oo}. (Tdssd tehtivissi on siis yk-
si K walittu.) Osoita, etti aliavaruus C*(K) = {f € C* | suppf C K} on (jo-
no)taydellinen, siis Fréchet. (Entd Banach? Onko jatkuvaa normia?)

Edellisen tehtavan padttely toimii muuten, mutta taytyy huomata, ettd rajafunk-
tio f on avaruudessa C*(K), miki tietenkin seuraa jo siité, ettd f, — f pisteittiiin ja
fn(x) = 0 kaikilla = ¢ K.

Seminormeista po ,(f) = SUP_,<y<m IfO )| > |f(z)| > 0, tulee tissi tilanteessa
normeja. (Huomaa, ettd f=0 kantajan ulkopuolella, joten ainakin sielld f*) — 0.)
Jos k < oo, niin kyseessd on Banach-avaruus, koska topologian antaa korkeimman
derivaatan sup-normi.

5.7. Osoita, etti C*(K) on C*(K):m tiydentymd eli sulkeuma C*(K):ssa eli etti
C>(K) on tihed C*(K):ssa (joka on tiydellinen).

Tunnettu konstruktio "silottamalla” konvoluution avulla.

5.8. Osoita, ettd avaruuden C* standarditopologian mddrdd myds seminormiper-
he Q, missd seminormit ovat

2 (f) = /K £ (2)] de,

missid K C R on kompakti jan € N. Vihje: f(x) = ffﬂ (t—z—=1)f(t)+ f(t)) dt.

Vihjeen kaava on oikea, silla osittaisintegrointi antaa

z+1 z+1 z+1 x+1
/ (t—z—1)f'(¢) dt+/ fdt :/i+1 (t—x—l)f(t)—/ fdt+/ fdt = f(z).
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C*:n standarditopologian méériaa seminormiperhe P = {p, i ‘ K C R kompakti,
n € N}, missé p, i (f) = sup{|f™(z)| | # € K}. Merkitéén topologioita 7p ja 7q.
a) 7o C Tp: Suora arvio:

dorc(f /Wf (@)] < sup | (a) y/l—uﬂmx<>

b) 7p C 7¢: Osittaisintegrointi / Vlhje antaa kaikilla m < k

x+1
£y = [ (== D) )
joten kaikilla m € N
Pk (f) = Sup £ ()]

—mmﬂ/‘ (t— @ — 1) FoD(8) + £ () di]

Sst}l{po/m (t—x—1) 00 dt!+|/ s dt!)

<swp(l [t == 0@+l [ g0
< swp ly—al [ @l [

7y€
S dlam K/ Qm—l—l,K’(f) + q’m,K’(f)7
K/
missd on merkitty K’ = J, ., B(w,1).
Huom. Avaruuksista C¥ on analyysissi useimmiten kiytossé n—ulotteiset versiot,

joissa B =CF =CFR") = {f:R"—= R | f on k kertaa derivoituva} ja topologian
antavat seminormit

« [ Qn

missdé K C R"™ on kompakti ja (%)af(a:) = <a%> 1 (%) : .(%) f(x) on
multi-indeksid a = (ay, ..., a,) € N vastaava (a; + - - - + @, = «) osittaisderivaatta.
Tama ei juuri vaikuta ylla esitettyihin asioihin. En tosin ole miettinyt, miten lienee
integraalitehtévén laita, mutta varmaan sekin toimii, kun integroidaan yli K:n n-—

ulotteista Lebesguen mittaa.
Osa III: Yhdistelmai.

5.9. Olkoon K C R" kompakti joukko ja F C R¥ Banachin avaruus, jonka al-
kiot (eli vektorit eli pisteet) ovat funktioita K — R tavallisin vektorilaskutoimituk-
sin. Oletetaan, ettd F':n topologia on hienompi kuin pistesuppenemisen topologia eli
tuloavaruudesta RX periytyvd topologia. Oletetaan vield, ettd C°(K) C F.

Todista, etti on olemassa luku k € N, jolla C*(K) C F.

Sovelletaan tehtédvaa 5.1. luonnollisin valinnoin, ts. valitaan E:ksi C* varustettuna
standarditopologiallaan, jota siis tédssd merkitdan 7z. Tutkittavan Banach-avaruuden
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F topologiaksi valitaan normitopologia 7r = 7). ja karkeaksi Hausdorff-topologiaksi
7 valitaan pistesuppenemisen topologia eli tuloavaruudesta R periytyvé topologia.
Lineaarikuvaukseksi T : £ — F sopii inkluusiokuvaus x +— x.

Tarkastetaan ehdot:

C*(K) ja Banach-avaruus F' ovat Fréchet’n avaruuksia ja avaruudessa F' on myos
toinen Hausdorff-topologia 7, joka on karkeampi kuin 7. (Totea!) Kuvaus 7' : £ —
F : x — x on lineaarinen.

Tavoitteena on aluksi osoittaa, ettd inkluusiokuvaus 7' on jatkuva 7p — Tp —
mielessé eli kuvauksena C*(K) — (F, 7).

Tehtdvan 5.1. mukaan riittd4 osoittaa, ettéd inkluusiokuvaus 71" on jatkuva 7p — 7
—mielessa eli ettd joukossa C'°°(K) normitopologia on hienompi kuin pistesuppenemi-
sen topologia. Se on totta.

On siis saatu tieto, ettd inkluusiokuvaus 7" on jatkuva kuvauksena C*(K) —
(F, 7). eli ettd F:n normi on jatkuva avaruuden C*°(K) topologiassa. On siis olemassa
luku A > 0 ja sellainen (semi)normi p,, g, etté

|- llr < Apnk-

(Totesimme muuten edelld, ettd jatkuva seminormi f +— p, x(f) = sup,cx |f™ (2)]
on itse asiassa normi avaruudessa F = C*°(K).) Siis avaruudessa £ = C*°(K) on

Tr C T,

Pn, K
eli kaikenkaikkiaaan

F:n antama aliavaruustopologia C Ck:m antama aliavaruus’topologia C C3:n oma
topologia. Siis:

CF(K) = (C°°(K)m tiydentymi eli sulkeuma C*(K):ssa) C C*°(K):n tdydentyméi
eli sulkeuma F':ssé normitopologiassa. ([l

Osa IV: Loppukevennys.

5.10. Viime kerralla oli seuraava tehtdvi

a) Olkoon E wvektoriavaruus, B = {A C FE | A on absorboiva, balansoitu ja kon-
veksiy. Naytd, ettd B mdadrdd avaruuteen E lokaalikonveksin topologian T, joka on
kaikkein hienoin lokaalikonveksi topologia E:ssd.

b) Osoita, etti jos F on lokaalikonveksi avaruus, niin jokainen lineaarikuvaus
E — F on jatkuva.

Tamd ei ollut mitenkddn vaikeaa. Jatketaan tarkastelua:

¢) Olkoon (Ey)acr em. vektoriavaruuden E kaikkien ddrellisulotteisten lineaaris-
ten aliavaruuksien perhe ja T, aliavaruuden E, standarditopologia, siis sen (ainoa!)
Hausdorff-tva-topologia. Merkitidn J,:lla kanonista injektiota E, — E. Osoita, ettd
a)-kohdassa mainittu topologia T on induktiivinen lokaalikonveksi topologia perheen
(Ja)acr suhteen. (En ole vield miettinyt, onko (Fa,7,) alkuperdisen avaruuden E
topologinen aliavaruus.)

Induktiivinen lokaalikonveksi topologia perheen suhteen on maéaaritelménsid mu-
kaan lokaalikonveksi topologia, jossa peheenjdsenet ovat jatkuvia. Viite seuraa siis
kohdista a) ja b). (Ndhnee sen suoraankin!)



