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Harjoitusten 3 ratkaisut Topologiset vektoriavaruudet

3.1. Jokainen kompakti joukko K C R™ mddrdd funktioavaruudessa E' = C(R™) =
{f:R" = R | [ on jatkuva} seminormin pk(f) = sup f(K) (= max f(K)). Nimi
seminormit mdadarddvdt avaruuteen E lokaalikonveksin topologian T .

a) Onko T Hausdorff-topologia?

b) Suppenecko funktiojono f,(x) = te” topologiassa T ?

¢) Onko olemassa E:n normi, joka antaisi topologian T, eli onko E normeerau-
tuva? (vihje: ei)

a) On T,. Riittdd, ettd jokainen f € E \ {0} voidaan erottaa origosta erillisin
ymparistoin. Olkoon f # 0. Jatkuvuuden nojalla on olemassa luku € > 0 ja kompakti
vili K C R, jolla f(x) > 3e. Nyt By 0.e N Bpge.pe = 0.

b) Suppenee nollaan. Huomataan heti, ettd semipallot B = B, o muodostavat
origon ympéristokannan. Olkoon B = B, o.. Nyt px(f,) =sup f(K) = % — 0,
joten on olemassa ng € N siten, ettd f, € B, kun n > ny.

¢) Ei normeeraudu. Vastaoletus: Jokin normi || - || antaa saman toplogian 7 .

Silloin erityisesti normi || || on jatkuva kuvaus, joten nollan ympériston alkukuva-
na normin yksikkopallo siséltaé origon 7 —ympériston, joka puolestaan siséltdd jonkin
semipallon B = B, o, koska semipallot B = B,, o muodostavat origon ympéris-
tokannan. Silloin pi(f) < e = ||f|| < 1 jasiis pr(f) < £ = ||f]| < +, joten
pr(fn) = 0 = ||full = 0 = f, — 0, miki ei pidd paikkaansa.

3.2. Seminormit p,(f) = supgcicy |f™(8)] (n = 0,1,2,...) mddrddvit avaruu-
teen E = C>([0,1]) = {f : [0,1] = R | f on ddrettomdin monta kertaa derivoituva}
lokaalikonveksin topologian T . Kun f € E, merkitddin

riw) = [ s

T on siis lineaarikuvaus (eli operaattori eli transformaatio) E — E.

a) Onko T jatkuva?

b) Onko topologia T normeerautuva?

a) T on jatkuva. Kuvafunktion ¢ = T'f derivaatat ovat tietenkin ¢’ = f, ¢" =
f'o..., g™ = £~ Siten kaikilla n > 1 pitee p,(T'f) = png = pn_1f, joten tiytyy
endd tutkia pg.

po(Tf) = Sup|/0 f@)dt] <suplf| =po(f). OK!

b) Ei normeeraudu. Idea on sama kuin edellisessi tehtévissi. Vastaoletus: Jokin
normi || - || antaa saman toplogian 7.

Silloin erityisesti normi ||-|| on jatkuva kuvaus, joten nollan ympériston alkukuvana
normin yksikképallo B siséltdéd origon 7 —ympériston, joka puolestaan sisiltéd jon-
kin semipallojen leikkauksen ja siis By D A2y By, , (n1 < ng < --- < ny, (€ N)).
Toisin sanoen jollakin p > 0 pétee
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Toisaalta vastaoletettiin, ettd || - || yksinddn virittdd topologian, jolloin {|| - ||} on
jatkuvien seminormien kanta ja on siis olemassa luku A > 0 siten, ettd p,, 11 < Al -||.
Yhdistamalld arviot saadaan
Prpt1 <Al | < A max py,.

Tamén huomaa mahdottomaksi keksimélla jonon (f,)aen, jolla p,,(fo) — 0 kaikilla
i=1,...,m, kun & — oo, mutta ei p,, 1(fs) — 0. Sellaiseksi kelpaa esimerkiksi
falz) = a ™ Lsin(az), sild f{”(z) = a7 . p(z), missi r(z) on rajoitettu
funktio, joten p,(fa) = suppy |f§¢”)(:€)| — 0, kun n < n,, ja @ — oo, mutta ei
lahene nollaa, kun n > n,,. Erityisesti p,,(fo) — 0 kaikille ¢ = 1,...m mutta ei
Prpm+1(fa) = 0.

3.3. Olkoon E reaalikertoiminen lokaalikonveksi avaruus ja A sen konveksi os-
ajoukko. Osoita, ettd A on suljettu, jos ja vain jos A joidenkin E:n suljettujen puolia-
varuuksien letkkaus. Koska suljettujen joukkojen leikkaus on konveksi, riittda tarkas-
taa ehdon vélttaméttomyys. Olkoon siis A konveksi ja suljettu. Komplementti C' = \ A
on avoin. Olkoon z € C'. On olemassa pisteen x avoin ympéristo U, jolla U C C. Kos-
ka F on lokaalikonveksi voidaan U valita konveksiksi. Koska F on reaalikertoiminen,
on Banachin erottelulauseen nojalla olemassa jatkuva lineaarimuoto f ja luku a > 0
(Voidaan muuten aina valita v = 1) siten, ettd A C H = {z € E | f(z) < o} ja
UNH =0, erityisesti x ¢ H. Tésta viite seuraa.

3.4. a) Olkoon E bf ddretonulotteinen normiavaruus. Naytd, ettd normikuvaus
x +— ||z|| et ole jatkuva E:n heikon topologian suhteen eli heikosti jatkuva. (Heikon
topologian mddrddvind seminormeina ovat jatkuvien lineaarimuotojen itseisarvot el
kuvaukset x — |{(x, x*)|, missd z* € E*.)

b) Enti onko normi tdssd topologiassa alhaalta puolijatkuva? Alhaalta puolijatku-
vuudelle on riittdvdd olla jatkuvien kuvausten pisteittdinen supremum.

a) Jos normi olisi jatkuva, niin olisi jatkuvien seminormien karakterisoinnin mu-
kaan olemassa luku n € N ja jatkuvat seminormit |(-, z})|, (i=1,...n), joilla

HED !

Talléin
reN kerz! = |lz||=0 = z =0,
joten lineaarikuvaus 7' : £ — K" : z — ((z,x7),...,(z,2%)) on injektio, joten
dimF <dmR" =n < co.
b) Hahnin ja Banachin lauseen tunnetun seurauksen mukaan

x,x*
lofl = sup L0
zeE*\{0} ||$ ||

siis supremum jatkuvista kuvauksista

|(, %)

lz=)l
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3.5. Olkoon (E, P) lokaalikonveksi avaruus. Osoita, ettd E:n jono (z,)n on Cauchy-
jono, Jos ja vain j0s

Vpe P jaVe>03dnyeN se qr>ny = plx,—x,) <e

Mééritelmén mukaan jono (x,) on Cauchy topologisessa vektoriavaruudessa E, 7T
jos ja vain jos vastaava alkeisfiltteri on Cauchy-filtteri, mikd puolestaan tarkoittaa,
ettd kaikilla 0:n ympéristoilla U € U on olemassa luku ng € N siten, ettd x,, —z,, € U
kaikilla n, m > ny.

Tehtavén tilanteessa (E, P) on lokaalikonveksi avaruus, joten voi olettaa, etté
U on kantajoukko ja muotoa U = )\ﬂpeH Up, missdé ‘H C P on &ddrellinen joukko
kantaseminormeja. Y14 esitetty Cauchy-jonon mééritelmén kohta x, — x,, € U saa
muodon =, — Ty, € A, oy Up, €li

p(xn — Tm) < AVp € H.

1) (vain jos) Jos jono on Cauchy jap € P ja € > 0, niin valitaan H = {p} ja A = ¢,
jolloin mééritelmé antaa vaitteen.

2) (jos) Jos jono toteuttaa tehtdvin ehdon ja U on muotoa U = A[7),cy Uy, missi
H C P on &érellinen, niin valitaan kullekin p € H luku n, siten, ettd p(z, — ) <
AVn,m > n,. Kunn,m > ng = max{n, | p € H}, niin siis p(z, —z,,) < AVn,m > n,

eli v € A(,en Up-

3.6. Olkoon E = [],.; E; topologisten vektoriavaruuksien tuloavaruus (tulotopo-
logia!) ja m; : E — E; siihen liityvd projektio (i € I). Osoita, a) ettd F on Cauchyn
filtteri E:ssd tasan silloin, kun jokainen w(F) C E; on Cauchyn filtteri E;:ssd ja b)
etti £ on taydellinen aina ja vain, kun jokainen E; on tdydellinen. Jos ddrettomdn
monen avaruuden tulotopologia ei ole tuttu, voit olettaa, ettd I = {1,2} eli tarkastella
kahden avaruuden tuloa.

a) Tulotopologia on hienoin topologia, jossa kaikki projektiokuvaukset m; : E =
Hiel E;, — FE; : v — x; ovat jatkuvia. Tietenkin ne ovat lineaarisia surjektioita,
joten kannattaakin todistaa hieman yleisempi tulos, jonka mukaan topologisen vek-
toriavaruuden £ Cauchy-filtterin F kuva jatkuvassa lineaarisessa kuvauk-
sessa 1T' : ' — F on Cauchy-filtteri. Muistetaan, ettd missd tahansa kuvauk-
sessa filtteriin kuuluvien joukkojen kuvat muodostavat filtterikannan, jonka viritté-
maa filtterid sanotaan alkuiperdisen kuvafiltteriksi. Surjektio antaa suoraan kuvafilt-
terin. Tarkastamme sille Cauchy-ehdon. Olkoon siis U € Up. Koska T—'U € Ug, on
olemassa M € F, jolla M — M C T~'U, jolloin T(M) kuuluu filtterin kuvaan ja
TM)-T(M)=T(M—-M)CT(T7'U)cCU.

Oletetaan seuraavaksi, ettéd jokainen m;(F) on Cauchy. Olkoon U € Ug tulotopo-
logiassa. Voimme olettaa, ettd U on kantajoukko eli muotoa

v=]Jvix ] E:

jedJ i€I\J

peEH

missd .J on adrellinen ja U; € Up,. Valitaan kullakin j € J joukko M, € 7;(F), jolla
M; — M; C U;. Kuvafiltterin mééritelmén mukaan M; O m;(V;) jollekin N; € F.
(Surjektiivisuuden vuoksi voisi vaatia jopa M; = 7;(N;).) Valitaan

N=][~x ][ E-

jedJ 1€I\J
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Télloin tietenkin N+ N C U, joten on endd naytettava, ettd N € F. Huomataan, etté
N =je;m (M) = ey 7 (m(N;)) = N D (e, Nj ja muisteaan, ettd N; € F ja
ettd filtteri sisdltdéd joukkojensa &érelliset leikkaukset ja ylijoukot. Selvél!

b) Avaruuden E téydellisyys tarkoittaa, ettd jokainen sen Cauchy-filtteri F sup-
penee eli ettd sille on olemassa x € E, jolle F D U, (= x + Up).

Olkoon ensin jokainen E; tdydellinen ja F Cauchyn filtteri tuloavaruudessa E. a)—
kohdan mukaan kuvafiltterit 7; = m;(F) ovat Cauchy-filttereita, siis oletuksen mukaan
suppenevia: F; D U, joillekin z; € E;. Verifioidaan, ettd 7 — x eli F D U, = o +Up g,
missd © = (;)er € E -

Olkoon U € U, C E = E = [],.; Ei. Voimme olettaa, ettd U on kantajoukko eli

muotoa
U:x+HUj X H Ei:$+ﬂﬂ_1Uj
jed iel\J jed
missd J on adrellinen ja U; € Uy p,. Kullakin j € J on U; € F; = m;(F), joten
U € F jasiis (e, 7 'Uj € F, joten U € x + F.

Olkoon sitten tuloavaruus E = [[,., £; tdydellinen, ja F; Cauchyn filtteri avaruu-
dessa E; jollain j € I. Olkoon kaikilla ¢ # j F; = Ug, ja olkoon F avaruuden E filtteri,
jonka kantana ovat joukot N; = 7~ 'M;, ¢ € I, M; € F;. (Tété voisi varmaan sanoa
filtterien tuloksi.) Tamé& on a) kohdan perusteella Cauchy, silla m;(F) = F; kaikilla
i € I ja sekéd tutkittava F; ettd jokainen ympéristofiltteri U, ovat suppenevia, siis
Cauchy. Oletuksen mukaan siis F suppenee eli F D x+Up jollekin x = (x —i);cr € E.
Osoitetaan lopuksi, ettd F; — x; eli F; D x; + Ug,. Olkoon z; + U; € x; + U,,;. Nyt
a:+7rj_1(U) € v+ Ur C F. Siis

Z; +UEj D) Wj(x+7T;1(U)) € Wj(f) :f‘j,

joten x; + Ug; € Fj, ja siis x; +Ug, C F;.

3.7. Olkoon
E={feC[0,1] | Je; > 0 siten, etti f(t)=0V0<t<e(f)}
varustettuna normilla || f|| = sup|f|. a) Onko joukko
[T=feB||f(})<ivneN)

tynnyri? b) Entd onko se origon ympdristé? a) Joukko on mitéd absorboiva, silla jos
f € E, niin valitaan n. = max{n € N | % > €}, jolloin Af € T ainakin silloin, kun
1 1y —1
Al < n—e(lg}%e FGD)
Joukko T on selvistikin balansoitu ja konveksi. Se on my6s suljettu (ja siis tynnyri),
koska sen komplementti on avoin; olkoon nimittdin f € E \ 7. Silloin on olemassa
n € N, jolla |f(n)] > £. Valitaan r = (|f(n)| — +). Silloin avoin pallo B(f,r) = {g €
E | IIf — gl < r sisdltyy komplementtiin E7.
Joukko T ei ole origon ympéristd. Muuten se sisdltéisi jonkin pallon B(0, %), mutta
eipé sisilla. Vastaesimerkiksi kelpaa miké tahansa sellainen jatkuva, kasvava funktio,
joka on vakio 0 vélilld [0, 5-] ja vakio & valilld [5-, 1].
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Olemme siis huomanneet, ettd tutkittava normiavaruus E ei ole tynnyriavaruus.
Koska normiavaruus on merisoitruva ja lokaalikonveksi, seuraa tynnyrilauseesta, etté
E ei voi olla taydellinen.

3.8. Esimekki lokaalikonveksin avaruuden osajoukosta, joka on jonotdiydellinen,
mutta ei taydellinen: E = F([0,1],R) = RO = {kaikki funktiot [0,1] — R. Piste-
suppenemisen topologis, eli seminormit p, = |f(x)|. M ={f € E | f(z) # 0 vain
enintddn numeroituvan monella x € [0, 1].

Ratkaisu ensi viikolla

3.9. Lisatehtivi jos ehditdinja halutaan. Olkoon K C R"™ kompakti joukko.
Avaruudessa

E:Cfo(K):{f:R"HR‘fECOO, supp f C K}
otetaan kdyttoon seminormit
a [0
(@) f(z)
)

missi ()% f(z) on multi-indeksid o« € N™ vastaava (korkeammanasteinen) osittais-
derivaatta. Merkitiin Q = {q, | « € N"}. Osoita, etti (E, Q) on Fréchet'n avaruus.

Ohjeita: Tyydy tilanteeseen R™ = R, jos et halua kdsitella moniulotteista tapaus-
ta multi-indekseineen. Asiaan ei tule oleellisia eroja. Voit joko osoittaa suoraan, ettd
E on lokaalikonveksi, metrisoituva ja (jono(!)-)tiydellinen tai sitten tarkastaa, ettd
E on tunnetun avaruuden C*(R™) = {f : R" - R | f € C*, supp f C K} suljettu
aliavaruus. Avaruuden C*°(R™) standarditopologian eli derivaattojen kompaktin kon-
vergenssin topologian mddrddvat seminormit p, i (f) = sup,eg |f(x)| tai yhtd lailla
normit || fllm,x = SUPp<p, SUPze | f(2)], missd K kdy ldpi kompaktit reaalilukujoukot
jam luonnolliset luvut. Tdssd topologiassa C* on metrisoituva ja tiydellinen — timd
voi olla tuttua analyysistd.)

Ratkaistaan aikaisintaan ensi vikolla.

Go(f) = sup
reK

Y




