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Harjoitukset 2 Ratkaisut Topologiset vektoriavaruudet

1.1. Ratkaise muutama seuraavista: Onko balansoidun joukon kuva topologisten
vektoriavaruuksien vdlisessd jatkuvassa lineaarikuvauksessa aina balansoitu? Entd mi-
ten on vastaavasti absorboivan, konveksin, suljetun, kompaktin joukon kuvan laita?

1.2. Ratkaise muutama seuraavista: Onko balansoidun joukon alkukuva topologis-
ten vektoriavaruuksien vilisessd jatkuvassa lineaarikuvauksessa aina balansoitu? Entd
miten on vastaavasti absorboivan, konveksin, suljetun, kompaktin joukon alkukuvan
laita?

1.3. a) Konstruoi esimerkki konveksista joukosta, jonka balansoitu verho ei ole
konvekst.

b) Onko konveksi joukko A C E balansoitu, jos NA C A kaikilla \ € K, joille
A =17

a) Origon kautta kulkematon jana R?:ssa.

b) On. Olkoon |u| < 1 ja x € A. Osoitetaan, ettd pz € A. Oletuksen mukaan
—x € A, joten konveksiuden nojalla 0 = %$—|— %(—m) € A. Viite patee siis, kun p = 0.
Edelleen konveksiuden nojalla ux = (1 — |u|) - 0 + |u|z € A. Oletuksen mukaan siis
puxr = ”—‘:L‘|,u|x € A, kun p # 0.

1.4. a) Osoita, etti kompaktin joukon balansoitu verho on kompakti.

b) Konstruoi esimerkki suljetusta joukosta A C R?, jonka konveksi verho ei ole
suljettu.

a) balA = J,.; M = f({X € K | |A| < 1} x A), siis kahden kompaktin joukon
tulon kuva jatkuvassa kuvauksessa!

b) Funktion ﬁ kuvaaja tasossa R?.

1.5. Osoita, etti vektoriavaruuden E  seminormiperheen (p;)ier Supremum
p(x) = sup,c; pi(z) on seminormi, kunhan vain p(z) < oo kaikilla v € E.

p(r +y) =suppi(z +y) < sup(pi(x) + pi(y)) < supps(z) +suppi(y) = p(x) + py)

i€l i€l i€l i€l
p(Ax) = sup pi(Ar) = sup [A|(pi(z) = [A[sup(pi(z) = [Alp(z)
i€l i€l i€l

1.6. Lokaalikonveksissa avaruudessa F jatkuvien seminormien kanta on joukko
J jatkuvia seminormeja siten, ettd jokaisella jatkuvalla seminormilla p on olemassa
kantaseminormi q € J ja luku X\ > 0 siten, ettd p < A\q.

Osoita, etti lokaalikonveksissa avaruudessa (E,T) jokainen jatkuvien seminor-
mien kanta J mddrdd saman lokaalikonveksin topologian T .

Olkoon J lokaalikonveksin avaruuden (E, ) jatkuvien seminormien kanta. Mer-
kitdin tutkittavien topologioiden origon ymparistofilttereitd 7 ja M. On osoitettava,

ettd J = N.
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Olkoon ensin U origon ympéristo perheen J virittdméssa topologiassa eli U €
U 7. Voi olettaa, ettd U on J—kantajoukko eli on olemassa luku ¢ > 0 ja jatkuvat

seminormit py,...,p, € J s.e.
n

U=¢ ﬂ By,
i=1
Koska seminormit p; ovat oletuksen mukaan jatkuvia (E, N ):ssé, niin seminormien
jatkuvuuslauseen perusteella on olemassa kullakin ¢ seminormit ¢;; € N ja luvut
Ai>0(j=1,...,n;) siten, ettd

Pi < NilGi1+ -+ Ging)s

jolloin sopivalla &’ > 0 on

n nj

US> () B,

i=1j=1

joka on N-kantajoukko. Siis U € Uy, joten on niytetty, ettd Us C Uy
Olkoon sitten U origon ympéristd perheen N virittdmissi topologiassa eli U €

Uy. Voi olettaa, ettd U on kantajoukko eli on olemassa luku € > 0 ja seminormit
q1,---,qn € J s.e.

n
U=c¢ ﬂ By,
i=1
Koska seminormit p; muodostavat oletuksen mukaan jatkuvien seminormien kannan
(E, N ):ssd, niin kullakin ¢ on olemassa seminormi p; € J ja luku \; > 0 siten, etti

¢; < \ipi jolloin By, D By, = )%-Bpi ja siis sopivalla ¢’ > 0 on

U>D¢ ﬂ By,
i=1
joka on J-kantajoukko. Siis U € Uy, joten on néytetty, ettd Uy C U7.

Huom. Edellisen tehtavin péaattelyd vahian tdydentelemélla — mikéd on oleelli-
sesti tehty seuraavassa tehtavissd — voi todistaa, ettd seuraavat ovat yhtéapitavia

(1) J on jatkuvien seminormien kanta
(2) {eU, ‘ p € J, e > 0} on origon ympéristokanta

1.7. Ndaytd, ettd jos lokaalikonveksissa avaruudessa E on yksikin jatkuva normi,
niin E:ssd on jatkuvien seminormien kanta N, joka muodostuu normeista. Onko E
valttdmdttd normiavaruus?

1. tapa: Olkoon n jatkuva normi lokaalikonveksissa avaruudessa (E, P). Sen suljet-
tu 1-pallo B = B, on suljetun joukon alkukuva, siis suljettu joukko, ja 0:n ympéristén
alkukuva, siis origon ympéristo. [tse asiassa se on tehtdvén 1 nojalla tynnyri. Vali-
taan avaruudelle E tynnyreistd muodostuva ympéristokanta U ja leikataan jokaista
kantajoukkoa pallolla B, jolloin saadaan uusi pienemmistd tynnyreistd muodostuva
ympéristokanta {U N B } U € U}, jonka kaikki kantajoukot sisdltyvit normin n yk-
sikkopalloon B. Ndiden mittausfunktiot ny ovat seminormeja, mutta suurempia kuin
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normi n, joten ne ovat normeja. Koska niiden ykikkopallot muodostavat origon ym-
péristokannan, ne varmasti muodostavat jatkuvien seminormien kannan, onhan jo-
kaisella jatkuvalla seminormilla p nyt olemassa origon kantaympéristé U N B C B,
jolloin p < Ny.

2. tapa: Valitse jokin jatkuvien seminormien kanta J. (Sellainen on tietenkin
olemassa, kelpaahan , esimerkiksi kaikkien jatkuvien seminormien joukko.) Etsityksi
kannaksi kelpaa {max{n,p} | p € J}. Perustelut ja tulos ovat samantapaiset kuin 1.
tavalla laskiessa.

1.8. Olkoon E vektoriavaruus, M sen aliavaruus, p seminormi avaruudessa M ja
q seminormi koko avaruudessa E siten, ettd p < q}M eli p(x) < q(x)Vx € M. Osoita,
ettd on olemassa koko avaruudessa E mddritelty seminormi p siten, ettd p = ﬁ|M ja
P=q.

Olkoon U = co(U, U U,). On helppoa tarkastaa, ettd U on abs, bal, konveksi,
joten sen mittausfunktio p on seminormi. Lisdksi selvistikin U D U, = p < ¢ ja
lopuksi huomataan, etté p(x) = p(z) kaikille z € M, koska aliavaruudessa M pétee
relU < zel,.

1.9. Olkoot (E,P) ja (F,Q) lokaalikonvekseja avaruuksia, missi P ja Q ovat
jatkuvien seminormien kantoja. Osoita, ettd lineaarikuvaus T : E — F on jatkuva,
jos ja vain jos kaikilla ¢ € Q on olemassa p € P ja A > 0 siten, etti q(Tz) < A\p(x)
kaikilla x € E.

Olkoon ehto voimassa. Kuvauksen 7' jatkuvuuden osoittamiseksi riittda nayttéaa,
ettd jokainen yhdistety kuvaus ¢ o T on jatkuva, missd ¢ € Q on kantaseminormi.
Téama tarkoittaa, ettéd kaikilla ¢ € Q, ¢ > 0 on olemassa U € Uy, siten, ettéd [goT| < e
joukossa U.

Tarkastellaan oletuksen mukaista seminormia p, jolla ¢(Tz) < Ap(z) kaikilla x €
E. Nyt sopiva uU, kelpaa U:ksi. Tarkastuksessa joutuu véhdn laskemaan.

Toiseen suuntaan oleellisesti sama padttely.



