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Harjoitukset 1 Ratkaisut Topologiset vektoriavaruudet
tiistai 28.9.2010 16-18 MaD-355

1.1. Olkoot A ja B filtterikantoja joukossa E.
a) Onko {AUB ‘ A€ A, B € B} filtterikanta joukossa E?
Filtterikanta-aksioomat ovat

(1) Dg A jaA# 0

(2) AAeAd = FA' eA:A"CANA

Ensimmaéinen toteutuu tietenkin ja toinen myos, silla
(AuUB)N(AuB)D> (AnA)u(BNnB')DA"UB"

b) Onko {ANB ‘ A€ A, B € B} filtterikanta joukossa E?
Eipa ole, vaan voi sisdltda tyhjan joukon.

Merkintsja. .
Ellei toisin mainita, £ on seuraavassa tva, F(0) sen origon ympéristofiltteri.
N={0,12...}N"={1,2,...}

1.2. Osoita, ettd E on yhtendinen.Osoitetaan polkuyhtendiseksi. Olkoot z,y € F.
kuvaus v : [0.1] — E : t — ty + (1 — t)z on jatkuva, v(0) = z ja y(1) = v.
(Lisikysymys: Onko topologinen ryhmd aina yhtendinen?) Fi. Vastaesimerkiksi kay
adrellinen diskreetti ryhma.

1.3. Osoita, etti () F(0) = {0} ja etti se on vektorialiavaruus.
re{l} < 0eU VYU eU,
— O0ez+V VVeU,
— rxe-V Wel,
< x eV VYV eU, (homotetiainvarianssi)
— x € ﬂ]—“ (0)
Toinen viite seuraa tietenkin tehtdvista 3, mutta saadaan helposti suoraankin:
1°) 0e {0}
2°) 2e{0}=()F(0) < ze€V WeU,
< eV YWeU,A#0
< M eU VU eU,\# 0 (homotetiainvarianssi)
— Az € {0}.

3°)  Olkoon z,y € {0_}, t.s.z,y € V. VYV € U,. Osoitetaan, etta x,y € {0_} Olkoon
U e U, Valitaan V € U, siten, ettd V4+V CU. Nyt e +yeV +V CU. O
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1.4. Osoita, etti vektorialiavaruuden F C E sulkeuma F on vektorialiavaruus.
Ainakin 0 C F C F. Muistetaan topologiasta, etti kuvaus f on jatkuva aina ja vain,
kun f(A) C f(A) kaikilla A, ja ettd tulotopologissa A x B = A x B. Kertolaskun
jatkuvuuden nojalla jokainen - : E — E : x +— Az on jatkuva, joten koska A\- F' C F,
niin A- F C - F C F. Koska yhteenlasku + : E x E — E on jatkuva, niin F + F =

+H(FxF)=+(FxF)C+(FxF)CF. O

1.5. Onko avoimen joukon A C E balansoitu verho bal A = {\x ‘ A € K} aina
avoin joukko?

Ei. Vastaesimerkki: Normiavaruudessa R? joukon ]0,1[x]0,1[ balansoitu verho
sisaltad lisdksi origon.

Mutta jos origo jo kuuluu avoineen joukkoon A, niin silloin bal A = {\z ‘ A e K}
on avoin joukko, koska silloin bal A = UI/\\ oM = U <1 A ja jalkimméisessd
jokainen AA on avoin.

1.6. Olkoon E=C(R,R)={f:R—R ‘ f on jatkuva}. Merkitidin
Vio={f € E||f(t)] < m(t)Vt € R}, missi m € E jam(t) >0Vt € R.
a) Totea, etti on olemassa E:m topologia T, jossa yhteenlasku on jatkuva (ja
E siis topologinen abelin ryhmd) ja F = {V,, | m € E jam(t) > 0Vt € R} on
origon ympdristokanta. b) Onko (E,T) tva? c) Entd onko (topologinen ja lineaarinen)
aliavaruus
D={fekFE ‘ supp f on kompakti} C E

tva?

Ainoa ehdokas topologiaksi on ilmeinen, onhan neutraalialkion ympéristokanta
annettu ja topologia translaatioinvariantti.

Ainakin F toteuttaa filtterikanta-aksioomat (Leikkausta tutkiessa valitse m” =
min(m,m’).) ja jokainen V,, siséltad origon eli nollafunktion. Translaatioinvariantti
topologia on siis olemassa.

Summan jatkuvuuden toteamiseksi riittda huomata, etta

(& +5Vi) + (Y + 5Vi) C (2 +y) + Vi
t

Tulon epéjatkuvuus saadaan sopivasta vastaesimerkistd, esimerkiksi f(t) = e’
Talla vektorilla f € E ei tulon ositaiskuvaus A — Af ole jatkuva R — FE, silld jos
valitaan m:ksi vakiokuvaus 1, niin [Af(t) — f(t) = (]A — 1])e’ joka ei ole V,,-funktio
ellei A ole 1. Ympéristot eivat siis absorboi.

b)D={feFE } supp f on kompakti} C E on edellisen indusoimalla aliavaruus-
topologialla tva, silld olkoon f +V,,, € Fr, g € DN (f +V,,) jollekin n(t) > 0Vt € R
ja |A—1] <esekit € R.

1) td&suppf = |Ag(t) — f())] = [Ag(t) — O] = [Allg(t)] < |1+ €ln(t) < m(2),

kun n:ksi valitaan vaikkapa n(t) = =m(t)

2) tesuppf = [Ag(t) = f()| = [Ag(t) = AF(t) + Af(t) = f(D)] <
< [Ag(t) = fF(O]+ (A =DIf @)
< (T4 e)m(t) + el flloo < mlt),

mikéli n:ksi on valittu esimerkiksi n(t) = sm(t) ja eksi min{1, m inf;equpp £ (1)}
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Avaruus ei ole metrisoituva eiké edes origolla ei ole numeroituavaa ymparistokan-
taa. Jos olisi vaikkapa {V;,, | k € N}, niin valittaisiin m € C(R,R) siiten, ett4
m(t) > OVt
ja
m(k) < my(k)Vk € N.
Nyt ei olisi olemassa sellaista V,,,, , ettd V,, C V,,.

(Vertaa Cantorin diagonaalimenetelméén, jolla todistetaan, ettd /R ei ole nume-
roituva.)

1.7. Olkoon U C E wvektoriavaruuden E origon konveksi, balansoitu, ja absorboi-
va joukko. Osoita, ettd {%U | n € N*} on origon ympdristokanta erddssd E:n vekto-
riavaruustopologiassa. Piteekd viite myds, vaikka U ei olisi konveksi? (Entd muiden
ehtojen vdlttaimdttomyys?)

Joukkoperhe K = {%U | n € Nx} on origon ympéristokanta erddssid E:n tva-
topologiassa, koska se toteuttaa lauseen mukaan vaaditut ehdot.

a) VeK&AN#0 = JU € £: \U C V (NOINKO SE OLI?)

b) Ve K = V absorboi

(Todella: U abs = LU abs = V abs, kun 2U C V)

U ek = IU:UCU = U+5UCco(3U)=LcoU=1UCU.

d) U € K = d balansoitu V' € K siten, ettd V C U. OK.

1.8. Kahden topologisen vektoriavaruuden (E,Tg) ja (F,Tr) vdlinen lineaariku-
vaus L : E — F on jatkuva mielivaltaisessa pisteessd a € E tdsmdlleen ollessaan
jatkuva origossa. Osoita, ettd L on tdlloin tasaisesti jatkuva seuraavassa mielessd:

VAclUypr IBclUpp: (x—y)eB = (Tx—-Ty) € A.
Tehty luennolla.



o0
o,

7

f(n)
MATEMATIIKAN JA /J\&JL

JYVASKYLAN YLIOPISTO TILASTOTIETEEN LAITOS

n

Exercise set 1 Topological Vector Spaces
tuesday 9.28 at 4-6 PM in MaD-355

1.1. Let A and B be filter bases in a set E.
a) Is{AUB | A€ A, B € B} afilter basis in the set E?
b) Is{ANB | A€ A, B € B} afilter basis in the set E?

Notation. .
Unless otherwise stated, E is a tvs, F(0) the neighbourhood filter of its origin.
N={0,1,2,...}. N*={1,2,... }

1.2. Prove: F is connected. (PS: How about general topological groups?)
1.3. Prove that () F(0) = {0} and that this is a vector subspace.

1.4. Prove that the closure F of a vector subspace F' C E is a vector subspace.

1.5. Is the balanced hull bal A = {\x } A € K} of any open set A C E open?
(Hint. no, but if ...)

1.6. Consider E =C(R,R) ={f:R — R/ [ is continuous}. Denote
Vin=A{f € E | f(t)] <m(t)Vt € R}, where m € E and m(t) > 0Vt € R.
Prove the existence of a topology 7 in E such that addition is continuous (so £
is a topological abelian group) and F = {V,, | m € E and m(t) > 0Vt € R} is a
neighbourhood basis of the origin. Is (F,7) a tvs? Is the subspace
Dz{fGE!suppfiscompact}CE
a tvs? (Does it have a countable neighbourhood basis of the origin? Why do T ask?)

1.7. Let U C E be convex, balanced and absorbing. Prove that {%U | n €
N*} is a neighbourhood basis of the origin in some tvs-topology. (Do we need all 3
assumptions?)

1.8. A linear mapping L : E — F between 2 topological vector spaces (E,7g) ja
(F,Tr) is continuous at any point a € F iff it is continuous at the origin. Prove that
in this case L is uniformly continuous in the following sense

VAGZ/[QF EIBEZ/{O’E: (x—y)GB:(Tx—Ty)EA



