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Harjoitukset 3 Topologiset vektoriavaruudet
tiistai 12.10.2010 14.30-16.00 MaD-355

3.1. Jokainen kompakti joukko K C R™ méiria funktioavaruudessa £ = C(R") =
{f :R" = R | f on jatkuva} seminormin pg(f) = sup f(K) (= max f(K)). Ndm4
seminormit médrdavit avaruuteen E lokaalikonveksin topologian 7.

a) Onko 7 Hausdorff-topologia?

b) Suppeneeko funktiojono f,(z) = Le® topologiassa 77

¢) Onko olemassa E:n normi, joka antaisi topologian 7', eli onko E normeerautuva?
(vihje: ei)

3.2. Seminormit p,(f) = supgi<y | f™(¢)] (n =0,1,2,. .. )méérddvit avaruuteen
E =C>([0,1]) = {f : [0,1] — R | f on érettémén monta kertaa derivoituva }
lokaalikonveksin topologian 7. Kun f € E, merkitdin

Tf(x) = / " i) d.

T on siis lineaarikuvaus (eli operaattori eli transformaatio) E — E.
a) Onko T jatkuva?
b) Onko topologia 7" normeerautuva?
a) Onko T jatkuva?
b) Onko topologia 7 normeerautuva?

3.3. Olkoon E reaalikertoiminen lokaalikonveksi avaruus ja A sen konveksi os-
ajoukko. Osoita, ettd A on suljettu, jos ja vain jos A joidenkin E:n suljettujen puo-
liavaruuksien leikkaus.

3.4. Olkoon E normiavaruus. Niytd, ettd normi x — ||z|| ei ole jatkuva kuvaus
E'n heikon topologian suhteen eli heikosti jatkuva. (Heikon topologian mééradvina
seminormeina ovat jatkuvien lineaarimuotojen itseisarvot eli kuvaukset z +— |{x, zx)]|,
missd rx € E*.)

Enta onko normi téssi toplogiassa alhaalta puolijatkuva? Alhaalta puolijatkuvuu-
delle on riittdavaa olla jatkuvien kuvausten pisteittdinen supremum.

3.5. Olkoon (F, P) lokaalikonveksi avaruus. Osoita, ettéd F:n jono (z, )N on Cauchy-
jono, jos ja vain jos

Vpe PjavVe>0dnyg € Nse qr>ny = plz,—z,) <e

3.6. Olkoon E =[], , E; topologisten vektoriavaruuksien tuloavaruus (tulotopo-
logial) ja m; : E — E; siihen liityvé projektio (¢ € I). Osoita, ettd F on Cauchyn
filtteri E:ssé tasan silloin, kun jokainen 7(F) C E; on Cauchyn filtteri F;:ssi. Jos
ddrettéoméan monen avaruuden tulotopologia ei ole tuttu, voit olettaa, ettd I = {1,2}
eli tarkastella kahden avaruuden tuloa.

3.7. Jatkona edelliseen tehtéaviéin, osoita ettd F on tdydellinen aina ja vain, kun
jokainen F; on téaydellinen.

n



3.8. Olkoon
E={f€C[0,1] | 3e; > 0siten, ettd f(t) =0V0 <t <e(f)}
varustettuna normilla || f|| = sup |f|. Onko joukko
T=feE[|f(;)<;VneNT}
tynnyri? Entd onko se origon ympéristo?

3.9. Esimekki lokaalikonveksin avaruuden osajoukosta, joka on jonotédydellinen,
mutta ei tiydellinen: £ = F([0,1],R) = R = {kaikki funktiot [0,1] — R}.
Pistesuppenemisen topologia, eli seminormit p, = |f(z)]. M ={f € E | f(z) #0
vain enintdan numeroituvan monella x € [0, 1]}.

3.10. Lisdtehtava jos halutaan ja ehditidin. Olkoon K C R™ kompakti jouk-
ko. Avaruudessa

E=C*(K)={f:R"—>R|feC® suppfCK}
otetaan kayttoon seminormit
a «
(@) f(z)
0

missé (%)a f(z) on multi-indeksid o € N™ vastaava (korkeammanasteinen) osittais-
derivaatta. Merkitidin Q = {¢a | & € N"}. Osoita, etté (E, Q) on Fréchet'n avaruus.

Obhjeita: Tyydy tilanteeseen R™ = R, jos et halua késitelld moniulotteista ta-
pausta multi-indekseineen. Asiaan ei tule oleellisia eroja. Voit joko osoittaa suoraan,
ettd E on lokaalikonveksi, metrisoituva ja (jono(!)-)tdydellinen tai sitten tarkastaa,
ettd £ on tunnetun avaruuden C*(R") = {f : R" — R | f € C*, supp f C K}
suljettu aliavaruus. Avaruuden C*(R") standarditopologian eli derivaattojen kompak-
tin konvergenssin topologian maaraavit seminormit p, x(f) = sup,cx |f(2)| tai yhté
lailla normit || f||m,x = SUP, <y, SUPzex | f(2)|, missd K kéy 1dpi kompaktit reaaliluku-
joukot ja m luonnolliset luvut. Téssi topologiassa C* on metrisoituva ja tiydellinen
— tamé voi olla tuttua analyysista.)

qo(f) = sup
reK

Y




