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32. RYHMAN SL5(R) ESITYKSET

Example 32.1. Palautamme mieleen, etti

SLy(R) = {A: E {ﬂ

sly(R) = {A: {‘C‘ 2]

Olemme jo (harjoituksissa!) l6yténeet Lien ryhmélle S Lo(R) seuraavat
redusoitumattomat esitykset:

detA::Ew—yz:l} ja

TrA:a—l—d:()}

(1) Triviaali, siis yksiulotteinen esitys.
(2) Tautologinen, tissi tapauksessa siis kaksiulotteinen esitys.
(3) Edellisen symmetriset potenssit Sym?(R?), missi d = 2,3, . ...

Seuraavassa osoitetaan, ettd muita ei ole olemassa. Tamaé asia on kaik-
kea muuta kuin itsestdénselva. Todistuksen ideana on kayttad hyviksi
tietoa, ettd Lien ryhmén G esitys on redusoitumaton, jos sen deri-
vaatta on Lien algebran G redusoitumaton esitys ja osoittaa, ettd Lien
algebralla sls(R) ei ole muita redusoitumattomia esityksia kuin edelld
lueteltujen derivaatt. Tama tapahtuu selvittamaélla vastaavan komplek-
sisen Lien algebran sly(C) kaikki redusoitumattomat esitykset.

Proposition 32.2. Lien ryhmdn G redusoituvan ddrellisulotteisen esi-
tyksen p : G — GL(V) derivaatta neuraalialkion kohdalla dep : G —
gl(V') on Lien algebran G redusoituva esitys eli Lien algebrahomomor-
fismi, jolla on epdtriviaali aliesitys. *

Todistus. Olkoon p : G — GL(V) Lien ryhmén G redusoituva esi-
tys.Redusoituvuus merkitsee, ettd on olemassa vektoriavaruuden V

Ly redusoitumattomuus ja d.pm redusoitumattomuus ovat yhtéipitivid, mutta
sitd tietoa ei tarvita téssi.
1
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aliavaruus W C V siten, ettd p,(W) C W kaikilla ¢ € G, jolloin
pw g — (pg‘w : W — W) on G:n esitys, alkuperiisen aliesitys.
Tamén esityksen derivaatta d.pw : G — gl(W) on selvistikin derivaa-
tan dep : G — gl(W) aliesitys ja sellaisen olemassaolo merkitsee d.p:n
redusoitumattomuutta. U

Seuraavaksi laskemme edelld mainitujen redusoitumattomien esitys-
ten derivaatat. Luettelon lyhentdmiseksi merkitdan tautologista esi-
tystd Sym!(R?) ja triviaalia esitystd Sym°(R?). Avaruuden R? standar-

. . . 1] . o
dikantavektoreita merkitsemme e; = {0} ja ey = [(1) , jolloin symmet-
risen tulon Sym¢(R?) kantavektorit ovat e, e tey, e 2e2, ..., ered?
ja e¢ ja matriisin A € SLy(R) toiminta kantavektorilla e "¢} on

{ﬁ i] (ed77el) = (Aey) ' (Aeq)' = (wey + zea) ' (yey + wey)'.

Tamén derivointi sujuu kayttamaélla toistuvasti bilineaarikuvauksen de-
rivointia, josta saamme seuraavan lemman:

Lemma 32.3. Olkoot V ja W Lien ryhmdin G esityksid.
(a) Olkoon V @ W esitysten tensoritulo, ts. g(v ® w) = gv ® gw

kaikilla g € G,v € V,w € W. Derwoimalla neutraalialkion kohdalla
saatava vastaava Lien algeban G esitys on

X(vev)=Xvew+ov® X,
missd kukin X on asianomaisen ryhmdesityksen derivaatta.

(b) Olkoon Sym? (V) esityksen V symmetrinen potenssi. Tistd neut-
raalialkion kohdalla derivoimalla saatava Lien algeban G esitys on

d
a1 as aq\ __ a1 a2 ap—1 aq
X (€] -62...6(1)—2 apelt ey’ . oef el - Xey,
k=1
missd on tulkittava mahdollisesti esvintyvdt e? puuttuviksi.

Todistus. Viite (a) seuraa helposti bilineaarikuvauksen derivointikaa-
vasta. Viite (b) palautuu induktiolla véitteeseen (a) ja pieneen te-
kijaavaruustarkasteluun. U

Maarataian ensimmaéiseksi tautologisen esityksen toisen symmetrisen
potenssin derivaatta

dep : sla(R) — gl(Sym?(R?)).
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Lien algebralla sly(R) on virittajat X = [8 (1)] jaY = [? 8] ja vek-
1
0
algebran sly(R) esitys Sym?(R?) méirdytyy tiysin niiden kantavekto-
rien (Ttse asiassa jo X:n ja Y:n) vaikutuksesta avaruuden Sym?(R?)
kantavektoreihin €2, e; - es ja e2. Lasketaan ne kiyttien edellistd lem-
maa 77.

toriavaruutena kanta {X,Y, H}, missa H = [X,Y] = [ _01} Lien

X(e3) =2, - Xe; =2¢,-0=0
X(e%):X€1'€2+€1'X€220'62+€1‘61:€%
X(e3) =2ey- Xeg =26y - €1 = 2e; - €.

Naista kantavektorien kuvista saadaan X:n vaikutuksen matriisi

(0 1 0]
Mat(Sym*(X)) = [0 0 2.
_() 0 0_
Vastaavasti lasketaan
[0 0 0]
Mat(Sym*(Y))= |1 0 0].
_0 2 O_

Lien algebran kolmannen kantavektorin H vaikutus on X:n ja Y:n
vaikutusten klassinen Lien sulku, mutta voimme péétellda vaikutuksen
suoraankin, ja téstd padttelystd on hyotyd myohemminkin, silla las-
kemme sen samantien mielivaltaisen korkealle symmetriselle potenssil-
le Sym?(H) ja mielivaltaiselle kantavektorille:

d—i i N d—i—1 i - d—i i—1
H(ef{'es) = (d—i)ef " "“esHey +ie] ‘ey, Hes
N d—i—1 i - d—i i—1
= (d—1)e] " ese; —iel ey eg
_ N od—i i od—i i
= (d—1i)e{ ey —ie] ‘e
= (d — 2i) el 7€l
Erityisesi tapauksessa d = 2 saadaan
0
0
—2

Mat(Sym?*(H)) =

S O N
o O O

ja yleisessikin tapauksessa huomataan, ettd Mat(Sym?(H)) on téssi
kannassa diagonaalinen ja diagonaalialkiot muodostavat tasavilisen jo-
non, jossa perakkaiset alkiot eroavat toisistaan 2:lla: dy; = d,d —2,d —
47 ey ddd~
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1
0
diagonaalisesti paitsi tautologisessa esityksessd, myds kaikissa muissa
esityksissa.

Lemma 32.4. Lien ryhmdn sly(R) kanta-alkio H = { _01} toimii

Todistus. Sivuutetaan Kiireessé, ei toivottoman vaikea. O

Remark 32.5. (Itse asiassa kaikilla sl, jopa kaikilla ns. puoliyksinkertai-
silla eli semisimppeleilla Lien algebroilla on sellainen ominaisuus, etté
jos jokin sen alkio H toimii diagonaalisesti tautologisessa esityksessa,
niin se toimii diagonaalisesti kaikissa muissakin esityksissé.)

Seuraava tehtdvd on osoittaa, ettd ei ole olemassa muita Lien al-
gebran sla(R) redusoitumattomia esityksia kuin jo 16ytdmémme. Kos-
ka kunnan C taydellisyyden takia on helpompi tutkia kompleksisia kuin
reaalisia Lien algebroita, kompleksifioidaan SLy(R):

Remark 32.6. Olkoon V' Lien algebran sly(R) esitys. Silloin V ® C
eli ”"sama vektoriavaruus kompleksikertoimin” on kompleksisen Lien
algebran sly(R) ® C esitys.

Jos W on Lien algebran sly(R) esityksen? V aliesitys, niin W @ C on
Lien algebran sly(R) ® C esityksen V @ C aliesitys. Jos siis V ® C on
redusoitumaton, on siis my6s alkuperiinen esitys V redusoitumaton. 3

Siksi sen néyttdmiseen, ettd loytdmémme Lien algebran sly(R) re-
dusoitumattomat esitykset ovat ovat ainoat, riittda todistaa, ettd nii-
den kompleksifioinnit ovat Lien algebran® sly(R) ® C ainoat redusoitu-
mattomat esitykset. Téméa on seuraavan lauseen sisalto.

Theorem 32.7. Lien algebran sly(C) ainoat ddrellisulotteiset redusoi-
tumattomat esitykset ovat tautologisen esityksen symmetriset potenssit
Sym@(C?), (joiden esitysmatriisit ovat samat kuin vastaavat reaaliset,
siis edelld tutkitut.)

Todistus. Tarkastellaan Lien algebran sly(C) dérellisulotteista komplek-
sista esitystd V. Muistetaan, ettd Lien algebran sly(C) generoivat mat-

o 01 0 0f. 1 0 e . )
riisit X = {0 0}, Y = [1 0] ja H = [0 _J. Selvitetdédn ensin H:n

2Eikéhén tihén sopisi minké tahansa Lien algebran esitys.

3Sama ei pade kadntden; harjoitustehtédvanid olemme jo konstruoineet Lien al-
gebran sl (R) redusoitumattoman esityksen, jonka kompleksifiointi on redusoituva.

40ka on sama kuin sly(C)
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toimintaa V:ssd. Lemman?? mukaan toiminta on diagonaalista, joten
V hajoaa (&érelliseksi, tietenkin) suoraksi summaksi @,ecV,, missd H
toimii aliavaruudessa H, kertomisena luvulla « eli V,, on H:n ominais-
avaruus ominaisarvolla «. Selvitetddn seuraavaksi X :n toimintaa kus-
sakin V,, osoittamalla, ettd Xv € V.o, kun v € V,,. Tamé onkin ovela
tarkastus: Olkoon v € V,,, jolloin Hv = aw.

HXv=[H,X]v+ XHv,
mutta ryhméssi G Ly(R) on

m=ly Sl o] o o] o S =2[p of =¥

joten [H, X| = 2X pitee esitysmatriisellekin ja siis
HXv=[H,X]v+ XHv=2Xv+ Xav =2+ a)Xv.
Siis Xwv € va+2.

Vastaavasti todetaan, ettd Y : V,, — V,_,. Naisti tiedoista voidaan
tehda huomattavia johtopa#toksia:

Olkoon ag € C jokin H:n ominaisarvo eli V,, # {0}. Silloin suora
summa
EBmGZVao—l—Qm - V
on V:n aliesitys, koska molemmat Lien algebran sly(R) generaattorit®
X ja'Y kuvaavat sen itselleen. Mutta olemme olettaneet, etté tutkittava
esitys on redusoitumaton ja V,, # {0}. Siksi

EBmGZ Vao+2m =V

Koska V' oletettiin &arellisulotteiseksi, jokainen H:n ominaisavaruus
Vao+am on ddrellisulotteinen ja vain dérellisen moni eroaa nolla-avaruudesta.
Toisin sanoen

V=V Viia® & Vi
Koska esitysmatriisit ovat kdantyvid, ovat Vi, Vaja, ..., Viya, = V), nol-
lasta eroavia.b

Olkoon v € V,. Silloin (v,Yv,Y", ..., Y") = V, silld tamékin on
tutkittavan redusoitumattoman esityksen invariantti alivaruus, mika
johtuu siité, ettd Y ja H tietenkin kuvaavat sen itselleen, mutta myos
X tekee niin, silla

X(YPv) =p(p—p+1) (Y '),

SMiérittele, jos ei jo ole
6Samalla perusteella kaikki Vatom # {0}, missd m € Z. Ristiriita! Missd virhe?
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joka vaatii pienen perustelun vaikkapa induktiolla:

Tapaus p=0: Huomataan, etti XYPv = XY% = Xv = 0, silld oletet-
tiin, ettd v € V,. Siis viite pétee, kun p = 0.

Induktioaskel: Oletetaan, etté
XY? o= (p—1)(u— (p—2))Y" 0.
Lasketaan kéyttden induktio-oletusta ja tietoa Y : V, — V,_a:
XYPv=XYY?Ply
= [X,Y]YP o + (XY - [ X, Y])YP 1y
= [ X,Y]YP o+ (YX)YP o
= [X, YY" o+ YXYP Ly
=HY" o+ Y(p—1)(u—(p—2)Y" 0
=(p—=2p-1))Y" v+ (p-D(p—(p—2)Y"" v
=((p=20-D))+@-Dp-pP-2))Y" v
=(up—p*+p+0)Y? 0
=p(p—p+1)Y""

joka on induktioaskelen viite.

Tulos (v, Yv,Y" ..., Y™) = V merkitsee, ettd avaruudet V, ovat
yksiulotteisia.

Valitsemalla p = (3(1 — A) + 1) saadan Y?~'v € V), siis YPv =0 ja
0=X(0) = X(Y"v) =p(p—p+1)(Y" ),
josta (u—p+1)=0eli0=(u—3(u—A)—1+1) = L(u+A), toisin sa-

noen A\ = —pu, joten V on seuraavanlainen summa H:n yksiulotteisista
ominaisavaruuksista:

V:V_H®V_ﬂ+2@"'@‘/ﬂ—2@v/y

Erityisesti ominaisarvot ovat kaikki parillisia tai kaikki paritomia ko-
konaislukuja sen mukaan onko 0 ominaisarvo vai ei.

Nyt on tdysin selvitetty lien algebran g¢ls(C) redusoitumattomien
esitysten rakenne. Téstéd voi padtelld, ettd ne ovat edelld konstruoidut
eikd muita ole. (Harjoitustehtéva: Tee se!
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H:n ominaisvektorin v € V,, ominaisarvoa sanotaan muuten yleensé
sen painoksi. Luku p € N on tutkittavan esityksen suurin paino. Mik&
on sen yhteys esitystd vastaavan symmetrisen tulon potenssiin?)

O



