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22. AARETTOMISTA RYHMISTA

Example 22.1. Airettomille ryhmille on olemassa esitysteoriaa ja sel-
lainen on tarpeen, silld monet, ehképé useimmat, tunnetuimmista ryh-
mistd ovat ddrettomia, esimerkiksi seuraavat:

(1) Avaruuden siirtojen eli translaatioiden ryhmé (R™, +)

(2) Avaruuden kdadntyvien lineaarikuvausten eli lineaaritransformaa-
tioiden ryhmda GL(R™) ~ GL,(R) = {kdéntyvat nxn—matriisit }
laskutoimituksena matriisitulo.

(3) Tilavuuden ja suunnistuksen sdilyttivien lineaarikuvausten ryhmd
SL(R™) ~ SL,(R) = {n x n—matriisit, joiden determinantti on
1}.

(4) Kulmat, pituuden ja orientaation sdilyttivien eli ortogonaalis-
ten lineaarikuvausten ryhmda O(R™) ~ SO, (R) = {nxn—matriisit,
joiden sarakkeet (yhté lailla rivit) ovat ortonormaalit}. ortogo-
naalisten suunnan sdilyttivien lineaarikuvausten ryhmda SO(R™) ~
SO, (R) = {n x n—matriisit, joiden sarakkeet (yhtéa lailla rivit)
ovat ortonormaalit ja determinantti 1}.

(5) Lorentzin ryhmd SOs1(R), joka muodostuu kaikista annetun
Minkowskin tulon séilyttavista lineaarikuvauksista.

(6) Avaruuden C" kddntyvien lineaarikuvausten ryhmda GL(C™) ~
GL,(R) = {kddntyvit kompleksiset n x n—matriisit}.

(7) Unitaaristen eli kompleksisen sisétulon sdilyttavien lineaariku-
vausten ryhma U (C") ~ U, (C) = {kompleksiset nxn—matriisit,
joiden sarakkeet (yhté lailla rivit) ovat ortonormaalit}.

(8) SU(C™) ~ U,(C) = {kompleksiset n x n—matriisit, joiden sa-
rakkeet (yhté lailla rivit) ovat ortonormaalit ja determinantti
1}.

(9) Erikoistapauksena edellisestd U(C) = U(1) = {A € C | [\| =1}

(10) Edellisten tulot ja monet tekijaavaruudet
1
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Remark 22.2. Kaikki néista toimivat jo méaaritelméllisesti jossain jou-
kossa, useimmat lineaarisesti vektoriavaruuksissa. Otamme seuraavas-
sa tehtdviaksemme selvitelld, mitd muita esityksid niilld mahdollises-
ti on. Ei ehkéd ole aivan ilmeistd, miten &érellisten ryhmien eistys-
teoriaa voisi yleistdd, ovathan ylla esitetyt ryhmét valtavan suuria,
selvésti joukkoina jopa ylinumeroituvia, eikd niilla ole edes &arellistéa
virittdjajoukkoa (Vrt. 7?7, jossa on GL,(R):n virittdjajoukko). Esimer-
kisséd mainittujen ryhmien esitysten luokittelua helpottaa kuitenkin,
ettd niilla kaikilla on ryhmén rakenteen lisdksi muutakin struktuuria,
jota kaytamme apuna. Kaikki ovat luonnollisella tavalla topologisia
avaruuksia ja enemmaénkin, sileitd monistoja. Lisdksi laskutoimitukset
ovat jatkuvia, jopa sileitd, eli ryhmét ovat Lien ryhmié. Seuraavassa
luvussa maaritellddn ndmé kéasitteet.

23. MONISTOT JA LIEN RYHMAT

Remark 23.1. Siledn moniston ja Lien ryhmén késite méaaritellain seu-
raavassa vaiheittain. Jo aluksi voi hahmotella, mistd on kysymys. Mo-
nisto on tavallisen sileén pinnan yleistys, yleensd moniulotteinen —
siitd nimi. Monisto on siis joukko, usein jonkin korkeaulotteisen eukli-
deisen avaruuden R™:n osajoukko, jonka jokaisessa pisteesséd on ole-
massa tangenttiavaruus, tangenttitason luonnollinen yleistys. Monis-
tolla on sileitd kdyrid ja muita sileitd alimonistoja seké ennen kaikkea
monistolta on sileitd funktioita luvuille eli koordinaatteja seké sileité
kuvauksia muille monistoille ja itselleen. Monistolla voi siten harras-
taa differentiaalilaskentaa ja, jos se on samalla mitta-avaruus, myos
integraalilaskentaa.

Lien ryhmé on samalla ryhmé ja siled monisto, jossa laskutoimitus
on differentioituva kuvaus, jolloin kdy niin, ettd vasemmalta kertomi-
nen ryhmén alkiolla on diffeomorfismi ryhmaélta itselleen. Erityisesti
jokaiseen pisteeseen piirretyt tangenttiavaruudet osoittautuvat téysin
samanlaisiksi ja voidaan siis samaistaa neutraalialkion kohdalle piir-
rettyyn tangenttiavaruuteen, joka on nimeltdén ryhméan Lien algebra.
Ja "algebra” se onkin, silla siind on vektoriavaruuden rakenteen liséksi
myos erddnlainen kertolaskutoimitus, jota usein merkitdén hakasulkein

]

Lien ryhmien esitysteorian pédidea on suunnilleen seuraava: Lien
ryhmén esityksestd saadaan luonnollisella tavalla sen ”Lien algebran
esitys”, joka on matemaattisesti paremmin hallittavissa oleva késite,
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koska Lien algebra on reaalinen vektoriavaruus, joka kannattaa vield
taydentad kompleksiseksi vektoriavaruudeksi, koska taydellisesséd kun-
nassa C on helpompi laskea kuin R:ssd. Syntyvien ns. puoliyksinker-
taisten Lien algebroiden esitykset on mahdollista luokitella ja niisté saa
rekonstruoitua alun perin etsityt reaaliset ja edelleen Lien ryhmén esi-
tykset. Tamé on ohjelmamme periaatteessa, pitkalti myos kdytannossa.

Remark 23.2. A#rettomien ryhmien esitysteoriaa voi rakentaa myos
yleistamalla déarellisten ryhmien esitysteoriaa Haarin mitan avulla. Haa-
rin mitta on ryhméalld mééritelty translaatioinvariantti mitta, siis mitta
11, jossa osajoukko U C G ja sen jokainen kuva vasemmalta kerrottaessa
gU ovat yhté suuret:

wU) =p(glU) VU CG, geG.

Erityisesti ns. kompakteissa topologisissa ryhmissa tdllainen mitta on
melko helposti konstruoitavissa ja ryhméstd tulee &arellismittainen,
pienelld sovituksella p(G) = 1. Nyt on mahdollista jéljitella dérellisten
ryhmien esitysteoriaa karakteereinen paivineen korvaamalla todistuk-
sissa avainasemassa ollut keskiarvo ﬁ > gec Integraalilla fG dp. Kom-

pakteja ovat edella esitellyistd ryhmistd kuitenkin vain O(R™), SO(R"),
U(C™) ja SU(C™). Haarin mitta voidaan onneksi muodostaa kohtuulli-
sella vaivalla my6s muihin Lien ryhmiin, joista tosin ei tule darellismittaisia,
mikaé pilaa keskiarvolla operoimisen ja muuttaa teoriaa selvasti.

23.1. Topologiaa.

Definition 23.3. Topologinen avaruus ja sen topologia mééaritellaan
aksiomaattisesti tunnetulla tavalla.

Remark 23.4. Esimerkkejé topologioista:

(1) triviaali topologia missé tahansa joukossa,

(2) diskreetti topologia missi tahansa joukossa,

(3) kofiniittinen topologia missd tahansa joukossa,

(4) euklidinen topologia R™:ssé,

(5) Zariskin topologia R™:ssé (Zariskin topologiassa suljettuja ovat
polynomien nollajoukot ja niiden leikkauset),

(6) aliavaruustopologia topologisen avaruuden osajoukossa,

(7) tulotopologia topologisten avaruuksien tulojoukossa.

Remark 23.5. Topologinen avaruus on topologisten avaruuksien katego-
rian objekti. Kertamme joitakin tdhén aihepiiriin liittyvid méaritelmiéa:

- Topologisten avaruuksien kategorian mielessd samoja eli isomor-
fista ovat topologiset avaruudet, joiden vélilla on bijektio, joka kuvaa
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avoimet joukot avoimiksi joukoiksi, kuten myos sen kéénteiskuvaus, siis
topologian séailyttava bijektio.

- Topologisten avaruuksien kategorian morfismi on jatkuva kuvaus,
ts. kuvaus, jossa avointen joukkojen alkukuvat ovat avoimia.

- Awoin kuvaus on kuvaus, jossa avointen joukkojen kuvat ovat avoi-
mia. Huomataan, etté jatkuva kuvaus ei yleensé ole avoin edes tavalli-
sessa topologiassa R — R, vastaesimerkkind x — 22. Mydskdin avoin
kuvaus ei yleensé ole jatkuva eikd jatkuva avoin kuvaus ole yleensi
bijektio.

- Homeomorfismi on kumpaankin suuntaan jatkuva bijektio eli jat-
kuva ja samalla avoin bijektio. Téméa on sama asia kuin isomorfismi!

- Topologian kanta eli virittdjisto on joukko avoimia joukkoja, ”kan-
tajoukkoja” jolla on se ominaisuus, ettd jokainen avoin joukko voidan
lausua yhdisteené kantajoukoista. Esimerkkinéd avoimet pallot tavalli-
sessa euklidisessa topologiassa.

- Kahden topologisen avaruuden tulo on niiden karteesinen tulo va-
rustettuna topologialla, jonka kantana ovat alkuperéisten avointen jouk-
kojen tulot. Esimerkkini tulotopologiasta olkoon R%*mn euklidinen to-
pologia avaruuksien R ja R topologioiden tulotopologiana.

- Hausdorff- avaruus on topologinen avaruus, joka toteuttaa toisen
numeroituvuusehdon Ty, eli jossa kahdella eri pisteelld on aina erilli-
set avoimet ympéristot. Esimerkiksi tavallinen euklidinen topologia ja
diskreetti topologia. Vastaesimerkkejé ovat darettomén joukon triviaa-
li topologia ja kofiniittinen topologia sekd R™:n Zariskin topologia, kun
n > 2.

23.2. Sileadt kuvaukset euklidisessa avaruudessa ja klassiset mo-
nistot.

Definition 23.6. Olkoot U C R™ ja V C R" avoimia joukkoja. Sa-
nomme, ettd kuvaus f : U — V on siled, jos silla on jokaisessa pisteessa
u € U kaikki osittaisderivaatat. Differentiaalilaskennasta tieddmme,
etté siledllda funktiolla on kaikki derivaatatkin ja etté sileiden funktioi-

den f : U — V joukkoa, joka on vektoriavaruus, voi merkitd vaikkapa
C>(U, V).
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Remark 23.7. Sileys on funktion ”lokaali ominaisuus” seuraavassa mie-
lessa: f : U — V on siled, jos ja vain jos sen jokainen rajoittuma jo-
honkin U:n avoimeen osajoukkoon on siled. Rittdd myos tutkia f:n
rajoittumia jossain U:n avoimessa peitteessd. Taméa johtuu tietenkin
siitd, ettd osittaisderivaatat on mééritelty pisteiden ympéristossé; kaik-
ki osittisderivaatat pisteessd u € U voi madrata, kunhan tuntee funk-
tion arvot f(z) jossain u:n ympéristossi eli avoimessa joukossa A 3 u.

Lokaalisuusominaisuus, jota moniston mééritelmésséd tarvitaan, il-
maistaan joskus sanomalla, ettd siledt funktiot muodostavat funktio-
lyhteen. Muita funktiolyhteitd ovat esimerkiksi jatkuvat funktiot, deri-
voituvat funktiot ja reaalianalyyttiset funktiot seké rationaalifunktiot.
Niistékin voi muodostaa omanlaisiaan ”monistoja”. Moniston mééritelméssa
voi my0s korvata reaaliluvut kompleksiluvuilla, jolloin sileiden funk-
tioiden rooliin tulevat holomorfiset eli komponenteittain analyyttiset
funktiot C%n avointen osajoukkojen vililli. Niin saadaan ”kompleksi-
sia monistoja”.

Monistolla on kaksi historiallisesti erilaista méaéritelméé, joista van-
hempi on perédisin Bernhard Riemannilta. Esitimme molemmat. Vas-
ta 1930-luvulla Hassler Whitney todisti, ettd molemmat méa&ritelmét
johtavat aina samaan tulokseen. Klassisessa maéritelméssd monisto on
avaruuden R"™ osajoukko, erityisesti silld on R™:std periytyvé topolo-
gia ja sileyskésite. Abstraktissa méaritelmésséd monisto on alun perin
vain topologinen avaruus, jolla on sileyteen liittyvéa lisdrakennetta, ns.
kartasto. Whitneyn lause sanoo, ettd n—ulotteinen abstrakti monisto
on aina isomorfinen jonkin avaruuden R2?"*! alimoniston kanssa, joka
on sama asia kuin klassinen monisto. Lyhyesti: Jokainen n—ulotteinen
abstrakti monisto voidaan ”"upottaa” avaruuteen R?"+1,

Aloitamme moniston klassisen méaéritelmén yleistamélla silein ku-
vauksen kasitteen koskemaan muissakin kuin avoimissa joukoissa méariteltyja
kuvauksia.

Definition 23.8. Olkoot U C R™ ja V' C R” mielivaltaisia osajouk-
koja. Sanomme, ettd kuvaus f : U — V on siled, jos se on jonkin
silein kuvauksen rajoittuma joukkoon U, eli jos on olemassa avoimet
joukot U € R™ ja V C R” ja siled kuvaus f : U — V siten, etti
UcU,V cVijaf(u = f(u) kaikilla u € U. Sileiden funktioiden
f U — V joukkoa, joka on vektoriavaruus, voi téssdkin tapauksessa
merkitd C*°(U, V), koska laajentamamme sileyskiisite yhtyy aikaisem-
paan avointen joukkojen tapauksessa.
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Definition 23.9. Olkoot U C R™ ja V C R™ mielivaltaisia osajouk-
koja. Sanomme, ettd kuvaus f : U — V on diffeomorfismi, jos se on
bijektio ja sekd f: U — V ettd f~!:V — U ovat sileité.

Remark 23.10. Diffeomorfismi on selvéstikin homeomorfismi, joten dif-
feomorfiset joukot ovat topologisina avaruuksina samat.

Remark 23.11. Diffeomorfisuus on ekvivalenssirelaatio.

Remark 23.12. Kummassakaan edellisessé méadritelméssia ei tarvitse
olettaa euklidisten avaruuksien ulotteisuuksien m ja n olevan samo-
ja. Tama koskee erityisesti myos diffeomorfismin méaéritelmééd, vaikka
onkin tunnettua, ettei eriulotteisten avoimien joukkojen vélilla ole ole-
massa edes homeomorfismia. Ulotteisuusvaatimusta ei tarvita, koska it-
se diffeomorfismi f ja sen kddnteinen f~! ovat miiritellyt vain joukko-
jen U ja V vilillad eikd niiden sileyden testaamiseen tarvittavien laajen-
nusten f ja (f~1)™~ suinkaan tarvitse olla ole toistensa kisinteiskuvauksia.

Example 23.13. Diffeomorfisuudesta:

(1) Tason R? yksikkdympyrd on luonnollisella tavalla diffeomorfi-
nen jokaisen ympyrén kanssa, olipa tdmé sitten tasossa R? missi
tahansa paikassa tai vaikka avaruudessa R?. Samoin ympyri on
diffeomorfinen ellipsin kanssa ja yleisemmin mink& tahansa si-
leéin lenkin kanssa, olipa lenkki solmussa tai ei.

Kuva 1: Ympyré ja solmu ovat diffeomorfiset

(2) Nelio ja ympyré eivét ole diffeomorfiset.

(3) Nelio ja suorakulmio ovat diffeomorfiset.

(4) Neli6 ja vino nelikulmio eivét ole diffeomorfiset.

(5) Pallo ja ympyra eivit ole diffeomorfiset, eivit edes homeomor-
fiset.

(6) Pallo ja torus eivét ole diffeomorfiset, eivit edes homeomorfiset.
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(7) On olemassa siled bijektio ympyralta nelidlle, mutta sen kéidnteiskuvaus
ei ole siled, joten se ei ole diffeomorfismi

(8) Diffeomorfismi on sama asia kuin sellainen siled bijektio, jonka
kéddnteiskuvauskin on silea.

Download ”Differential Topology” by Guillemin and Pol-
lack for free! Download our favorite book at Pdfdatabase.com.
pdfdatabase.com/differential-topology-guillemin-pollack.html
. There are other adresses as well. Also solutions to exercises
are availalble after googleing a bit.

Definition 23.14. Sanomme, ettd osajoukko X C R™ on (klassi-
nen, silei, d—ulotteinen) monisto, eli lokaalisti diffeomorfinen eukli-
disen avaruuden R™ avoimen joukon kanssa, jos X:l& on avoin peite
{Ux}xen, jolle jokainen U, on diffeomorfinen jonkin avoimen joukon

B, C R? kanssa.

Avoimia peitejoukkoja U, sanotaan usein karttaympdristiiksi (engl.
charts), joukkoja B, karttalehdiksi, diffeomorfismeja ) : Uy — By
karttakuvauksiksi eli koordinaatistoiksi ja niiden kiifinteiskuvauksia ) ! :
By — U, lokaaleiksi parametrisoinneiksi.

Kuva 2: Ellipsoidi on klassinen monisto

Remark 23.15. Méaaritelméssé voi halutessaan olettaa avointen osajouk-
kojen By C R? olevan avoimia palloja tai yhté lailla euklidisen topolo-
gian jonkin muun kannan joukkoja.

23.3. Abstraktit monistot.

Definition 23.16. Sanomme, ettd topologinen avaruus X on abstrakti
(siled, d—ulotteinen) monisto ja {@a}a on sen kartasto, jos X:lla on
avoin peite {U) }aea, jolla jokaiseen U, liittyy homeomorfismi ¢ : Uy —
By, johonkin avoimeen joukkoon By C R? siten, ettd piteviit seuraavat
ehdot:
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(1) X on Hausdorff
(2) X:n topologialla on numeroituva kanta.
(3) Jos joukot U, ja U, leikkaavat toisiaan, niin kartanvaihto, koor-
dinaatistonvathto eli yhdistetty kuvaus
Pu © @;1 toa(UnnNUL) — ¢ (UxNU,)

on diffeomorfismi.

Kuva 3: Ellipsoidi on abstrakti monisto

Remark 23.17 (Motivaatio). Mé&éritelmén idea on, ettd pitdd joten-
kin pystya méarittelemédén, mité voitaisiin tarkoittaa siledlld funktiol-
la joukossa X. Topologia ei anna luontevaa tapaa. Kartasto antaa. On
luonnollista pitdd kuvausta f : X — R silednd, jos jokainen

fopy':By—R

on siled. Mééritelmén kohta (3) takaa, ettd tAmé ei riipu kartan valin-
nasta.

Remark 23.18. Méaritelméssé olisi tietenkin riittdnyt vaatia, ettd jo-
kainen kartanvaihto on sileé funktio, ovathan niiden kadnteiskuvaukset
itsekin kartanvaihtoja.

Remark 23.19. Abstraktin moniston avoin osajoukko on luonnollisessa
mielessé abstrakti monisto ”samoin kartoin”, oikeastaan niiden rajoit-
tumin.

Erityisesti R™:n jokainen avoin osajoukko A C R™ on trviaalilla ta-
valla n-ulotteinen siled monisto, kelpaahan kartastoksi yksindédn avoin

joukko U = A, jonka identtinen kuvaus kuvaa avoimeksi joukoksi
B=ACR"

Remark 23.20. Klassinen monisto on luonnollisesti abstrakti monisto,
mutta ettd jokainen abstrakti monisto myos on diffeomorfinen jonkin
klassisen moniston kanssa vaatii, ettd on méaariteltavi diffeomorfismin
késite abstraktien monistojen viilille ja sitten todistettava varsinainen
viite, joka on edelld mainittu Whitneyn lause. Emme todista sité, silla
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todistus on hiukan epétriviaali emmeka sité paitsi aio tarkastella mui-
ta kuin klassisia monistoja — usein kylla késitellen niitd abstrakteina
monistoina.

Definition 23.21. Olkoon X abstrakti monisto ja U sen avoin os-
ajoukko. Funktio f : U — R on siled U:ssa, jos se on siled jokaisella
kartalla, eli jos jokainen yhdistetty kuvaus

fogoglsB,\ﬂgoA(U)—MR
on sileé.

f on siled pisteessd x € X, jos se on siled jossain x:n ympéaristossa.

fo (PE

Kuva 4: Siled funktio abstraktilla monistolla

Remark 23.22. Funktion f : U — R sileyden toteamiseksi pisteessé
r € X riittdd tutkia z:n mielivaltaista ympéristod ja yhta sellaista
karttakuvausta, jolla z € U,.

f U — R on siled, jos ja vain jos f on siled jokaisessa pisteessi
x € U. Sileys on siis lokaali ominaisuus eli siledt funktiot muodostavat
funktiolyhteen.

Definition 23.23. Olkoot X ja Y kaksi abstraktia monistoa. Kuvaus
f X — Y on siled, jos se on siled jokaisella kartalla kummallakin
puolella eli jos jokainen yhdistetty kuvaus

-1
B2 Uy L ofuynv, % B, c R

on siled midritelyjoukossaan ¢, (Uy N f~1(V,)), missd Y'm kartastoa
on merkitty {¢, : V, = B, }em.

f on siled pisteessid x € X, jos se on siled jossain x:n ympéristossa.
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Kuva 5: Silead kuvaus 2-ulotteiselta monistolta X 3-ulotteiselle monistolle Y

Remark 23.24. Siledt monistot muodostavat kategorian, jossa objektei-
na ovat monistot ja morfismeina niiden véaliset siledt kuvaukset. Isomor-
fismeja ovat monistojen véliset diffeomorfismit eli kumpaankin suun-
taan siledt bijektiot. Namé& ovat tietenkin homeomorfismeja, ovathan
siledt kuvaukset selvéstikin jatkuvia.

23.4. Lien ryhmét.

Definition 23.25. Topologinen ryhmd on ryhmé G, joka on samalla
topologinen avaruus, ja jossa seké laskutoimitus o : G X G — G etté
kisnteisalkiokuvaus G — G : g — ¢! ovat jatkuvia. Tulojoukko G x G
on téssé tietenkin varustettu tulotopologialla.

Definition 23.26. Lien ryhmd' on ryhmé G, joka on samalla siled mo-
nisto, ja jossa seké laskutoimitus o : GXG — G etta kdadnteisalkiokuvaus
G — G : g+ g1 ovat sileitd. Tulojoukko G x G on téssi varustettava
tulomoniston rakenteella, jonka médrittelemme pian.

Example 23.27. Kaikki tamén luvun alussa luetellut darettoméat ryhmét
ovat Lien ryhmié, vieldpd monistoina klassillisia monistoja eli valmiiksi
euklidiseen avaruuteen upotettuja. Tarkastellaan aluksi, miksi ne ovat
monistoja.

GLy(R) = { E g}} zw —yz # 03 on avoin joukko euklidisessa

avaruudessa R*. Euklidisena avoimena joukkona G Ly (R) on 4-ulotteinen
monisto, karttana identtinen kuvaus.

ISophus Lie 1842 - 1899, norjalainen.
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wim [

avaruudessa R?. Osoitamme suoraan méiritelmén mukaan, etti SLo(RR)
on 3-ulotteinen siled monisto. Aluksi valitaan karttaympéristot, vaik-
kapa

Tw — Yz = 1} on suljettu joukko euklidisessa

Ux:{_i g) xw—yzzl,xaéO}
Uy:{_i 5} xw—yzzl,y#O}
Uz:{_i g}_ xw—yzzl,z#O}
Uw:{:ﬁ g]: xw—yz:l,w%O}

Karttakuvauksiksi kelpaavat esimerkiksi

X

¢s : Uy — By ={(z,y,2) € R® | x £ 0} : {z

|-

SIS

T
z

SIS

@y:UyHBy:{<x7yaw)€R3‘y#o}: |:

T

z '—>(aj7z7w>7

] = (2,9, w),
|

0. U, — B, ={(z,z,w) eR* | 2 # 0} : [

g

Y Uy — By = {(y,z,w) € R® { w # 0} : E i] — (y, z,w),

jotka on valittu siten, etté pois jatetty koordianaatti voidaan joka kerta
laskea muista ja ehdosta zw — yz = 1, jolloin saadaan karttakuvausten
kédanteiskuvaukset eli lokaalit parametrisoinnit:

_ xT
nglin—>Ux: ($,y,2)l—> |:Z yz?i1:|a

x

xr
@;J :E%'_él@ :(x,y,UO = {xwl gl7
Yy

zw—1
-1, . X .
©, .Bz—>UZ.(x,z,w)r—>[z w]’

-1 Ry
et e [E 8]

Nama kaikki ovat ilmeisen sileité, siis diffeomorfismeita. Klassisen méaritelmén
mukaan SLy(R) siis on siled 3-ulotteinen monisto.
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Laskemme harjoituksen ja havainnollisuuden vuoksi vield kartan-
vaihtokuvauksetkin, joiden pitéisi abstraktin méaaritelmén mukaan olla
R3:n avointen joukkojen vilisid diffeomorfismeja.

UxﬂUy:{[z gﬂ xw—yz:l,x#o,y%O}

QDx(Umey>:{<CC,y,Z) ER?) ’ x%OJy%O} CBac

oot i o,U.NU) % UnU, 2 0,(U,NU,) C B, :
yz+1)

Tamaé on siled bijektio. Muut 7 kartanvaihtokuvausta ovat periaattees-
sa samanlaisia, pareittain toistensa kadnteiskuvauksia, siis diffeomor-
fismeja.

T
({L‘,y,Z) = |jj yz%—lj| = (ff,y,

x

SLy(C) = i gj] € C2X2' Tw —yz =13 on vastaavalla tavalla
kompleksinen monisto, ovathan rationaalifunktiot holomorfisia.

Muiden mainittujen ryhmien monistorakenteen tutkiminen jaa har-
joitustehtdviksi (tai tehddédn myshemmin).

Adrellisia joukkoja, erityisesti ryhmié voi pitéd 0-ulotteisina monis-
toina.

KANNATTAISIKO TODETA JO TASSA EKSPLISIITTISESTI LIEN
RYHMIKSI?

24. TANGENTTIAVARUUDET JA TANGENTTIKUVAUKSET

Klassisen silein moniston tangenttiavaruuden mééritelmén idea on

seuraava: Tarkastellaan moniston M C R™ pistettd ¢(x) = (x1, ..., 24),
missé ¢ : B — X on lokaali parametrisointi. Koska lokaali parametri-
sointi on siled kuvaus, silld on derivaatta pisteessi © = (z1,...,1x4) €

B C R%. Tam4 derivaatta on sellainen lineaarikuvaus L = d ¢ : R —
R™ ettd xm ympéristossd kuvaus y — ¢(x)+ L(y — ) on hyva likiarvo
kuvaukselle y — v (y). Niinpd myds kuvajoukko, "taso” v (z) + L(R?)
on lokaalisti hyvé likiarvo joukolle ¢(B), joka on pala monistoa M.
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Téasséd kuvatun ”geometrisen intuition mukaisen” tangenttitason si-
jasta moniston tangenttiavaruudeksi pisteessi 1(x) sanotaan yleensa,
ja niin myos seuraavassa aina, lokaalin parametrisoinnin derivaatan
kuva-avaruutta L(R?). Téhén on tietenkin syyni, etti L(RY) on ava-
ruuden R”™ aliavaruus ja siis vektoriavaruus. On tietenkin vield tdsmennettava
kaytetyt késitteet ja todistettava, etté lokaalin parametrisoinnin avulla
maéadritelty tangenttiavaruus ei riipu parametrisoinnin valinnasta.

24.1. Siledn kuvauksen derivaatta. Derivaatan madritelma tahan—
vrt Purmosen moniste ja YO TEKSTTI.

Derivaatta on lineaarikuvaus. Derivoituvan, erityisesti siledn funk-
tion derivaatan matriisi euklidisen avaruuden standardikannassa eli
Jacobin matriist muodostuu tunnetulla tavalla kuvauksen kaikkien kom-
ponenttien osittaisderivaatoista. Yleisemin funktion f derivaatta pis-
teessd b liittyy kuvauksen f suunnattuihin derivaattoihin tunnetulla
tavalla:

0f () — tim L) = )

t—0 t

Kéaytdmme seuraavia kisitteita: Merkitty siled monisto (M, xzq) on
siled monisto, josta on valittu jokin piste x, € M. Merkittyjen monis-
tojen kategorian morfismi f : (M,xo) — (N, yo) eli merkittyjen mo-
nistojen (M, xo) ja (N,yo) vilinen siled kuvaus on monistojen M ja N
vélinen siled kuvaus, joka kuvaa pisteen xy pisteeksi .

Seuraavien mééritelmien tarkoitus on, ettd liitdimme jokaiseen mer-
kittyyn monistoon (M, z¢) tangenttiavaruuden T, M, jolla on seuraavat
ominaisuudet: Jokaiseen merkittyjen monistojen morfismiin

fo (M) — (N, yo)
liittyy lineaarikuvaus
Toof : (M, 30) — (N, 10)
funktoriaalisesti eli siten, etté
Too(f 0 9) = Tyao)f © Tiy9,

kunhan yhdistetty morfismi f o g on mééritelty pisteessa xy. Merkitty-
jen monistojen vilisen sileén kuvauksen f : (M, x) — (N,y) tangentti-
kuvaus eli derivaatta on tama lineaarikuvaus Ty, f : (M, xq) — (N, 4o)-
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Definition 24.1. Tarkastellaan d-ulotteisen moniston M C R™ pis-
tettd zo = ¥(x) = Y(z1,...,24), missd ¢ : B — X on lokaali pa-
rametrisointi. Koska lokaali parametrisointi on siled kuvaus, silld on
derivaatta pisteessi x = (z1,...,24) € B C R% Moniston M tangent-
tiavaruudeksi pisteessd xo = 1 (x) sanotaan derivaatan kuva-avaruutta:
Toy (M) = dstp(RY).

___________________

_________
-

Kuva 7: Ellipsoidin tangenttitaso

Definition 24.2. . Tarkastellaan merkittyjen monistojen vélista sileda
kuvausta f : (M, x) — (N,y) sekd merkittyjen pisteiden ympéristoissa
lokaalia parametrisointia ¢ : B — U, jossa erityisesti b — x jap : U —
B’ jossa y — b € B’. Merkitain ulotteisuuksia niin: M C R", B C
R¢ N c R*, B’ c RY.

Kuvauksen f tangenttikuvaus eli derivaatta on derivaatta
dy(po for)): RE— RY.

Remark 24.3. Madritelméa on hieman keskeneréinen; on vield todistet-
tava, ettd tdmikadn madritelmé ei riipu karttojen/parametrisointien
valinnasta.

Example 24.4. Selvitimme seuraavassa, miksi tangenttiavaruus ei
riipu lokaalin parametrisoinnin valinnasta. Aloitamme tarkastelemal-
la yksityiskohtaisesti yhté esimerkkié, siledd monistoa M = SLy(R)
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kohdassa xg = I = [[1) ?] € R*. Kiytetiin lokaalia parametrisointia
1
Ve =, 1By > Uy, (z,y,2) — B é] = (7,9, 2, 1 ) €RY.

Laskemalla osittaisderivaatat kohdassa (1,0,0) = ¢, ([(1) (1)}) saa-

daan Jacobin matriisiksi Mat d 1 0,0)%x

gg gz g; 1 0 0 1 00
oz By 9z B 0 1 0 10 10
9z g_; 9 - 0 0 1 1o 01
yz+1 yz+1 yz+1 _yz+l oz ooy —

guztl  guztl  puz = 2 L 10.0) 1 00

oz Jy 0z (1,0,0)

Tamén lineaarikuvauksen kuvajoukko on etsitty tangenttiavaruus, jo-
ten se on sarakkeiden virittdma aliavaruus

((1,0,0,—1),(0,1,0,0),(0,0,1,0)) C R* = R**?
eli

rista® = {[1 % ][enzer]={[7 Y| 7|7 8] <o}

Laskemalla samalla tavalla muille parametrisoinneille saa tulokseksi sa-
man tangenttiavaruuden C R*. Esimerkiksi parametrisoinnista

-1 vl Y
@Z}w:@w :Bw_)Uw: (?/,ij)'—’ |: 12) w:|
saadaan parametripisteessi (y, z, w) = (0,0, 1) derivaatta
ox L 00 -1
10 0 lto o
0 1 0 {01 0|’
0 0 1 00 1

(0,0,1)

josta padtellddn, ettd tangenttiavaruus on

nsn® = {[ 2 Uwawer) = {7 vre[: ¥ <o,

z w
siis sama kuin toisenlaisella parametrisoinnilla laskettu.

Itse asiassa tédssd esimerkissd on hyvin ymmaérrettavid, ettd kum-
mallakin parametrisoinnilla saadaan sama tangenttiavaruus: Karttaku-
vaukset ; ja niiden kifinteiskuvaukset eli parametrisoinnit ¢; ' = 1;
muodostavat kommutatiivisen kaavion:
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R3S B, O ¢,(U, NU,) 5 U,NU,

N= oty | : LI
R® S B, O ¢u(UsNU,) 2% U, NU,

Kartanvaihtokuvaus n = ¢,,01), on diffeomorfismi, jolla liséksi n(1,0,0) =

Pw (1) (1) = (0,0,1). Kaavion kuvaukset ovat sileitd. Derivoidaan

kaikki kuvaukset. Ketjusddnnon mukaan saadaan vastaava kaavio:

R d(lﬂ:’bz RA
d,00)M = da,0,0)(Pw o V) | . | identtinen kuvaus
R d(oﬂ:ﬁw RA

Tésté nikyy heti, ettd d(o0,1)¢w(R?) C d(1,0,0)%(R?). Yhtdsuuruuden
voi pédtella esimerkiksi vetoamalla tilanteen symmetriaan tai siihen,
ettd kartanvaihtokuvaus n on diffeomorfismi, joten sen derivaatta on
bijektio.

Theorem 24.5. Moniston tangenttiavaruus annetussa pisteessd ei rii-
pu valitusta lokaalista parametrisoinnista.

Todistus. Todistus etenee samoin kuin edellisessa esimerkissal O

Remark 24.6. Muistetaan aikaisemmasta mééritelmésté, ettda Lien ryhmé
on joukko, jossa on sekéd ryhmén etté silein moniston rakenne ja jossa
kuvaukset G x G — G : (z,y) — xy ja v — 2! ovat sileitid. Téssi
tulojoukko G x GG on varustettuna sileéin tulomoniston rakenteella, jo-
ka maéaritellasn siten, ettd kahden silein moniston tulojoukkoon ote-
taan karttaympaéristoiksi alkuperdisten karttaympéaristojen tulojoukot
ja karttakuvauksiksi tulokuvaukset.

Definition 24.7. Kahden Lien ryhmén vélinen Lien ryhmdhomomorfisms,
lyhyesti morfismi, on ryhméhomomorfismi, joka samalla on siled ku-

vaus. Lien ryhmdisomorfismi on Lien rymédhomomorfismi, jonka kdédnteinenkin
on Lien ryhm&dhomomorfismi.

Remark 24.8. Lien ryhmédhomomorfismeista yhdistetty kuvaus on Lien
ryhméhomomorfismi, joten Lien ryhmét muodostavat kategorian.

Example 24.9. (1) G = (R,+) on Lien ryhmé, ovathan kuvaukset
RxR—-R:(z,y) —z+yjaR—R:z+— —x sileiti.
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(2) Tason kiertojen ryhmi eli ympyrdiryhmi S! on Lien ryhmi,
kun sille annetaan moniston rakenne samaistamalla S tason R? yk-
sikkOympyradn

{(z,y) € R* | 2 + y* = 1} = {(cos 2ma, sin 27a) | a € R},
jolloin ryhmén laskutoimitus on
(cos 2ma, sin 27a) o (cos 273, sin 27 (3) = (cos 2w (v + 3), sin 27 (v + 3))

ja lokaaliksi parametrisoinneiksi pisteen (cos 2ma, sin 2w« ) ympéristossa
kelpaa siled kuvaus

Yila—ea+e — S
0 — (cos 2, sin 270).

Ryhmiin S! laskutoimituksen sileys on nyt todettavissa suoraan mééritelmien
mukaan:

]a—e,a+e[x]6—e,ﬁ+e[MSl x St 2 S Lo+ 6 — 26,0+ [+ 2]
(6,0" vy ((cos 276, sin 270), (cos 27, sin 276))) +=
s (cos2m (0 4 0'),sin2m(0 +60')) 5 0 + 6.

Remark 24.10. Samalla saatiin esimerkki Lien ryhmdhomomorfismista:
Kuvaus

v (R, +) — S : 0 — (cos 26, sin 276)

on selvésti ryhmédhomomorfismi ja dskeisten tarkastelujen nojalla si-
leéikin. Se ei kuitenkaan ole injektio, joten se ei ole isomorfismi.

Example 24.11. Lisdé esimerkkejd Lien ryhmahomomorfismeista:

(1) Koska SO(n) € SL(n) C GL(n), ja kaikissa on laskutoimi-
tuksena matriisitulo ja klassinen moniston rakenne perittyni R2™:sté,
niin inkluusiokuvaukset SO(n) — SL(n ja SL(n) — GL(n) ovat Lien

ryhmahomomorfismeja.

(2) Ympyraryhméd S' muodostuu tason kierroista siinékin mielessé,
ettd kuvaus

cos 2w —sin 27wl

St — SOg(2) : (cos 270, sin 276) <0270 cos 2l

on Lien ryhméiisomorfismi. Téssd matriisiryhmé on avaruuden R* os-
ajoukkona madritelty klassillinen siled monisto.
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My®s ryhmé U(1) = {z € C | |z| = 1} C C varustettuna kompleksi-
lukujen kertolaskulla ja samaistuksen C = R? antamalla silein monis-
ton rakenteella on S':n kanssa isomorfinen. Yksityiskohtaiset perustelut
jaavat harjoitustehtaviksi.

Lasketaan suoraan méiéritelmien avulla Lien ryhm#dhomomorfismin
t: (R, +) — S* tangenttikuvaus neutraalialkion kohdalla.
v (R, 4) = St
0 > (cos 2mf, sin 276)
05 (1,0)
dot - R = TyR 22 T3, 08" = {0} x R C R?

9
dov | 55 COS 276 10 10
' [% sin 27T9] 0=0 1= {QW] 1= {27”5 '

T
N

Kuva 8: Ympyrin S? tangenttiavaruus kohdassa 1 = ¢(0)

1=40)

25. LIEN RYHMIEN ESITYKSISTA

Remark 25.1. Seuraavassa ”vektoriavaruus” on aina darellisulotteinen
reaalinen vektoriavaruus.

Definition 25.2. Lien ryhmdn G esitys on, paitsi ryhmén G esitys
vektoriavaruudessa V' eli homomorfismi G — GL(V), myos siled ku-
vaus, siis sama asia kuin Lien ryhmien homomorfismi p : G — GL(V).

Example 25.3. (1) Luonnollisesti niilld Lien ryhmilld, jotka jo maaritelméllisesti
muodostuvat lineaarikuvauksista, kuten GL(n),O(n), SL(n) jne. on
tautologinen esitys, joka on identtinen kuvaus.

(2) Kééntyvien reaalilukujen multiplikatiivisella ryhmélla (R*, ) on
monenlaisia esityksié jo 2-ulotteisessa avaruudessa R?:
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0
€ GL
\ (2)
€ GL(2
> ¥

} € GL(2); (m,n € Z)

(1) Toiminta luvulla itsellddn kertomisena: A —

A
0
(2) Toiminta luvun neliolld ketomisena: A\ +— [

. . A0
(3) Edellisten yleistykset: A — 0 an
(4) Toiminta itseisarvon yleisilla potensseilla ketomisena: A +— 0
Huomaamme, ettd ndmé esitykset ovat redusoituvia, itse asiassa jo re-
dusoituja. Kyseessd on abelin ryhmé. Aérellisen abelin ryhmén komplek-
siset redusoitumattomat esitykset ovat 1-ulotteisia. Harjoitustehtavéksi
jaa pohtia, onko R*:114 kaksi-tai useampiulotteisia redusoitumattomia

(sileité) esityksia.
26. LINEAARI- JA MULTILINEARILAGEBRAN TAYDENNYSTA

26.1. Bilineaarikuvaukset.

Definition 26.1. Olkoot V, W ja U vektoriavaruuksia ja [F niiden ker-
roinkunta. Kuvaus B : V x W — U on bilineaarinen, jos sen kaikki
osittaiskuvaukset

B, ): W = U :ww~ B(v,w)
ja
B(,w):V = U :v+— B(v,w)

ovat lineaarisia.

Example 26.2. Lihes kaikki lineaarialgebrassa ”tuloiksi” sanotut ku-
vaukset ovat bilineaarikuvauksia. Tarkemmin sanoen ainakin seuraavat
ovat bilineaarikuvauksia:

(1) reaalilukujen tulo xy

(2) kompleksilukujen tulo zz’

(3) vektorin ja luvun tulo v

(4) vektorien reaalinen sisétulo (v|w)

(5) matriisitulo AB,

(6) erityisesti matriisin ja vektorin tulo Ax

(7) lineaarikuvauksen arvon laskeminen Tv,

(8) erityisesti lineaarimuodon arvon laskeminen < v|u’)

(9) funktioiden, erityisesti polynomien pisteittdinen tulo fg
10) vektorien tensoritulo x ® y

(

0
A

|
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(11) lineaarikuvausten tensoritulo 7' ® S

26.2. Kahden vektoriavaruuden tensoritulo.

Definition 26.3. Vektoriavaruuden V osajoukko K' C V' on wapaa
eli sen alkiot ovat lineaarisesti riippumattomia, jos ainoa tapa lausua
nollavektori joidenkin joukkoon K kuuluvien vektorien lineaarikombi-
nationa on triviaali 0 = Z?Zl Ov;, v; € K, neN.

Vektoriavaruuden V' osajoukko K C V' wirittdd avaruuden V', mikéli
jokainen vektori v € V' on joidenkin joukkoon K kuuluvien vektorien
lineaarikombinatio v = Z?Zl Ajvjs vy € K, neN.

Vektoriavaruuden V' kanta eli Hamel-kanta on vapaa joukko K C V,
joka virittaa vektoriavaruuden V.

Remark 26.4. Joukko K C V on vektoriavaruuden V kanta tasan silla
ehdolla, ettd jokainen vektori v € V voidaan lausua kantavektorien
lineaarikombinaationa v = Z?’:l Ajvj, missd \; € Fov; € K, n €N, ja
tadmé esitys on yksikéasitteinen.

Lineaarikombinaatiota v = Y7 A\ju;, missi \; € F, v; € K, n € N,
merkitddn usein lyhemmin v = ) - Apk, missé tietenkin vain dérellisen
moni kertoimista A, on nollasta eroava.

Vektoriavaruuden kannat ovat yhtd mahtavia joukkoja. Vektoria-
varuus on d-ulotteinen tasan silloin, kun silli on d-alkioinen kanta.
Valinta-aksiooman avulla voi todistaa, ettd jokaisella vektoriavaruu-
della on kanta.

Lineaarikuvaus vektoriavaruudelta toiselle méaraytyy yksikésitteisesti
kanta-alkioiden kuvista ja ndmé& voi valita miten tahansa. Erityisesti
aarellisulotteisten avaruuksien vélisten lineaarikuvausten esittdminen
kannan avulla matriiseina perustuu tdhéan. Myd6s bilineaarikuvauksella
on sama ominaisuus: bilineaarinen B : V x W — U méirdytyy tdysin
arvoista B(k,l), missd k lapikdy V:n kannan K ja [ W:n kannan L,

onhan B (D Aok, Doy pul) =D v Atukl.

Definition 26.5. Joukon K wirittimd vapaa vektoriavaruus FU) on
vektoriavaruus, jonka kanta on joukko K.

Remark 26.6. Joukon K virittdmé vapaa vektoriavaruus on isomorfiaa
vaille yksikésitteinen. Lisdksi se on aina olemassa: Jokainen joukko K
virittdd jonkin vapaan vektoriavaruuden, silld joukon K virittdma va-
paa vektoriavaruus F) voidaan muodostaa seuraavasti: Olkoon FX =
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{f | f on funktio K — F}. Selvisti F* on vektoriavaruus. Mééritelldén
FU) ksi aliavaruus FE) = {f € FX | f(k) # 0 vain #érellisen monella
k € K}. Lopuksi samaistetaan K osajoukoksi K C FU) samaistamalla
alkio [ € K kuvaukseen k +— d;, misséd d=1, jos k = [ ja 0 muuten.

Niin merkiten jokainen f € V on #érellinen summa?® f = Y ke ik,
missid A\, = f(k).

Kaikenkaikkiaan siis jokainen vektoriavaruus on vapaa vektoriava-
ruus ja jokainen joukko kelpaa kannaksi jollekin vektoriavaruudelle.?

Remark 26.7. Maarittelemme seuraavassa kahden vektoriavaruuden V'
ja W tensoritulon avaruutena V @ W ja siihen liittyvana bilineaari-

kuvauksena V x W 2 V ® W. Méérittelemisen voi tehdd monella
eri tavalla riippuen siitd, mitd tensoritulon ominaisuuksia valitsem-
me médritelmédn kuuluviksi ja mitkd muut kiinnostavat ominaisuudet
jaavat todistettaviksi. Valitsemamme mééritelmén kannalta seuraavat
ominaisuudet jadvat todistettaviksi lauseiksi:

(1) Vektoriavaruuksien V' ja W tensoritulo on seuraavassa mielessé
yleisin mahdollinen eli uniwversaalinen bilineaarikuvaus joukossa V x W:
Jokainen bilineaarikuvaus B : V' x W — U on esitettavissd muodossa
B =Lo®, missda L : V®W — U on yksikésitteisesti bilineaariku-
vauksesta B médrdytyvéa lineaarikuvaus.

VxW &2 Vew
B

N L
U

On tietenkin todistettava, ettd téllainen bilineaarikuvaus on olemassa
ja bilineaarikuvausten isomorfiaa vaille yksikésitteinen.

(2) Kahden vektoriavaruuden V = F¥) ja W = F®) tensoritulo
osoittautuu vapaaksi vektoriavaruudeksi VoW = FUK) @F(E) = FKxL)
varustettuna bilineaarikuvauksella

VxW3Vew,

2vain #drellisen monta nollasta eroavaa termii!

3Jos vektoriavaruuden kerroinkunta korvataan pelkiilli renkaalla, niin saadaan
modulin késite. Vapaa moduli mééritelldén oleellisesti kuten vapaa vektoriavaruus.
Kaikki modulit eivét ole vapaita.
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jolle kantavektoripari (k, ) kuvautuu kantavektoriksi (k,1) € VW =
FUEXL) | Erityisesti dim(V ® W) = dimV - dim W. Tensoritulon kan-
tavektoreita merkitdin yleensd ®(k,1) = k ® [. Tensoritulon V @ W
alkiot ovat siten muotoa

> k@l

(k) EKXL

olevia adrellisiséd summia, ja bilineaarikuvaus ® : V. x W — V ® W on

O k@O mh= > Nwmkol

keK leL (k) eKXL
Bilineaarisuus ilmenee néin merkiten kaavoina:
v+ ) @w=vR@w+v @w
A(v@w)=ANv)Qw
1R (w+uw)=vw+vuw
A(vew)=v® (A w)
kaikille v, o', € V, w,w" € W, A € F.

Néaistd ominaisuuksista ei ehkd heti ole ilmeisté, ettd tensoritulo
®: VxW — V®W on bilineaarikuvausten isomorfiaa vaille yk-
sikésitteinen, erityisesti kannoista riippumaton. *

Seuraava tensoritulon méaaritelma sisaltadtensoritulon konstruktion,
siis olemassaolotodistuksen, kayttaméatta kantoja. Tama maarittelytapa
on yleistyskelpoinen ja kdytdmme sitd kohta uudelleen méaéritellessimme
symmetrisen ja ulkoisen potenssin.

Definition 26.8. Olkoot V' ja W vektoriavaruuksia kerroinkuntana jo-
kin F. Tarkastellaan vapaata vektoriavaruutta (V' x W), jonka kantana
on koko tulojoukko V' x W ja muut vektorit ovat siis kantavektorei-
den (v,w) € (V x W) &érellisié lineaarikombinaatioita. Ideana on nyt
samaistaa avaruudessa (V' x W) esimerkiksi ((Av),w), ja A(v,w) seké
(v + v, w) ja (v,w) + (v, w). Tamé tapahtuu siirtymalld sopivaan te-
kijaavaruuteen. Olkoon R C V' x W suppein aliavaruus, joka sisaltda
seuraavat vektorit kaikilla v,v" € V, w,w’ € W ja \ € F:

(1) (v+v",w) = (v,w) = (v, w)
(2) )\(’U,’U}) - ()\U, ’LU)
(3) (Uv w + w,) - (U, U}) - (U, U)/)

40n myos ikiviid vedota midritelmissé vektoriavaruuden kannan olemassaoloon,
joka perustuu valinta-aksioomaan eiké yleisty moduleille
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(4) Alv, w) = (v, Aw)

Madritelldén tensoritulon avaruus tekijaavaruutena: V@ W = <V2W>.

Lopuksi varustetaan tensoritulo bilinaarikuvauksella

RQVXW—= (VxW) VW

(v,w) —  (v,w) —VvRw=(v,w)+ R.

Ainakin kuvaus ® on kahden kuvauksen yhdistettyna kuvauksena hyvin
maéadritelty.

On syyté tarkastaa, ettd kuvaus ® on bilineaarinen: Kaikilla v, v €
V,weW:
(v+vw)— (v+0)Qw=(v+v,w)+ R
(v,w) —Vvw=(v,w)+ R
(v, w) — v @w= (v,w) + R.

Koska aliavaruuden R méérittelevin ehdon (1) nojalla (v + o', w) —
(v,w) — (v',w) € R, niin

(02 w) + R = ((v.0) + B) + (/) + R),
eli
(v+v)@uw=v®w+v @w.

Muut bilineaarisuuden ehdot todistetaan samalla tavalla ehdoista (2),(3)
ja (4).

Remark 26.9. Niin on tensoritulo mééritelty. Todistetaan, etté silld on
toivomamme ominasuudet (1) ja (2)

(1) Todistetaan tekijakuvauksena mééritellyn bilineaarikuvauksen ®
universaalisuus. Olkoon siis B : V x W — P jokin bilineaarikuvaus.
Tehtdvané on 16ytéad lineaarikuvaus L : V' x W — P siten, ettd dia-
gramma

VxW & VoW
B

N L
P

kommutoi eli B = Lo®. Pitéa lisdksi nayttaa, etté téllaisia lineaariku-
vauksia on vain yksi. Yksikésitteisyys on ilmeinen, silld ainoa ehdokas
kuvaukseksi L kuvaa tietenkin yksinkertaiset vektorit néin:

L:v®w+— B(v,w)
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jamaaraytyy néistd avaruuden VW virittdjaalkioiden kuvista. Tehtavéksi
jéd siis vain konstruoida lineaarikuvaus L, joka kuvaa virittdjaalkiot ha-
lutulla tavalla, vaikka ne eivét ole lineaarisesti riippumattomia eiké nii-

den kuvia siis voi valita vapaasti. Lineaarikuvauksen L voi konstruoida
niin: Aloitetaan médrittelemélld lineaarikuvaus L : (V x W) — P an-
tamalla avaruuden (V' x W) kantavektorien kuvat: (v, w) — B(v,w).
Osoitetaan, etti L voidaan kierrittid tekijiavaruuden kautta, eli ettd

on olemassa lineaarikuvaus L : V @ W — P, jolle L = L o ¢, eli

VW) 2 Vew

L
N LD
P
missé ¢ on kanoninen surjektio
(way%Q%¥Q:V®W

(v,w) — (v,w) + R=vw.

Tillainen L on olemassa, koska Ker¢ = R C Ker L. Témé todetaan
huomaamalla, ettd josa+ R=b+ R € <VXW> =V ®W,niina—>b€
R C Ker L C (V x W), josta seuraa, etté La = Lb. Kuvaus

VoW - P:a+R— La

on siis hyvin méaritelty ja tietenkin lineaarinen.

(2) Avaruuden (V x W) kantavektoreiden kuvat eli tekijdavaruuden
vektorit v ® w, missd v € V ja w € W, eivit tietenkdédn kaikki ole
lineaarisesti riippumattomia, vaan esimerkiksi totesimme edelld, etta

(v+v)@uw—-—v@w—vw=0,

mutta ne virittdvit avaruuden V @ W = WX—RW>, jonka alkiot eli ten-

sorit siis ovat dérellisid summia néistd yksinkertaisista tensoreista. Jos
K on avaruuden V kanta ja L avaruuden W kanta, niin V:n alkiot ovat
adrellisisd summia ) |, Ap k ja Win alkiot ), 1, joten tensoritu-
lon alkiot ovat ddrellisid summia

(Z)\kk)@)(ZMZ): Z ey k@1 = Z Pri k@I

keK leL (k) eK XL (kl)eKxL

Alkuperiisten kantavektorien tensoritulot virittdvat siis tensorituloa-
varuuden V' ® W. Niiden lineaarinen riippumattomuus vaatii pienen
todistuksen:
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Olkoon
Y M kel=0eVaW

(k)eKxL

Bilineaarikuvauksen ® universaalisuus takaa, etté jokaiselle bilineaari-
kuvaukselle B : V xW — [ on olemassa lineaarikuvaus L : VxW — P
siten, ettd diagramma

®

VxW — VW
B
N L L
F

kommutoi eli B = Lo ®. Erityisesti jokaiselle bilineaarikuvaukselle B :
VXxW —=TFon} g cxxr At B(k, 1) = 0. Mutta bilineaarikuvauksen
arvot kantavektoripareilla voi valita vapaasti, joten Z(k,l) ckxr, kg Bri =
0 kaikilla valinnoilla By ; € I, joten jokainen A ; on 0. L]

Example 26.10. Olkoon V =R W =R"™ja{er,... e}, {f1, -, fm}
niiden kannat. Silloin V' ® W = R™, joka vektoriavaruutena on sama
kuin kaikkien n x m-matriisien avarus R™*™. Erityisesti avaruuksien
tensoritulolle V ® W saadaan kantavektoreiksi alkuperéisten kantavek-
torien tensoritulot

€i®fj:

(4)

Niissd kannoissa saadaan siis yleisten vektorien tensorituloksi eli yk-

sinkertaiseksi tensoriksi (ai, ..., a,) ® (by,...by) >
aq bl a1b1 a1b2 Ce (llbm aq
®| | = : : : : , jokaon | : [bl bn].
an [ apby anby ... a,b, an

Tulomatriisista nédkee, ettd sen sarakkeet ovat lineaarisesti riippuvia,
joten sen ranki eli kuva-avaruuden dimensio on 1 (tai 0). On ilmeista,
ettd jokainen 1l-rankinen matriisi syntyy néin ja esittdéd siis kannassa
yksinkertaista tensoria.

5Ei ole Kroneckerin tulo?!
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26.3. Symmetriset ja alternoivat bilineaarikuvaukset.

Definition 26.11. Olkoot V' ja P vektoriavaruuksia.

(1) Bilineaarikuvaus B : V x V — P on symmetrinen, jos
B(v,w) = B(w,v) Yv,w e V.
(2) Bilineaarikuvaus B : V x V — P on alternoiva, jos
B(v,v) =0 Yvel.

Remark 26.12. Kun vektoriavaruuden kuntana F on C tai joku sen
alikunta®, niin bilineaarikuvaus B : V x V — P on alternoiva, jos ja
vain jos se on antikommutatiivinen:

B(v,w) = —=B(w,v) Yv,w €V,

silld, jos B on alternoiva, niin 0 = B(v+w, v+w) = B(v,v)+B(v, w)+
B(w,v)+ B(w,w) = 0+ B(v,w) + B(w,v) 4+ 0 ja jos oletetaan, ettd B
on antikommutatiivinen, niin 0 = B(z,z) + B(x,z) = 2B(z, x), joten
B(z,x) = 0.

Example 26.13. Perusesimerkki symmetrisesté bilineaarikuvauksesta
on polynomien tulo:

Olkoon V' = F[z] = {f ’ f on F-kertoiminen yhden muuttujan
polynomi}. Tavallinen polynomien kertolasku on symmetrinen biline-
aarikuvaus V' x V' — V. Sama pétee tietenkin useamman muuttujan
polynomeille eli avaruudessa V = Flxy, ..., xg4].

Yleisemmin, missé tahansa kommutatiivisessa F-algebrassa A sisdinen
kertolasku A x A — A on F-bilineaarinen ja symmetrinen; itse asiassa
kommutatiivinen F-algebra on méaaritelméan mukaan F-vektoriavaruus,

jossa lisdksi on annettuna symmetrinen bilineaarikuvaus B : A x A —
AT

Example 26.14. Avaruudessa R? kahden vektorin ”ristitulo” on esi-
merkki alternoivasta bilineaarikuvauksesta. Perusesimerkki alternoivas-
ta bilineaarikuvauksesta on kuitenkin 2 x 2-matriisin determinantti:

ORiittiis, etté 2 # 0 kunnassa F.

"Yleensikin, jos bilineaarikuvaus B : Ax A — A on assosiatiivinen niin (A4, +, B)
on samalla vektoriavaruus ja rengas, jolloin sanotaan, etti A on assosiatiivinen
algebra. Assosiatiivinen algebra ei aina ole kommutatiivinen eiké yleinen algebra eli
pelkké bilineaarikuvaus assosiatiivinen. Erityisesti Lien algebra ei ole kumpaakaan.
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Olkoon V = R2. Kuvaus, joka kahteen vektoriin v = {ZH] jaw =
21

a11 Q12
Q21 Q22

[Zu} liittad determinantin B(v, w) = on alternoiva biline-
22

aarikuvaus V x V — R.

26.4. Multilineaarikuvaukset. On luonnollista yleistda determinant-
tia koskeva esimerkki avaruuteen R?. Determinantti on jokaisen sarak-
keen lineaarifunktio ja saa arvon 0, mikéli kaksi saraketta ovat samoja.
Viimeistdédn tdmé antaa aiheen maéritelld d:n muuttujan multilineaa-
rikuvaukset, erityisesti symmetrisiset ja alternoivat.

Definition 26.15. Olkoot V4,...,V,, ja P vektoriavaruuksia ja [ nii-
den yhteinen kerroinkunta.

(1) Kuvaus M : Vi X -+ x V,, — P on multilineaarinen, tissi ta-
pauksessa n—lineaarinens, mikéli sen kaikki osittaiskuvaukset

Vi—P:v— M(vi,...,v),
‘/'2—>PZ'U2HM<U1,...,’U7«L),

Vi — P o= M(vy, ... 0,),

ovat lineaarisia.

(2) n-lineaarikuvaus M : V" — P on symmetrinen, jos M (v1, ..., v,)
ei riipu muuttujien vy, ..., v, jarjestyksesté, ts. kaikilla permu-
taatioilla o € S, pétee

M(Ua(l), . ,Ua(n)) = M(Ul, e ,Un)
(3) n-lineaarikuvaus M : V™" — P on alternoiva, jos
M(vy,...,v,) = 0 aina, kun v; = v; joillekin 7 # j.

Remark 26.16. Kun F on C:n alikunta, niin multilineaarikuvauksen al-
ternoivuus on yhtapitavid sen kanssa, ettd M (vy, ..., v,) = 0 aina, kun
vy, ..., U, ovat lineaarisesti riippuvat. Samaan johtaa vaatimus, etta ku-
vaus vaihtaa aina merkkid, kun kaksi muuttuja vaihdetaan kesken&én.
Klassinen esimerkki alternoivasta n-lineaarikuvauksesta on tietenkin
determinantti tulkittuna niin, ettd muuttujina ovat n X n-matriisin sa-
rakkeet.
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26.5. Symmetriset ja ulkoiset potenssit. Seuraavaksi yleistimme
kahden vektoriavaruuden tensoritulolle kehittimamme teorian useam-
man avaruuden tensoritulolle ja my6s erikseen symmetriselle ja alter-
noivalle tulolle.

Definition 26.17. Olkoot Vi x --- x V,, (IF-) vektoriavaruuksia. n-
lineaarikuvaus ® : V7 x --- x V,, — W on avaruuksien Vi, ..., V,, tenso-
ritulo ja merkitdan W = Vi ®- - -®V,,, mikili ® on seuraavassa mielessa
universaalinen n-lineaarikuvaus:

Jokainen n—lineaarikuvaus M : V; ® --- ® V,, — U on esitettivissa
muodossa B =Lo®, missd L : V) ®---® V,, — U on yksikésitteisesti
n—lineaarikuvauksesta M maéadrdytyva lineaarikuvaus.

M

N L
U

Kahden vektoriavaruuden tensoritulon konstruktio yleistyy vélittomésti
useamman avaruuden tilanteeseen ja osoittaa, ettéd tensoritulo on ole-
massa. Saman tuloksen saa my6s huomaamalla, ettd V; ® - -+ ® V,,:ksi
kelpaa (... (Vi @ Vo) ® --- ® V). Joka tapauksessa tensoritulon kan-

naksi kelpaa K; X --- x K,, missé K; on alkuperdisen avaruuden V}
kanta. Erityisesti d-kertaisen tensoripotenssin R" ® --- @ R" = (R")®4
kantavektoreiksi voi valita kaikki e;; ® - -+ ® e;,, missd {e1,...,e,} on

alkuperdisen avaruuden R™ kanta.

Samalla periaatteella, jolla multilineaarikuvauksen késitteestd muo-
dostettiin vektoriavaruuksien tensoritulon késite, voidaan symmetrisen
ja alternoivan multilineaarikuvauksen késitteestd muodostaa vektoria-
varuuksien symmetrisen ja alternoivan eli ulkoisen potenssin késitteet.

Definition 26.18. Olkoon V (F-) vektoriavaruus. Symmetrinen n-
lineaarikuvaus - : V x --- xV = V" — W on avaruuden V n:s
symmetrinen potenssi W = S™V . mikili se on seuraavassa mielessi
universaalinen symmetrinen n-lineaarikuvaus:

Jokainen symmetrinen n—lineaarikuvaus M : V"™ — U on esitettavisséa
muodossa M = Lo -, missd L : S"V — U on yksikésitteisesti symmet-
risestd n—lineaarikuvauksesta M méaraytyva lineaarikuvaus.

Ve — S"V
M
N L

U
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Symmetrisen potenssin olemassaolo todistetaan konstruoimalla sel-
lainen, mika kdy joko kantoja tai tekijaavaruuksia kayttamalla. Sivuu-
tamme konstruktion, koska se on oleellisesti sama kuin seuraava, jossa
konstruoidaan ulkoinen potenssi. Huomataan kuitenkin, ettd symmet-
risen tulon kannaksi voi ottaa kaikki ne alkuperéisten kantavektorien
tulot e;, - - --e;,, missd i3 < --- <1, kun indeksijoukko I on jarjestetty.

Example 26.19. Olkoon V' = {n:n muuttujan asteen 1 homogeeniset
polynomit} = (x1,...,,). Silloin SV = {n:n muuttujan asteen d
homogeeniset polynomit}, esimerkiksi

2 2 2 2
SV = (2], 21T2, T1T0, . . . T1 Ty, T3, LT3y« oy e T ).

Téssé esimerkissd ”"muodollinen” symmetrinen tulo on sama asia kuin

poloynomien tavallinen tulo.

Definition 26.20. Olkoon V' (F-) vektoriavaruus. Alternoiva n-lineaarikuvaus
AN:Vx.exV =V"— W on avaruuden V n:s ulkoinen potenssi

W = A"V, mikili se on seuraavassa mielessa universaalinen alternoiva
n-lineaarikuvaus:

Jokainen alternoiva n—lineaarikuvaus M : V™ — U on esitettavissa
muodossa M = Lo A, missd L : A"V — U on yksikésitteisesti alter-
noivasta n—lineaarikuvauksesta M maérdytyva lineaarikuvaus.

A

Vv — A"V
M
N L

U

Ulkoisen potenssin olemassaolo todistetaan konstruoimalla sellainen.
Kéaymme konstruktion ldpi tapauksessa, jossa n = 2. Kuten tensoritu-
loa konstruoitaessa voi nytkin aloittaa muodostamalla vektoriavaruu-
den (V?), jonka kantana on koko joukko V2. Sitten mééritelldén aliava-
ruus R, jonka virittavét jo tensoritulon yhteydessa mainitut ”relaatiot”
ja yksi uusi. Tarkemmin sanoen R C V? on suppein aliavaruus, joka
sisdltad seuraavat vektorit kaikilla v, v'w,w’ € V sekd \ € F:

(1) (U + Ulaw) - (Uﬂl}) - (Ulaw)
(2) Mo, w) — (A, w)

(3) (v,w+w) — (v,w) — (v,w')
(4) Mo, w) — (v, \w)

(5) (v,w) + (v, w)
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Nyt tekijiavaruudella A%V = <‘:> on ulkoisen potenssin méarittelevé

universaaliominaisuus, kun se varustetaan bilinaarikuvauksella
AV XV — (V) — AV

(v,w) — (v,w) — v Aw = (v,w) + R.

Bilineaarikuvauksen A alternoivuus saadaan ehdosta (5). Alternoivana
bilineaarikuvauksena A toteuttaa bilineaariset laskusaédnnot:

A(zAhy)=-z)Ay=aA(A-y)
(x+y)ANz=zNz+yAz
zA(z+w)=xzAz+zAw

ja liséiksi alternoinnin
VAW = —wANAv.

Universaaliominaisuuden toteuttava ulkoinen tulo on siis olemassa.

Alkuperéisen avaruuden V' kantavektoriparien kuvat e; Ae; virittéavit
tietenkin taas koko avaruuden A%V = @, jonka alkiot siis ovat
adrellisid summia niisté. Jos V:n kanta K on jérjestetty joukko, niin jo
ne tulot, e, A e; joilla k < [, virittéivit avaruuden A2V, silld e, Ae; = 0,
kun £k =1 ja ex ANep = —e A eg, kun k > [. Jéljelle jadneiden kan-
tavektoriehdokkaiden lineaarinen riippumattomuus todistetaan oleel-
lisesti samalla tavalla kuin vastaava lause 7?7 tensoritulolle. Erityi-
sesti adrellisulotteisessa tapauksessa V' = R? kannaksi silloin tulee
{ex N € | k <1} ={eg Ney,eq1 Nes,eq Neq,...e1 Aeg,ea A ez ea N

€4,..-€aNeg,e3Ney, ... ...4.1\eg,}, joten dim(A?V) = %n(n —1).

Example 26.21. Olkoon V =R", {ey,...,e,} sen kanta. Silloin A%V
voidaan vektoriavaruutena samaistaa kaikkien antisymmetristen n x n-
neliomatriisien avaruuteen.

Remark 26.22. Vastaavat tarkastelut patevéit korkeammille potensseil-
le A"V Erityisesti, jos V:n kanta K on jarjestetty joukko, niin ulkoi-
sen potenssin A"V kantavektoreiksi voidaan valita kaantavektoreiden
ulkoiset tulot ey, Aeg, A---Aey,, joilla by < kg < --- < k.

Example 26.23. Edellisen mukaan AYR? on yksiulotteinen, ainoana
kantavektorina esimerkiksi e; A es A -+ A eq. Muistamme, ettd n X
n-matriisin determinantti on sarakkeiden alternoiva bilineaarikuvaus
kuntaan R.

(Rn)n A Aan ~ R
det
N LL=X

R
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Huomaamme, ettd determinantti on vakiokerrointa vaille ainoa alter-
noiva n-lineaarikuvaus n-ulotteisesta avaruudesta luvuille. Sama pétee
tietenkin, vaikka kerroinkunta ei olisi R.

27. TENSORITULOT JA ESITYKSET

Example 27.1. Esimerkissd ?? tarkasteltiin n:n muuttujan asteen d
homogeenisten polynomien avaruutta SV = {n:n muuttujan asteen d
homogeeniset polynomit}, esimerkiksi

2 2 2 2
SV = (2], 2102, T1T0, . . . T1 Ty, T3y LTy e ey L)

Lineaarinen muuttujienvaihto on lineaarikuvaus
S — SW P PolL,

missd L : R® — R"™ on lineaarikuvaus.® Jos p : G — GL,(R) on esitys,
niin myos g — (P +— P o p(g)) on G esitys. Taméi on erikoistapaus
seuraavista yleisemmisté konstruktioista.

27.1. Indusoidut esitykset. ? Muistamme, ettid ryhmin G esitys vek-
toriavaruudessa V' on ryhméhomomorfismi G — GL(V') ja etti erityi-
sesti Lien ryhmén esitykseltd liséksi vaaditaan, ettd se on monistojen
vilisend kuvauksena siled. Tarkastelemme kohta esityksié darellisulotteisten
vektoriavaruuksien tensorituloissa ja ulkoisissa potensseissa. Koska ne-

kin ovat ddrellisulotteisia vektoriavaruuksia, niilla on luonnollinen mo-
niston rakenne.

Definition 27.2. Olkoon p ja p' : G — GL(V) ryhméin G esityksia
adrellisulotteisissa avaruuksissa V' ja W. Talloin seuraavat ovat esityk-
sia

(1) p@p 1 g—=(p@p)g: VOW = VW :u®@wr pyu® pgu.
2) p-p g (p-py: SV =SV :u-w— pyu-plu.
B) pAp g (pAp)g: SV — SV iuhw— pgu plo.

Téssé lineaarikuvaukset on maéritelty antamalla kantavektorien ku-
vat.

80ikeastaan polynomi ei ole funktio, mutta olkoon téssé tilapéisesti tulkittuna
sellaiseksi.
90nkohan témi eri kiisite kuin indusoitu esitys Serren kirjassal!?
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Example 27.3. Tarkastellaan ryhmén G = G Ly(R) tautologista eli al-
kuperiisen méiritelmin mukaista toimintaa avaruudessa R2. Tamé in-
dusoi esityksen ulkoiseen tuloon A*(R?), joka on yksiulotteinen avaruus,
standardikantavektorina e; A es. Lasketaan se eksplisiittiseti: Ryhmén

G = GLs(R) alkio on matriisi g = l(é b}. Se kuvaa ulkoisen tulon

d

strandardikantavektorin nain:

s gange=[2 5 [ [0 = ]~ []

= (aey + ce2) A (cey A des)
= abey A e1 + adey N ey + cbey A e + cdeg N eq
= (ad — bc)ey A eq
=detge; A es.
Tulos on, ettd 2-ulotteisessa avaruudessa méaritellyn lineaarikuvauk-

sen, erityisesti esityksen, toinen ulkoinen potenssi on sen determinan-
tilla kertominen 1-ulotteisesa avaruudessa.

Sama periaate yleistyy. Ryhmén GL,,(R") tautologinen toiminta ava-
ruudessa R" indusoi yksiulotteiseen ulkoiseen potenssiin A, (R") toi-
minnan, joka on alkuperdisen esitysmatriisin determinantilla kertomi-
nen.

Harjoitustehtéviksi jaé selvittdd, minkélaisen esityksen ryhmén G L, (R™)

tautologinen toiminta avaruudessa R™ indusoi useampiulotteiseen ul-
koiseen potenssiin A,,(R"™), kun 1 < m < n Téssi esiintyy alidetermi-
nantteja.

Example 27.4. Ryhmin G = GLy(R) tautologinen toiminta ava-
ruudessa R? indusoi esityksen neliulotteiseen tensorituloon R? @ R2.
Tehtévana on hajottaa se redusoitumattomien esitysten suoraksi sum-
maksi eli redusoida tensoritulo.

Ensimmaéinen havainto on, ettd jotain on tehtava, silld tutkittava
ryhmén G = GLy(R) toiminta, jossa

g RIR -RQR*: glv®@w) = gv® guw
ei ole redusoitumaton, koska ainakin
W,={vew+wev|v,weRY})
on aito aliesitys. Taméa antaa aiheen kokeilla, olisiko myds

Wr={{veaw-wev|v,weR})
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aito aliesitys, ja onhan se. Tutkitaan néiden aliesitysten redusoitumat-
tomuutta alkeellisella menetelmélléd, laskemalla esitys eksplisiittsesti
néissé aliavaruuksissa. Aluksi lasketaan eksplisiittisesti ryhmén vaiku-
tus R? @ R? —:ssa.

Ryhmén G Ls(R) alkiot ovat kddntyvia 2 X 2-matriiseja [i 2] . Ava-
ruuden R? @ R? — virittéjivektorit ovat yksinkertaisia tensorituloja
| by ! . aiby  aiby
e EJofi - i -8 23]
Erityisesti standardikantavektorit ovat nédin merkiten

Sy e T

Aliavaruuden W, virittdjavektorit ovat muotoa

albl a1b2 . a1b1 albg T
agbl a2b2 Clzbl agbg

o 0 a162 — (lzbl — )\ 0 1
o CLle —(Zle 0 o -1 0|’

v®w—w®v:[

missd A = a;by — asb;. Toisin sanoen

W,\:)\{[_Ol é} ‘)\GR}:{/\(q@eg—eg@el)|)\€R}.

Ryhmaén toiminta téssé yksiulotteisessa avaruudessa madardyryy vai-
kutuksesta kantavektoriin ja on siis méaaritelmén mukaan seuraava:

[Z Z] (e1®62—ez®61):([i Z}@[Cé Z])(61®62—62®€1)

[CCL Z}a@{z 2]62_{61 b} ®[a 2}61

el [e - [ -l - [ 5]
:det{i Z}{—Ol é}—dt{ d} (61 @€ —ea®ey).

Niin on laskemalla todistettu, etté tensorituloesityksen R? @ R? aliesi-
tys W, on ryhmén alkion determinantilla kertominen yksiulotteisessa
avaruudessa eli esitykseni isomorfinen esityksen A?R? kanssa.
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Aliavaruuden W kannaksi voidaan valita
{e1® e, ea®@er, 61 ®ex+ea®@e} C W,

silld ndmaé kolme ovat lineaarisesti riippumattomia eiké avaruus Wy voi
olla enempéaé kuin 3-ulotteinen, koska se on 4-ulotteisen avaruuden aito
aliavaruus.

Ryhmén GLy(R) toiminta symmetrisessi tulossa S?R on mukava
tulkita tdmén luvun ensimmaéisessdd esimerkissa 77 esitetylla tavalla
eli lineaarisina muuttujanvaihtoina homogeenisten 2 asteen polynomien
avaruudessa (z?,y% xy).

On sopiva harjoitustehtéivi osoittaa, etti kuvaus W, — S%R
€1 ey — x?
€o & ey — y2
e1 e+ e ®ep — 2xy
on esitysisomorfismi.
Osoitetaan vield, ettd SR on redusoitumaton. On riittavii 16ytad
vektori eli polynomi, jonka rata virittda koko kolmiulotteisen avaruu-

den S2R, mille riittiifi, ettéi radassa on kolme lineaarisesti riippuma-
tonta polynomia. Téllainen 16ytyy helposti kokeilemalla. Muistetaan,

ettd ryhmén G = GLy(R) alkion g = CCL Z} vaikutus polynomien

avaruudessa on
x — ax + by

Yy — cr + dy.
Erityisestipolynomiavaruuden S?R kantavektorit kuvautuvat siis néin:
22— (az + by)? = a’2? + 2abzy + by
y* — (cx +dy)? = a® + 2cdwy + d*y?,
zy — (az + by)(cx + dy)* = acx® + (ad + be)zy + bdy?,
joten valitsemalla a = b = ¢ = —d = 1 saadaan
xy — acx® + (ad + be)xy + bdy? = 2% — 3,
misté edelleen valitsemalla a = 1,= b = ¢ = d = 0 saadaan
22—y 2
ja valitsemalla a = b= c = 0,d = 1 saadaan
22—y —y

Lineaarisesti riippumattomat zy, 22 ja —y? ovat siis samalla radalla.
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N&in on tensoritulo R? ® R? redusoitu suoraksi summaksi, joka iso-
morfismin tarkkuudella on

R?® R? = A’R @ S°R.

Tama tulos yleistyy korkeammillekin tensoripotensseille, mihin palaam-
me myOhemmin.

28. LIEN ALGEBRAT - ALUSTAVA ESITTELY

28.1. Abstrakti miiritelma.

Definition 28.1. Lien algebra on vektoriavaruus V' varustettuna al-
ternoivalla bilineaarikuvauksella, Lien sulkeilla

VxV -V (X)Y)—[X,Y],
joka lisdksi toteuttaa Jacobin identiteetin: kaikilla XY, Z € V:
(X [V, Z]| + [Y, [Z, X]] + [Z, [ X, Y]] = 0.

Vektoriavaruuden kerroinkunta [ voi periaatteessa olla miké tahansa:
seuraavassa se on yleensd R, joskus C.

Lien algebrahomomorfismi on lineaarikuvaus f : V' — V’, missd V
ja V' ovat Lien algebroita ja f siilyttdd myos sulkeet, toisin sanoen
f(X), f(Y)] = [X,Y] kaikille X,Y € V. Lien algebraisomorfismi on
liséiksi bijektio, jolloin sen kdénteiskuvauskin on homomorfismi.

Lien alialgebra on sellainen Lien algebran vektorialiavaruus, joka
sisaltéad akioidensa sulkeet ja on siis itsekin Lien algebra.

Remark 28.2. 1) Lien algebrat muodostavat kategorian, erityisesti ho-
momorfismeista yhdistetty kuvaus on homomorfismi.

2) Lien algebra ei yleensd ole assosiatiivienen. Jacobin identiteetti
korvaa osaltaan tdmén ”puutteen”.

3) Lien algebrat kuuluvat Lien ryhmien ja niiden esitysten teoriaan
silla tavalla, ettd kuhunkin Lien ryhmé&én liittyy luonnollisella tavalla
Lien algebra ja kaikki Lien algebrat ovat periaatteessa téllaisia. Sama
koskee esityksia.

Example 28.3. Alkeellisin esimerkki Lien algebrasta on triviaali Lien
algebra eli miki tahansa vektoriavaruus varustettuna nollatulolla: [ X, Y] =
0
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Example 28.4. Perusesimerkki Lien algebrasta on kaikkien n x n-
matriisien avaruus

gl, = gl,(R) = R™"
varustettuna standardisulkeilla

X,Y]= XY - VX,

On hyvin helppoa tarkstaa, ettid standardisulkeet ovat alternoiva bi-
lineaarikuvaus. Myo6s Jacobin identiteetti on ilmeinen:

X,YZ - ZY|+[Y,ZX - XZ] + 2, XY — Y X]
—X(YZ-2Y)=(YZ - ZY)X +Y(ZX — XZ)
—(ZX - XZ2)Y + Z(XY = YX)— (XY - YX)Z
—X(YZ)— (X2)Y = (YZ)X + (ZY)X + Y (ZX) - Y (X Z)
— (ZX)Y +(X2)Y + Z(XY) = Z(YX) = (XY)Z + (YX)Z
—XYZ-XZY -YZX+2ZYX+YZX -YXZ
—ZXY +XZY + ZXY —ZYX - XYZ+YXZ
— 0.

Osoittautuu pian, etta darellisulotteisten Lien ryhmien Lien algebrat
ovat kaikki tdmén Lien algebran alialgebroita.

Example 28.5. Edellisesta yleistdamaélld saadaan esimerkkiné Lien al-
gebrasta miké tahansa assosiatiivinen algebra U varustettuna yleissul-
keilla

[X,Y]=XY - YX.

Tamén todistaminen Lien algebraksi on sama lasku kuin edellisessé
esimerkissa.

Example 28.6. Seuraava esimerkki Lien algebrasta on esimerkki Lien
ryhmén Lien algebrasta ja gl,(R):n Lien alialgebrasta:. Muistamme,
ettd Lien ryhmén SL,(R) tangenttiavaruus neutraalialkion kohdalla
on

T.(SLy(R)) = slu(R) = {X € gl,(R) | Tr(z) = 0}.

Tama on Lien alialgebra, minké tarkastamiseksi riittdd todeta, ettd
kyseessd on vektorialiavaruus ja [X,Y] € sl,(R) aina, kun XY €
sl,(R), miké tietenkin vaatiisi pienen laskun tarkastukseksi.
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Example 28.7. Heisenbergin Lien algebra on kolmiulotteinen vekto-
riavaruus V', jossa kantavektorien Lien sulkeet ovat

(X,Y]=Z
Y, 2] =0
(Z,X]=0

On aika helppoa huomata, ettd tdméa on isomorfinen Lien algebran
sl3(R) erdén Lien alialgebran kanssa, nimitéin sen kanssa, joka koostuu
aidoista yldkolmiomatriiseista. Isomorfismi on

010
X— |0 00
0 0 0
(0 0 0]
Y— [0 0 1
0 0 0
(0 0 1]
Z+— 10 0 0
0 0 0

29. LIEN RYHMAN LIEN ALGEBRA

29.1. Katsaus periaatteisiin. Lien ryhmén G Lien algebra on vekto-
riavaruutena sama kuin siledin moniston G tangenttiavaruus ryhmén G
neutraalialkion e € GG kohdalla. Liséksi se on varustettu Lien sulkeilla,
jotka maéritellaan ryhmén laskutoimituksen derivoituvuuden avulla.

Perusesimerkki Lien ryhmésté on kidntyvien n X n-matriisien ryhméa
GL,(R). Sen neutraalialkio on ykkosmatriisi /. Koska G L, (R) on kaik-
kien n x m-matriisien avaruuden M, ., (R") = R™" ~ R™ avoin os-
ajoukko, niin sen tangenttiavaruus on kaikissa pisteissé, erityisesti koh-
dassa I sama kuin R™ eli M, . Témén avaruuden olemme jo edelld
esimerkissié 7?7 varustaneet Lien sulkeilla médarittelelmallda [X,Y] =
XY — YX. Osoittautuu, ettd tdmé on juuri oikea tapa tuoda Lien
sulkeet Lien ryhmén LG, (R) tangenttiavaruuteen, ja siitd syystd mer-
kitilinkin jo edelld tdtd Lien algebraa gl,(R). Seuraavassa selitetdén,
miten mielivaltaisen Lien ryhmén G tangenttiavaruus neutraalialkion
kohdalla varustetaan Lien sulkeilla ja viime kadessd nédytetddn, etté
tamé yleinen menettely johtaa ryhmén GL,(R) tapauksessa sulkeisiin
[X,Y] = XY — Y X. Sama koskee Lien ryhmééd SL,(R) ja sen Lien al-
gebraa gl,,(R). Yleinen konstruktio on kaksivaiheinen. Esitimme ensin
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médritelmén ja todistamme sitten kaikki sen asettamiseen tarvittavat
apulauseet.

Definition 29.1. Vaihe 1. Olkoon 7 n-ulotteisen Lien ryhmén G toi-
minta konjugointina ryhmésséd G, ts.
Vg : G — G

h— ghg™*

Kukin kuvaus 7, on diffeomorfismi ja v,(e) = e, joten sen derivaatta
kohdassa e on bijektiivinen lineaarikuvaus

Ady =dey, : T.G — T.G.
Néin syntyy Lien ryhmén G esitys
Ad: G — GL(T.G) ~ GL,(R)
g (Ad, : T.G — 1.G)

Vaihe 2. Huomataan, ettd myos kuvaus Ad on silea. Silldkin on siis
derivaatta kohdassa e € GG. Madritellddn ja merkitaén

ad = d.(Ad) : T.G — T;(GL(T.G))
X — (ady : T.G — T.G).

Kuvauksen Ad derivaatta ad on siis lineaarikuvaus Lien ryhmén G tan-
genttiavaruudelta T.G vektoriavaruuden GL(T,.G) tangenttiavaruudel-
le kohdassa I eli avaruudelle

T/ (GL(T.G)) ~ M,y ~ {lineaarikuvaukset 7.G — T.G}.

Vaihe 3. Maaritellaéan lopuksi, ettd vektoriavaruuden T,G Lien sulku
on
[X y Y] =ad XY
Néin mééritelty kuvaus osoittautuu Lien sulkeeksi eli bilineaariseksi,
alternoivaksi ja Jacobin identiteetin toteuttavaksi. Sanomme, etté Lien
ryhmén G tangenttiavaruus kohdassa e varustettuna télla Lien sululla
on Lien ryhmdn G Lien algebra.

Remark 29.2. Todistetaan kaikki edellisen méaaritelmén yhteydessi esi-
tetyt viitteet.

Vaihe 1. Konjugointi Lien ryhméssd G on yhdistetty kahdesta dif-
feomorfismista,
Yo :h ghi g7t
siis itsekin diffeomorfismi, joten sen derivaatta
Ady =devy, : T.G — T.G
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kohdassa e on olemassa ja lineaarinen bijektio. Ketjusdannén mukaan
Adgy = devgy = de(1507g) = dy(e)Vg 0 deVy = devg 0 deyy = AdgAdy,
eli syntyy ryhmén G esitys

Ad: G — GL(T.G) ~ GL,(R).

Ollakseen Lien ryhmén G esitys kuvauksen Ad on liséiksi oltava silei.
Téata voi olla vaikea huomata ilman koordinaatteja, mutta hetken mie-
tittyddn huomaa, ettd lokaaleissa koordinaateissa konjugointikuvauk-
sen G x G — G : (g,h) — ghg™' kaikki komponentit ovat sileité re-
aaliarvoisia funktioita. Sen h-derivaatan, eli kuvauksen Ad,, matriisin
elementit ovat ndiden komponenttien osittaisderivaattoja, siis sileité,
joten kuvaus g — Mat Ad, on siled eli Ad on siledi.'”

Vaihe 2. Ad, 114 on siis derivaatta kohdassa e € G. Sen derivaatta
ad on siis ilman enempié perusteluja lineaarikuvaus, ts.

T.G — T (GL(T.G)) ~ My, ~ {lineaarikuvaukset .G — T.G}.

Vaihe 3. a) Bilineaarisuus: Koska adx on lineaarikuvaus T.G —
T.G, niin Y — [X,Y] = adxY on tietenkin lineaarinen muuttujan Y’
suhteen. Lineaarisuus muuttujan X suhteen johtuu vastaavasti siité,
ettd kuvaus ad : X +— ady on kuvauksen Ad derivaatta jossain koh-
dassa ja siis lineaarikuvaus.

On vield todistettava kaksi asiaa:
b) Alternoivuus ja
¢) Jacobin identiteetti.

Ennen tata urakkaa katsomme pari esimerkkié:

Example 29.3. Lien ryhmi S!' voidaan samaistaa kompleksitason
C ~ R? yksikkéympyrédn U(1) = {z € C | |z| = 1}, jossa lasku-
toimituksena on kompleksilukujen tulo ja neutraalialkiona siis 1. Kon-
jugointi alkiolla eli luvulla g € U(1) on kuvaus z — gzg~ ' = 299~ ! = g,
toisin sanoen jokainan v, on identtinen kuvaus. Identtisen kuvauksen
derivaatta on luonnollisesti tangenttiavaruuden identtinen kuvaus, jo-
ten

Adg = dl’}/g = ]dTlsl

10voiko siistida??
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ja siis Ad on vakiokuvaus S' — GL(T,S"). Vakiokuvauksen derivaatta
on nollakuvaus, joten adxy = 0 kaikilla X € T1S! ja siis [X,Y] =
adxY = 0 kaikilla X ja Y.

Sama pédttely osoittaa, ettd jokaisen kommutatiivisen Lien ryhmén
Lien algebra on triviaali.

Example 29.4. Tarkastetaan, ettd Lien ryhmén G = GL,(R) Lien al-
gebra on aikaisemmin ?? médrittelemdmme gl,,(R). Tieddmme jo, ettd
moniston GL,(R) tangenttiavaruus neutraalialkion I kohdalla on oi-
kea joukko eli T7(GL,(R)) = R™ ™. Pitd4 siis vain niyttid, ettd konju-
goinnin derivaattojen Ad ja ad avulla maarittelemalld saadaan tdméan
ryhmén tapauksessa standardisulkeet.

Konjugointi matriisilla g on kuvaus v, : h — gh — ghg™!, joka on
kahden lineaarikuvauksen yhdistettynd kuvauksena lineaarikuvaus tai
tarkemmin sanoen oikeastaan lineaarikuvauksen R — R™ rajoittuma
avoimeen osajoukkoon GL,(R) C R"™. Sen derivaatta kohdassa I on

siis sen jatko lineaarikuvaukseksi R™ — R":
AdyY = gYg .
Kuvauksen
Ad: G — GL(T(R™)) : g (Y +% gVg™!)

derivointi ¢g:n suhteen sujuu parhaiten, kun huomaa, ettd se on avoi-
meen joukkoon rajoitetun bilineaarikuvauksen

B:Gx G — GLT(R™)): (9.9) — (Y 7 g¥7)

ja matriisin kéifintdmisestd saadun kuvauksen G — GxG : g — (g,97)
yvhdistetty kuvaus, joten voidaan kéyttda ketjusddntod, kunhan ensin
derivoidaan osat.

Bilineaarikuvaukselle B : R" x R™ — R? on yleisesti voimassa deri-

voimiskaava'l:

dapyB(X,Y)=B(AY)+ B(X, B).
Erityisesti ykkosalkioiden kohdalla
danB(X,Y)=B(,Y)+ B(X,I).

1On Purmosen diff lask 1 monisteessa harjoitustehtéivini! Hyvi kaava. Tiamiin
erikoistapauksena saadaan mm. tunnettu tulon derivoimiskaava.
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Bilineaarikuvauksen tulon kaavasta voi johtaa, ettd matriisin kd&dntamisen
k:G — G:g— g ' derivaatta on'?

dk(X)=—g ' Xg™".
Erityisesti ykkosalkion e = I € G = GL,(R) kohdalla
dik(X)=-X.
Yhdistamalld derivaatat saadaan yhdistetyn kuvauksen derivaatta:
d 2
ad : T,G " 7,6 < 7,6 " THGL(T(R™)))
x R (v x) B(I,—X) + B(X, I)
=Y — (IY(-X)+ XYI))
— (Y — (XY = VX)),

d(]’])B

joka on standardisulkeet. 0

Proposition 29.5. Olkoon G Lien ryhmd. Lineaarikuwvaus ad : T.G —
gl(T.G) eli G — gl(G) saiulyttii Lien sulkeet, toisin sanoen kaikille
X, Y eg:

ad[)gy] = [adx,ady],
missd vasemmalla on Lien ryhmdn G Lien algebran G sulkeet ja oi-
kealla Lien ryhmdn GL(T.G) Lien algebran gl(T.G) Lien sulkeet, jotka

edellisen esimerkin 77 mukaan ovat lineaarikuvausten strandardisul-
keet.

Todistus. On todistettava, ettéd kaikille X, Y, 7 € G = T.G pitee

ad[)gy](Z) = [adx,ady](Z)
eli adixy((Z) = (ady o ady)(Z) — (ady o adx)(Z).

Todistus perustuu méaéritelmien ja edellisen esimerkin ?7? lisdksi sii-
hen, ettd Jacobin identiteetti on voimassa ryhmén G Lien algebralle.
Emme vield ole todistaneet tatd Jacobin identiteettié, joten tdmé to-
distus tulee viimeistellyksi vasta myohemmin. Itse asiassa todistamme
seuraavassa, ettd kaava ad[xy) = adx, ady], on yhtapitavi senkanssa,

20man laskelmani mukaan. Syyté tarkastaal
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ettd Jacobin identiteetti on voimassa ryhmén G Lien algebralle.
X, 1Y, Z)] + [V [2, X)) + [Z, [X, Y]] =
(X, [V Z]] - [V, [X, 2] - [[X, Y], Z] =
adx (Y, Z]) — ady ([X, Z]) — adx,y)(Z) =
adx (ady(Z)) — ady (adx(2)) — adix y|(Z) =
adx o ady — ady o ady = adx y
O

Téamé tulos yleistyy mille tahansa Lien ryhmien homomorfismille,
erityisesti esitykselle:

Theorem 29.6. Olkoon f : G — H Lien ryhmien homomorfismi. De-
rivaatta df, : T.G — gl(T.G) eli G — H on Lien algebrahomomorfis-
mi el lineaarikuvaus, joka lisiksi sdilyttid Lien sulkeet, toisin sanoen
kaikille X, Y € G:

dfe[Xa Y] = [dfeXa deY],
missd vasemmalla on Lien ryhmdan G Lien algebran G sulkeet ja oikealla
Lien ryhmdn H Lien algebran 'H Lien sulkeet.

Todistusluonnos:. On ilmeisté, ettd ryhmén konjugointi voidaan vaih-
taa homomorfismin kanssa siiné mielessé, ettd diagramma

f

G — H
Yol L
¢ L. m

kommutoi eli f(ghg™) = f(g9)f(h)f(g)~" kaikilla g,h € H. Derivoi-
malla kaikki kuvaukset saadaan ketjusédnnon perusteella kommutatii-
vinen diagramma: kaikilla g € G

g b m
Adg | - | Adyg
¢ L H

jolloin on saatu kuvaukset

a - H
Ad|l - | Ad
GL(G) GL(H)

siten, ettd kaikilla X € Ad(G) C GL(G) on
dfe(Adg(X)) = Adf(g)def(X>
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Derivoimalla tdmé ¢g:n suhteen saadaan

¢ L m
ad | | ad
9l(9) gl(H),

jossa jalleen ao. kuvajoukossa ad(G) C gl(G) pétee diagramman kom-
mutatiivisuuskaava eli kaikilla Y € G

def(adx)(Y) = adq, sx)de f(Y),
eli d.f([X,Y]) = [def(X),def(Y)]

Corollary 29.7. ,Lien ryhmdn Lien algebra on Lien algebra, ts sulkeet
toteuttavat myds alternoinitiehdon ja Jacobin identiteetin.

Todistus. Todistus esitetdén aivan kurssin lopussa. !!! U

30. EKSPONENTTIKUVAUS - ALUSTAVA MAARITELMA

Definition 30.1. Reaalisen Lien algebran esitys on Lien algebrahomo-
morfismi Lien algebralle GL, (R). Vastaavasti médritellddn kompleksi-
nen ja yleisen Lien algebran esitys.

30.1. Eksponenttikuvauksen idea. Olemme edelld todenneet, etta
Lien ryhméén G liittyy Lien algebra G, joka vektoriavaruutena on tan-
genttiavaruus 7,G. Edellisen lauseen mukaan tdmé on luonnollinen yh-
teys siind mielessé, etté se séilyttdda homomorfismitkin, erityisesti jokai-
sesta ryhmén G esityksestd p : G — GL,(R) saadaan Lien algebraesi-
tys dep : G — gl,,(R). Seuravassa aletaan selvittdd, missd mielessé taméa
yhteys on kddnnettiavissd — voidaanko joillain ehdoin Lien ryhmaé re-
konstruoida Lien algebrastaan ja voidaanko joillain ehdoin Lien ryhmén
esitys rekonstruoida vastaavasta Lien algebran esityksestd. Eksponent-
tikuvaus on véline tdhén tarkoitukseen.

Remark 30.2. Eksponenttikuvaus tulee olemaan siled kuvaus
exp: G — G,
jolla on mm. seuraavat ominaisuudet

(1) 0—eedG
(2) dyexp = Idg.

Néma eivat aivan riitd madardamadan eksponenttifunktiota yksikésitteisesti,
kuten voi huomata seuraavasta esimerkista.
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Example 30.3. Olkoon G' = (R*, -) kidéantyvien reaalilukujen multipli-
katiivinen ryhmé, jonka neutraalialkio on 1. Sen tangenttiavaruus neut-
raalialkion 1 kohdalla on G = T (R*) ~ R, jossa Lien algebran rakenne
tulee triviaaleista sulkeista [X,Y] = 0, koska G on kommutatiivinen
(??). Téassa tapauksessa tavallinen eksponenettifunktio toteuttaa ylla
eksponenttikuvaukselle asettamamme ehdot, sillda x — e” on siled ku-
vaus G — G eli R — R* =R\ {0} ja

1) 0—e"=1eq@
(2) do(x +— €*) = Idg, silla derivaattakuvauksen Jacobin matriisi
on 1 x 1- matriisi [%],—9 ja e* = 1.
Téasté esimerkisté, josta yleinen eksponenttikuvaus on saanut nimensa,
voi huomata, ettd médritelmén ??7 ehdot eivit vield riitd karakteri-
soimaan eksponenttikuvausta, silld esimerkiksi mlld tahansa sellaisella
funktiolla R — R*, joka yhtyy eksponenttifunktioon jossain pisteen 0

ympéristossa, on sama derivaatta [%]x:o ja arvo f(0) = 1.

Ei ole kovinkaan yllattavaa, ettd madritelméa 77 on vield puutteelli-
nen, eihén siiné lainkaan esiinny Lien algebran G sulkeita sen enempéé
kuin ryhmén G laskutoimitustakaan. Siksi myoskaan téssé esimerkissa
oleva piirre, ettd exp on sattuu olemaan ryhméhomomorfismi vekto-
riavaruuden G additiividelta ryhmélta ryhmélle G, ei arvattavastikaan
yleisty tdydentdmédn eksponenttifunktion méaritelméa ??7. Néin asia
onkin, tdmén esimerkkikuvauksen homomorfisuus on sattuma, joka liit-
tyy tutkittavan ryhmén yksiulotteisuuteen eiké ole tyypillinen edes seu-
raavassa madriteltdvélle klassiselle eksponenttikuvaukselle.

Definition 30.4. Klassinen eksponenttikuvaus on kuvaus

exp : Mywn — Mpyxn

=1 1 1
A Y AP =T+ A+ -AA+ - AAA+ -
p! 2 6

p=0
Sarjan itseinen suppeneminen euklidisessa avaruudessa M, , = R™*"
on helppo todeta joko kayttamalld funktionaalianalyysistéd tuttua mat-
riisinormia || Ay = {sup||Az| | [|z|| < 1} tai arvioimalla matriiseille
avaruuden R™*" euklidista normia kayttien havaintoja

| A|| < n® max |A;]
2,7
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ja
[AP];; < (n - max |A;])P.
27-]

Example 30.5. Olkoon G = SO,(R) tason R? kiertojen ryhmé, jonka
alkiot ovat matriisit

[cos § —sinf

sinf cos® } , VER.

Lokaaliksi parametrisoinniksi siledlle monistolle SO(R) voidaan va-

lita kuvaus ¢ : R — Myyo ~ R : 0 {COSQ —sinf

sinf  cosd ] . Erityisesti téssa

0 % 1, joten SO,(R):n tangenttiavaruus neutraalialkionsa 1 kohdalla
saadaan derivoimalla lokaali parametrisointi kohdassa 0. Derivaatta on
lineaarikuvaus

0 —1 0 —A
do%OIR—)R4NM2X21>\|—>>\'|:1 0‘|:|:/\ O:|’

joten tangenttiavaruus sos(R) on

Ty(SO»(R)) = dop(R) = { B ‘OA} I he R} ~R.

Koska SO3(R) on kommuttiivinen, Lien sulkeiksi tulee nolla. Klassi-
nen eksponenttikuvaus exp : so3(R) — My kuvaa matriisin A =

[?\ _O/\} € s0a(R) matriisiksi

) B N R R i)
S e M i 2 ) RS i
R S I L IR
= 1 4A -(1) _01- —1)1 13 (1) _01 +ia

=(1—;—7+...)1+(A—;—?+...)[? _011
—cosatesind {1 =[50 Y e soum)

Klassinen eksponenttikuvaus on siis ainakin téssd tapauksessa todel-
la kuvaus ryhmén SO2(R) Lien algebralta sos(R) itselleen ryhmélle
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SOy(R). Tietenkin se on myos siled ja kuvaa nolla-alkion 0 = [8 8]

ykkosmatriisiksi. Liséksi sen derivaatta nollassa on

0 —A\ 0 —A
P e

joten se tayttaa eksponenttikuvaukselle asettamamme ensimméiset vaa-
timukset.

Kuten edellisessé esimerkissd on nytkin ryhmé yksiulotteinen, mista
aiheutuu, ettd eksponenttifunktio kuvaa yhteenlaskun tuloksi. Vastaa-
vaa ei todellakaan tapahdu yleisessé tilanteessal

Definition 30.6. (Ei varmaan kuulu ihan tdhén paikkaan) Eksponent-
tikuvaukselle asetetaan mééritelméssa 77 asetettujen ehtojen (1) ja (2)
lisiéiksi vaatimus, ettd sen pitédé olla seuraavassa mielessé luonnollinen:

(3) Jos f : G — H on Lien ryhmien homomorfismi, niin kaavio

a L om
expT - Texp
R Y

kommutoi.

31. VEKTORIKENTAT MONISTOLLA

31.1. Tilannekatsaus / johdanto. Jokainen Lien ryhmien homo-
morfismi p : G — H, erityisesti esitys, maérittelee derivaattanaan Lien
algebroiden vilisen homomorfismin dop : G — G. Itse asiassa jokai-
nen Lien algebroiden vélinen homomorfismi, erityisesti jokainen Lien
algebroiden esitys, on jonkin Lien ryhmé&homomorfismin derivaatta.

Kun G on "konkreettinen” Lien ryhmaé eli ryhmén G L, (R) aliryhmé,
niin klassinen eksponenttikuvaus on kuvaus G — G, jajosT : G — G on
Lien algebroiden vélinen homomorfismi, niin on olemassa Lien ryhmien
homomorfismi p : G — H siten, ettd T' = dyp. Koska euklidinen ava-
ruus G on yhtenéinen, on tietenkin myos sen jatkuva kuva exp(G) C G
yhtenéinen ja sisdltyy siis sithen G:n yhtenéiseen komponenttiin, jossa
neutraalialkio on. Jos liséksi G' on yhtendinen ja yhdesti yhtenéinen,
niin klassinen eksponenttikuvaus maéérittelee 1-1-vastaavuuden Lien
ryhmén G ja sen Lien algebran G esitysten viilille.
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Yhdesti yhtendisia Lien ryhmié ovat mm. seuraavat:

(1) {M € GL,(R) | M on ylikolmiomatriisi ja sen kaikki diago-
naalialkiot ovat ykkosia. }.

(2) edellisen suljetut Lien aliryhmit

(3) minké& tahansa Lien ryhmén yhtendinen komponentti, joka sisaltas
neutraalialkion.

(4) mink& tahansa Lien ryhmén G universaali peiteryhmd. T&llA
tarkoitetaan seuraavaa: Jokaisella monistolla M on olemassa
yksikasitteinen wuniversaali peiteravaruus eli monisto P, jolta
on siled surjektio, peitekuvaus m : P — M siten, ettéd jokaisel-
la € M on ympéristé U, jonka alkukuva 71 (U) muodostuu
kokoelmasta U:n kanssa diffeomorfisia erillisé osia:

U= U U; T |U¢: U; — U on diffeomorfismi.
el

Lien ryhmé&n universaali peiteavaruus voidaan varustaa Lien
ryhmén rakenteella, jossa 7 on lisiksi homomorfismi'?.

On ilmeisté, ettd Lien ryhmélla ja sen universaalilla peite-
ryhmaélld on sama Lien algebra.

Esimerkiksi(R, +) on tietenkin yhdesti yhtenéinen Lien ryhméa
. cos A —sin A
jamr:R—U=SLy(R): A — sin A cos)
ja homomorfismi. Kummallakin néistd ryhmistd on sama Lien
algebra, ninittédin vektoriavaruus R varustettuna triviaaleilla eli
nollasulkeilla.

on peitekuvaus

Yhdesti yhtenéisiéd Lien ryhmié eivit ole esimerkiksi

(1) adrelliset ryhmét — paitsi tietenkin triviaali ryhmé,

(2) kiertoryhmé U = SLs(R),

(3) SL.(R),

(4) SL,(C)

(5) O,(R) ei ole yhtendinen (toisessa komponentissa det on 1, toi-
sessa -1.)

(6) Kun n > 3, niin myo6skdén yhtendinen ryhméa SO, (R) ei ole
yhdesti yhtenéinen. Sen peiteryhmé& on nimeltdin spinryhmd
ja peitekuvaus on siind mielesséd melkein injektio, ettéd jokaisen
pisteen alkukuvassa on 2 pistetté; peiteryhméssa on kaksi leh-
ted.

BN4inhin?
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Osoitamme seuraavassa, etté yleiselld Lien ryhmélla on olemassa esi-
tykset séilyttava eksponenttikuvaus G — G. Tamén méarittelemiseen
kéytdmme seuraavassa vektorikentan késitetta.

31.2. Vektorikentin klassinen mairitelmi. Tarkastelemme seu-
raavassa sileitd monistoja, joiden ei tarvitse olla Lien ryhmié.

Definition 31.1. Olkoon M C R" klassinen d-ulotteinen siled monisto
ja zg = Y(x) = Y(x1,...,24) € M, missd ¢ : B — X on lokaali
parametrisointi; B C R?. Moniston M tangenttiavaruus pisteessi o =
Y(x) on kuva-avaruus T, (M) = dp(R?).

Moniston M tangenttikimppu on erillinen yhdiste sen kaikista tan-
genttiavaruuksista:

TM = {(z,v) |z € M, v € T,M}.
Tangenttikimpulle méaéaritelladan projektiokuvaus
7:TM — M : (xz,v) — z,

jolloin kaikilla x € M on 7 *(z) = {x} x T,M ~ T, M. Niiti alkuku-
via, siis yksittdisid tangenttiavaruuksia, sanotaan myos tangenttikim-
pun T'M sdikeiks:.

Lisdksi tangenttikimppu varustetaan siledn 2d-ulotteisen moniston
rakenteella méaarittelemélla kartoiksi ns. lokaalit trivialisoinnit:

pr 7 (U) = p(U) x R
(2,0) = (p(x), duipv),

missi o : U — B C R? on moniston M karttakuvaus.

KUVA TULEE AIKANAAN

Kuva 999: tangenttikimpun lokaali trivialisointi
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Example 31.2. Ympyrén eli moniston M = S; tangenttikimppu on
sylinteri S; x R varustettuna tulomoniston rakenteella ja projektioku-
vauksella 7 : S} x R — S; : (z,u) — . Téllaista tulon M x R kanssa
isomorfista tangenttikimppua sanotaan triviaaliksi tangenttikimpuksi.
Huomaamme pian, ettd 2-ulotteisen pallon tangenttikimppu ei ole tri-
viaali, mutta jokaisen Lien ryhmén tangenttikimppu on.

Definition 31.3. Moniston M wvektorikenttd on siled kuvaus X : M —
TM,jollamoX =1IdyeliVee M: X(z) € {z} x T, M.

Example 31.4. Moniston M wvektorikentti on siled kuvaus X : M —
TM,jollamoX =IdyeliVee M: X(z) € {x} x T, M.

Proposition 31.5. ”Karvapallolause”* 2-ulotteisella pallolla eli
monistolla Sy = {x € R® | ||z]| = 1} jokaisella vektorikentdlld on
nollakohta.

Todistus. Todistus vaatii hieman topologian osaamista ja sivuutetaan
toistaiseksi ]

Corollary 31.6. Pallon Sy tangenttikimpulla T'Sy ei ole globaalia ke-
hysta eli sellaisia vektorikenttii Xq, Xo, ettd Xi(x), Xo(x) olisi tan-
genttiavaruuden TSy kanta jokaisessa pisteessd x € Ss.

Corollary 31.7. Pallon S5 tangenttikimpulla T'Ss ei ole globaalia tri-
vialisaatiota eli diffeomorfismia f : T'Sy — Sy x R2, jolla o f = fo.

Todistus. Harjoitustehtaviksi jad todeta, ettd moniston tangenttikim-

pulla on globaali kehys tasan silloin, kun se on globaalisti trivialisoitu-
va. U

On hyva huomata, ettd esimerkiksi ympyran S; tangenttikimppu eli
syllinteri on gobaalisti trivialisoituva, mutta monistolla S; ei ole yh-
destéd lehdestd muodostuvaa karttaa. Globaali trivialisointi ei siis tar-
koita samaa kuin yksilehtinen lokaali trivialisointi.

31.3. Lien ryhmin vaseninvariantit vektorikentét.

Definition 31.8. Lien ryhmén G vektorikenttd X on vaseninvariantts,
jos kaikilla g, h € G pétee, etté

youtubessa on elokuvia, joissa palloa koetetaan kammata. Hauskoja!
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missda m : G — G : h — gh on kertominen vasemmalta alkiolla g ja
dz(mg) : T, G — Ty, G on sen derivaatta.

Proposition 31.9. Olkoon v € T,G = G. Silloin
Xy; 9+ (g, dz(mg)v)

on vektorikenttd, vieldpd vaseninvariantti, kun m : G — G : h — gh
on kertominen vasemmalta alkiolla g ja d,(mgy) : TG — T;G on sen
derivaatta. Jos v # 0, niin vektorikenttd X, on nollakohdaton, erityi-
sesti siis ei nollakenttd, joten kuvaus v — X, on lineaarinen injektio,
itse asiassa bijektio T,G — {G :n vaseninvariantit vektorikentdt} .

Todistus. Kuvaus X, on vektorikenttd, silld se on sileiden kuvausten
yvhdistettynd kuvauksena siled kuvaus X : M — TM ja tietenkin
X(z) € {x} x T, M kaikilla z € M. Vaseninvariansssi johtuu suoraan
ketjusaannosta:

mg,: G ¢ L@
| | |

demyg

domg, : T.G ™ T,G “™ T,G

Bijektiivisyys ja lineaarisuus on helppo tarkastaa. U

Lauseen ?7 merkitys on siind, ettd se antaa mahdollisuuden samais-
taa neutraalialkion tangenttiavaruudessa olevan yksittédisen tangentti-
vektorin kokonaiseen vaseninvarianttiin vektorikenttdan. Tamé tapah-
tuu kuvauksella

z — (g +— demyx).

Vektorikentille on luonnollista mééritelld yhteenlasku ja luvulla ker-
tominen séikeittéin eli asettamalla (aX + 8Y)(z) = (x, av + fw), jos
X(x) = (z,v) ja Y(x) = (z,w). Ndin menetellen moniston M vektori-
kenttien joukko on vektoriavaruus ja erityisesti Lien ryhmén vaseninva-
rianttien vektorikenttien joukko on tangenttiavaruuden T.G (ja jokai-
sen muunkin tagngenttiavaruuden) kanssa isomorfinen vektoriavaruus.
Sille voidaan siirtda 7.G:n kanta, joten Lien ryhmalld on globaali ke-
hys. Luonnollisesti sille voidaan myos siirtdd 7.:n sulkeet, jolloin Lien
ryhmén vaseninvarianttien vektorikenttien joukko on tulkittu sen Lien
algebraksi. Osoittautuu, ettd tdmé tulkinta on siitd hyva, ettd myos
vektorikentilla on erdénlaiset Lien sulkeet ja Lien ryhmien tapauksessa
namé ovat samat kuin tangenttiavaruudessa méaarittelemamme.



GROUPS AND THEIR REPRESENTATIONS - FOURTH PILE 51
Huomattakoon vield, ettd kuvaus
g— (X — demyX)

on GG:n esitys omien vaseninvarienttien vektorikenttiensé avaruudessa,
jonka samaistimme Lien algebraan G.

Remark 31.10. Edellinen yleistyy: Jos Lien ryhmé G toimii diffeomor-
fismein jollain monistolla M, niin G toimii lineaarisesti eli G:ll& on
esitys M:n kaikkien vektorikenttien avaruudessa V K, surtdmdlli va-
semmoalta sdikeittdin eli néin:

Olkoon X : M — TM : x — (x,X(z)) vektorikenttd ja olkoon
g € G. Vektorikenttd g X on kuvaus

y = <y7 dfﬂmgX(x))u

missi ¢:114 on merkitty alkion g € G toimintaa M:ssi ja x = g~ y.

TASTA ALKAA UUSI

31.4. Eksponenttikuvauksen yleinen miiritelméa. Tavoitteena on
médritelld sellainen kuvaus exp yleisen Lien ryhmén Lien algebralta G
Lien ryhmélle G, etta

(1) 0—e
(2) dyexp = Idg : G — G =Ty(G)
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(3) kaikilla X € G rajoittuma exp‘R « on ryhméhomomorfismi RX ~
R — @G, toisin sanoen kaikilla A\, u € R ja X € G

exp((A + p)X) = exp(AX) - exp(pX).

Ehto (3) on tapana ilmaista sanomalla, ettd rajoittuma exp‘R X
on G:n yksiparametrinen aliryhmd.

Proposition 31.11. On olemassa tasan yksi ehdot (1)-(3) tdyttiva
kuvaus.

Todistus. Konstuktio on kaksivaiheinen:

(Vaihe 1) Tulkitaan Lien algebran G alkio X vaseninvariantiksi vek-
torikentéksi X monistolla G. Taméa on yll& tehty.

(Vaihe 2) Otetaan differentiaaliyhtéloiden teoriasta tieto, ettd nol-
lakohdattomalla vektorikentélla X on ”virtaus-" eli ”integraaliikdyra”
pisteen p € G ymparistossé ja médritelldaan exp X ldhtemélla neutraa-
lialkiosta ja ”seuraamalla virtausta aika 17. Télla tarkoitetaan seuraa-
vaa konstruktiota:

Sileéin moniston M vektorikentéan X wvirtaus- eli integraalikdyrd pis-
teen p € M ympéristossa U C M on siled kiyrd vx : | —¢€, ¢[— M, jolla
0—pja

dyx : R = T(M) o5 = (y(t), sX (v(1)),
erityisesti siis
" (rit—j X e Tw(t) "

Téllainen virtauskédyrd on aina olemassa ja yksikésitteinen riittdvan
pienelld vililla | — e, e[, mutta yleensi ei milla tahansa vélilla saati koko
R:ssd.'® Lien ryhmén vaseninvariantin vektorikentéin virtauskéyré voi-
daan kuitenkin jatkaa niin, ettéd se tulee mééritellyksi kaikille reaalilu-
vuille ja vieldpa on ryhmédhomomorfismi vx : R — G. Tama tapahtuu
"siirtdmalla sitd patka kerrallaan”. Ennenkuin teemme tdmén tarkasti
tarkastelemme, miten virtauksen vy avulla méaritelldan eksponentti-
kuvaus. Se tapahtuu néin:

exp:G — G: X — yx(1).

5Vastaesimerkin antaa vakiovektorikenttii avoimessa pallossa.
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Taméa kuvaus toteuttaa tietenkin eksponenttikuvauksen masritttelevit
ehdot (1) ...(3) ja on virtauksen yksikésitteisyyden nojalla ainoa ku-
vaus, joka tekee niin. Konstruktiosta on jiljelld endé edelld sivuutta-
mamme kohta, eli virtauksen jatkaminen véliltd | — €, €[ kaikkien reaa-
lilukujen joukkoon. Tehd&aén se:

Virtauksen yksikésitteisyydesté seuraa, ettd vx (s+1t) = vx(s)-vx(t)
pitee ainakin, kun [t| < § ja |s| < §, silld kiintedlld s molemmat puolet
ovat muuttujan ¢ funktioina saman vektorikentdn X virtauksia saman
pisteen vy (s) ympéristossd. Tarkastetaanpa tadmaé:

Merkitaan tutkittavia kéyrid hieman lyhemmin v = vy, «a(t) =
vx(s + 1) ja B(t) = vyx(s) - yx(t). Selvésti molemmilla on sama al-
kuarvo a(0) = B(0) = ~x(s). Lisiksi kumpikin on vektorikentan X
virtauskayré, silld virtauskéyrian maaritelméasta

dyy : R — Ty (M) :r = rX(y(t))
eli samasta lausuttuna pelkéan kantavektorin kuvan avulla:
dyy R — Ty (M) : 1— X(y(1))
saadaan kayrélle a:

da RS R D o

L dya(7) = X (305 + 1)) = X(a(t).
ja kiyrille 3 = m.(s) o 7:

dt d t (m'y s )
A3 R 5 Ty (G) =" T (G)

L= X(7(1)) = dyo(mae) (X (1())) "2 X (1(s) - 7(8) = X (B(8)).

Maéritelldéin kaikilla r €] — 2¢, 2¢[

x(r) = x (5 +3) = x(5) - x(5):
Olemme edelld varmistaneet, ettd tamé maaritelmé ei ole ristiriidassa
aikaisemman kanssa. Lisdksi on ilmeistd (HT pitéisi olla) , ettd néin
jatkettunakin kayrd vx on vektorikentdn X virtauskdyrad samalla al-

kuarvolla. Menettely voidaan toistaa ja néin jatkaa vy virtauskayraksi
kaikille véleille | — 2"¢, 2"¢[ eli koko joukkoon R.

l



