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1. ISOMORFISMILAUSEISTA

Normaalia aliryhm#éd merkitddn N < G (toisissa teksteissé vain N < Q).

Peruslause. Homomorfismin ¢ : G — H ydin on normaali aliryhmi ja kuvaus
©(g) — [g9] = gH on isomorfismi

p(G) — G/kery

Erikoistapaus/sovellus: Lineaarikuvauksen kuvan ja ytimen dimensioiden summa on
lahtoavaruuden dimensio.

Toinen isomorfismilause. Olkoot B ryhmén G aliryhmé ja A < B, jolloin A on
G:n aliryhmé. (Ei muuten vélttdméatta normaali aliryhmé, vaikka B olisi normaali

G:ssi.) Silloin AB = {ab | a € A,be B} on G aliryhmd, B<AB, ANB <A ja
AB , A
B ANB
(Oletusta A < B voi vahén lieventdd: riittdd olettaa, ettd A on G:n aliryhmi ja
A C Ng(B).)

1. Téydenné toisen isomorfialauseen todistusta naytamalld, ettéd jos A ja B ovat G:n
aliryhmié, niin AB = {ab ‘ a € A,b € B} on aliryhmé aina ja vain, kun AB = BA.

Kolmas isomorfismilause. Olkoot H J G ja K < Gfsiten, ettd H on K:n aliryhmé.
Silloin K/H on G/H:n normaali aliryhmé ja
G/H

KH ~ G/K.

2. Taydennd kolmannen isomorfialauseen todistusta naytamaélla, ettéd lauseen oletuk-
sin K/H on G/H:m normaali aliryhmaé.

Neljis isomorfismilause. Olkoon N < G. Silloin on olemassa bijektio
¥ :{AC G| Aonaliryhmi ja N C A} — {G/Nm aliryhmit }

jolla on seuraavat ominaisuudet: ( A ja B € {A C G | A on aliryhmé ja N C A} )
(1) AC B < ¢(A) C¥(B)
(2) Jos A C B, niin #{bA | b€ B} = #{by(A) | b € ¥(B)}
(3) (< AUB >) =< ¢(A)Uy(B) >
(4) P(AN B) = ¢(A) N(B)
(5) A< B = v(A) 2 b(B)

3. Todista néista jokin kohta.
KAANNA



LUOKKAYHALOSTA
Luokkayhtilo.
#G =#76 + > #0O0, = #Zc + > il
G . a G . #Ga
Oq on rata ja a¢Zg O, on rata ja a¢Zg

4. Todista luokkayhtélon avulla, etté jos #G = p® jollekin alkuluvulle p, niin G: n
keskukseen Z kuuluu muitakin alkioita kuin neutraalialkio.

5. Todista samaan tapaan, etté jos #G = p? jollekin alkuluvulle p, niin G' on kom-
mutatiivinen eli abelin ryhmé. (Onko tadmé ilmeistd jotenkin muutenkin? Minusta
ei.)

6. Mé&arad kaikki konjugointiluokat ja niiden koot ryhméssd a) Sy b) Ay.
7. (Jatkoa)/quad c) Zy x S5 d) S5 x Ss.
TOIMINNAT PERMUTAATIOINA

Viime kerralla ehdittiin kisitelld vield tamé. Symmetrinen ryhmé Sy = {bijektiot
A — A} toimii madritelménsd mukaisesti joukossa A, erityisesti .S, joukossa {1,...,n}.
Madraa symmetrisen ryhmén .S, toiminnan ydin ja radat seké pisteiden stabilisaa-
torit ja niiden indeksit. Onko toiminta uskollinen? Enté transitiivinen?
Huom. Symmetrisen ryhmén S(A) aliryhm&d sanotaan toisinaan transitiiviseksi
aliryhmdksi, jos se toimii transitiivisesti joukossa A.

8. Olkoon o € S, ja G =< ¢ > sen virittdma (syklinen) aliryhmé (ts. G = {o
k € Z}. Yleisestikin, jos jokin ryhmé toimii jossain joukossa A, niin tietenkin myds
jokainen sen aliryhmé toimii A:ssa. Erityisesti siis nyt tarkasteltava < ¢ > toimii
joukossa A = {1,...,n}.

Periytyyko S,,:n toiminnan transitiivisuus? Méérda esimerkiksi aliryhmén < (345) >C
Sg. radat - tai ainakin yksi rata.

‘|

9. (jatkoa) Olkoon O C A jokin < ¢ >:n toiminnan radoista joukossa A = {1,...,n}
ja olkoon a € Q. "Térkeédn pienen lauseen”(ed kerran tehtdva = prop. 2 sivu 114)
todistuksen mukaan kuvaus O = G, — {vas. Gg-sivuluokat} : o*a — o*G, on
bijektio.

Koska G =< o > on syklinen ja siis abelin ryhmé, niin stabilisaattori G, on sen
normaali aliryhma.

Osoita, ettd tekijiryhmé G/G, on syklinen ja kertalukua (alkioiden lukumééra)

d =min{m € N | ™ € G,} (joka on #érellinen, sills viimeistdén c#“ =1 € G,.)
Seuraus: d = #(G/G,) ™ Zause #0, eli radalla O on d alkiota, joten
O ={a,0a,0%a,...,0%a}

ja — kun radan alkiot nimetdén ndin — alkuperéinen syklisen ryhmén alkio o toimii
(kullakin)radallaan O kuten syklinen permutaatio.

Néin on tullut todistetuksi, ettd symmetrisen ryhmén alkiot voi kirjoittaa tunne-
tulla tavalla syklihajoitelmina. Syklit ovat toiminnan radat.



