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JYVASKYLAN YLIOPISTO TILASTOTIETEEN LAITOS

ESITYSTEORIA Harjoitus 11 / 2009
D 355 maanantai 14.8.12 klo. 8-11.

Koska ensi tiistaina on monella este (kokeita), paétettiin rastiin jadnyt luento pitda
maanantaina kello 12-14. Demot 11 pidetidin samana aamuna klo 9-11.
Koska tiistai ei tule kysymykseen, pidetdédn viimeine opetustilaisuus ~demot 12 —
keskiviikkona 16.12. klo 9-11.

Tentti pidettéisin sitten keskiviikkona 17.12 ja uusinta kevatlukukauden alussa.
Suosittelen tuloa jo ensimmaéiseen tenttiin, niin padsee sitten vapaana Joulun viettoon.

INDUSOIDUISTA ESITYKSISTA (KS LIITE)
. Todista, ettéd esimerkki 1 sivulla 17 on oikein.
. Todista, ettd esimerkki 2 sivulla 17 on oikein.

. Todista, ettéd esimerkki 3 sivulla 17 on oikein.
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4. Todista, ettd esimerkki 4 sivulla 17 on oikein.
5. Todista, ettd esimerkki 5 sivulla 17 on oikein.
6

. Ratkaise yksi Serren tehtdvistd 3.4 — 3.6 sivulla 31. (En heti keksinyt ratkaisua
ensimmadiseen enké ole ehtinyt miettid muita. Mutta idean kun keksii, niin ei liene
vaikea. Kirjallisuudesta tai verkosta on apua?)

ABELIN RYHMISTA

7. Ratkaise yksi Serren tehtévistd 3.1 — 3.3 sivulla 26.

RASTISSA

8. Omnko olemassa (aliavaruuksien inkluusion mielessi, tottakai) suppein annetun vek-
torin siséltdva redusoitumaton esitys?

En ole vield koettanut miettid tatd, mutta sen muistamme, ettd jos W on redusoi-
tumaton (tulkitse merkinté oikein!), V' invariantti ja W NV £ . | niin W C V.

Seuraavat kysymykset asetin jo kierroksella 9, mutta vasta 8.12 ehdittiin sanoa
jotain.

Serren tehtdvi 2.9) sivulla 24: Kisiteltiin 8.12.: Olkoon p : G — GL(V)
redusoituva isomorfisten redusoitumattomien esitysten py : G — GL(W) suoraksi
summaksi: V = W; @ - -+ @ W, missi siis kaikki rajoittumat p; : G — GL(W;) ovat
isomorfisia keskenéén ja py : G — GL(W):n kanssa. Témé tarkoittaa mm sité, etta
kaikilla s € G, i = 1...m ja x € W, patee p;sxr = pxr € W; C V, misséd on lopuksi
samaistettu W; =0®--- W, &---a0CW1---aW,,=V.

Prop 8 mukaan kirjassa mééritellyilld kuvauksilla pog: V =V (o, =1...n =
dim W = dim V/m) on mm seuraavat ominaisuudet:

(1) On olemassa kesken#dén isomorfiset aliavaruudet U, C V siten, ettd V =
Uy @ - @ Uy, ja pas kuvaa Ugm isomorfisesti Uy :lle ja muut U, :t nollaksi.



(2) Kuvaukset p,g : Ug — Ua toteuttavat : py, © pag = Dya.

(3) Kun =z € Uy, niin (p11x, po1, ..., pp1x) on kanta redusoitumattomalle WW:n
kanssa isomorfiselle esitykselle < p11x, po1z, . .., ppix > . (Tulkitse taas oikein!)
Merkitéén sita W (x).

Erityisesti, jos (azgl), o ,x&m)) on Uy:n kanta (mv!), niin sen kuvina saadaan
kannat < pazi, ... pazl™ >c W(z{"), joissa kaikissa (t=1...n) esityk-
selld p on sama matriisi (kuin se, jonka avulla kuvaukset p,s on médritelty
kirjassa).

Téssd mielessia Wiiksi voi ajatella valitun (tai nyt valita) juuri avaruuden
W(xgl)). Nain merkitsemmekin tésta pitden. Koska syntyneet redusoitumatto-
mat esitykset ovat isomorfisia (WW:n kanssa) voimme sotkuitta merkiti nii-
den kantavekoreita samoilla symboleilla ¢, = palxy) kaikissa W,.

(4) U, N W(xgl)) =< palxgz) >, siis yksiulotteinen. Vektorit palxgl) muodostavat
koko nm-ulotteisen avaruuden V kannan (i =1...mjaa=1...n).

(5) Kun redusoitumattonam esityksen matriisi (r,3)(s) on annettu kaikilla s € G,
niin U;:n kannan (2", ..., 2\™) valinta siis ratkaisee, miten V (oikeastaan p)
on jaettu W:n (oikeastaan py:n) kanssa isomorfisiksi osiksi.

Tehtdva: Médritellisn H = {h: W — V | hop, = p,oh Vs € G}. Olkoon
a € {1,...,n}. Osoita, ettd kuvaus ®, : H — V : h — h(e,) on lineaari-isomorfismi.
Vihje : Valitse H:lle edullinen kanta (demo 9!) ja katso sen kuvaa.

9. Serren tehtédvd 2.10) sivulla 24 (jatkoa, perustapaus) Olkoon z € V = @;", W; ja
olkoon V' (x) suppein annetun vektorin x siséltiavi esitys.
Valitaan kaikilla a = 1,...,m:

y? = P1a, jOHOiIl yf‘ e U;.

Osoita, etta

V(z) = WD),
a=1
10. (jatkoa) Osoita, ettd V(z) on suora summa enintédén n = dim V/dim W kappa-
leesta WW:n kopioita.
11. (jatkoa) Miksi "enintdan”?

12. Kierroksen 8 tehtévi 3) jii sekin edelleen vield hieman vastausta vaille.



1. INDUSOIDUISTA ESITYKSISTA (LIITE)

Muista aluksi, ettéd aliryvhmédn H C G vasemmat sivuluokat ovat (keskendén yhté
mahtavat erilliset) joukot sH, missd s € G. Erityisesti H = 1H on vasen sivuluokka.
Kaikkien vas. sivuluokkien yhdiste on G, joten ne muodostavat G:n osituksen ja siis
#G = #H x (G : H), missd on merkitty (G : H) = #{sivuluokat}. Lukuméairia
(G : H) sanotaaan H:n indeksiksi (G:ssd. Vasempien sivuluokkien joukkoa merki-
taan seuraavassa G/H, ja sehdn on tunnetusti (tekijd)ryhmé, jos H sattuu olemaan
normaali aliryhma.

Ositusominaisuus sanoo, ettd g € ¢H <= ¢’ € gH, silla tietenkin g € gH.

Seuraavassa kiytetddn (tilapdistd) merkintdd R = {ry,...,r,} joukosta, jossa on
tasan yksi r; kustakin (eri) sivuluokasta. Téllaista joukkoa R voi sanoa vaikka sivu-
luokkien edustajistoksi. Selvisti G = RH siten, ettd kullakin s € G esitys s = rh,
r € R,h € H on 1-késiteinen.

Maaritelméa. Olkoon

p:G— GL(V) esitys ja

PH =P {H sen rajoittuma aliryhmain H C G.

Olkoon edelleen W C V' py-invariantti eli aliesitys. Yleensa télloin tietenkin sW #
W, kun s € G\ H. Itse asiassa sW = s'W tasan silloin, kun s’ € sW silla W = s'W
tasan silloin, kun s’ € W. Tdméi antaa aiheen seuraavaan:

Merkinnit:  Sekd W, etd W, tarkoittavat aliavaruutta p,W, kun on merkitty
o = sH. Kuvaus o — W, on injektio, ts. kuhunkin sivuluokkaan liittyy eri aliavaruus.

Aliavaruudet W, eivit tietenkddn yleensd yhdessd viritd koko V:té eivétkéd ole
lineaarisesti riippumattomia. Jos ne kuitenkin yhdessé virittavét koko V:n ja lisdksi
todella ovat lineaarisesti riippumattomia, eli jos sattuu olemaan

V=> W,=Ww,,

06% 06%
niin silloin alkuperéinen esitys on rajoittumansa aliesityksen py : H — GL(W) in-
dusoima.
Huom: Vaikka > __ ] W, ei olisikaan koko V', niin se on joka tapauksessa G-

invariantti eli aliesitys. Jos erityisesti p on redusoitumaton, niin siis ZUE a W, on
H

sittenkin koko V' (tai joskus {0}. )
Maéaritelméa on sikali jarkeva, etté tdssa tilanteessa:
psT = pust, kun s € H jax € W.
Pe® = prst = pr(psz), kun g =rs,(re Rjase H) jax € W.
ps » Wy — Wy on tietenkin lineaari-isomorfismi.
Huom: Seuraavat ovat yhtépitavia

(1) Jokainen x € V' on 1-késitteisesti muotoa x = @UE% Ty, missad xo € W,.
(2) V=D, cp W, Erityisesti dimV =3 _,dim W, = (G : H) dim V.
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