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D380 7?77 tiistaisin 8-10.

1. Olkoon K kunta ja K* = {g € K } g # 0} sen multiplikatiivinen ryhmé. Osoita,
ettd kuvaus ¢ : K* — F(K,K) : (¢(g9))(z) = gx on ryhméan K* toiminta joukossa K.
)

2. Onko kuvaus ¢ : Z — F(Z,Z) : (¢(9))(z) = g + x ryhmén (Z,+) toiminta
joukossa Z7

3. Onko kuvaus ¢ : R — F(R* R?) : (p(9))(x,y) = (z + gy,y) ryhmin (R,+)

toiminta joukossa R??

4. Toimikoon ryhmé G joukossa J ja olkoon a € J. Osoita, ettd seuraavat ovat G:n
aliryhmié:

a) {g € G| gr =2 kaikilla z € J}

b) {g € G | ga = a}.

Jalkimméinen on nimeltdén a:n stabilisaattori (suomentakaapal!). Entd mikd on
a)-kohdan aliryhmé& nimeltddn? Entd mika se on, jos toiminta on uskollinen?

5. Mitka tehtavien 1)-3) toiminnoista ovat uskollisia?

6. Olkoon A epityhji joukko, k € {1,2,...,#A} ja J, = {B C A | #B = k}.
Osoita, ettd o({a;,...ar}) = (o(a1),...,0(ax)} on symmetrisen ryhmén Sy toiminta
joukossa Ji. Milla k:n arvoilla toiminta on uskollinen?

Néyta eksplisiittisesti, miten Sy alkio (12) vaikuttaa joukon {1,2,3,4} kuuteen
2-alkioiseen osajoukkoon. Entd miten alkio (1,2,3) vaikuttaa niihin?

7. Miten edellisessé tehtéavissa kdy, jos osajoukot korvataan jérjestetyilld jonoilla ja
siis Ji(!!!) joukolla A*?

8. Nelion symmetriaryhmé eli sen isometristen isomorfismien ryhmé on nimeltédan
dihedraalinen ryhmd Dg. Tulkitse sen kaikki 8 alkiota kulmien 1, 2, 3 ja 4 permutaa-
tioiksi ja kirjoita ne nékyviin syklihajoitelmina, siis esimerkiksi kuvaus 1 +— 3, 2 —
2,34, 4+ 1} muotoon (1,3,4).

9. 2n-kulmion symmetriaryhmé, dihedraalinen ryhmd D, toimii luonnollisella taval-
la joukossa, jonka alkioina ovat vastakkaisten kulmien parit. Maaraa tamén toiminnan
ydin.

10. Olkoon G ryhmi ja p(g)a = ag kaikilla a,g € G. Osoita, ettd ¢ ei ole (1) G:n
toiminta ellei Gole kommutatiivinen. Entd milli ehdolla p(g)a = ag™' méirittelee
ryhmén G toiminnan joukossa G?

11. Olkoon G ryhmi ja p(g)a = gag™! kaikilla a,g € G. Osoita, etti ¢ on G:n
toiminta G:ll4. Tata toimintaa sanotaan konjugoinniksi.

Osoita edelleen, etté kiinteélld alkiolla g € G konjugointi ¢(g) on ryhméisomorfismi
G — G eli ryhmén G automorfismi. Nayta taméan avulla, etta

a) G alkioilla a ja gag™! on sama kertaluku.

b) V A C G on #(A) = #9gAg~", missé on merkitty gAg~"' = {gag™ | a € A}.
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12. Toimikoon ryhmé H joukossa A. Osoita, ettd joukon A relaatioa ~ b <= a =
hb jollekin h € H on ekvivalenssi. Vastaavat ekvivalenssiluokat ovat toiminnan radat.
Radat muodostavat siis A:n osituksen.

13. (jatkoa) Olkoon H C G #érellisen ryhmén aliryhmé ja toimikoon se G:ssé kerto-
laskuna vasemmalta. Olkoon O alkion x € GG rata. Osoita, ettd kuvaus
H—O:hw— hx

on bijektio, joten kaikki radat ovat yhtd mahtavia (kuin H). Todista tdmén avulla
Lagrangen lause, jonka mukaan #G on jaollinen # H:lla.

14. Osoita, ettd kuution symmetriaryhmai eli sen isometristen isomorfis-
mien ryhmé on ryhméné isomorfinen S;:n kanssa. Entd oktaedrin?

15. (jatkoa) Kuution symmetriarymé toimii myos vastakkaisten kérkien parien jou-
kossa, mutta tdmé toiminta eii ole uskollinen. Miksi?



