MATEMAATTINEN ONGELMANRATKAISU 2005

JYVASKYLAN YLIOPISTO, MATEMATIIKAN JA TILASTOTIETEEN LAITOS,
KOONNUT PENTTI SUOMELA JA PAIVITTANYT LAURI KAHANPAA

0. Kurssitiedot

0.1 Esitiedot. Matematiikan approbatur. My6s matematiikan cl-kurssit, etenkin
geometria, disreetti matematiikka ja todennidkoisyyslaskenta ovat hyodyksi.

0.2 Suositukset. Sopii valinnaiseksi matematiikan cum-laudeen erityisesti opet-
tajiksi aikoville.

0.3 Opetus. Luennot 24 h ; 4 h/vko: tiistaisin ja torstaisin klo. 14-16 MaD 259.
Harjoitukset 12 h ; 2 h/vko: keskiviikkoisin klo 8-10 ja toinen ryhmé klo 16-18.
Pakollisuus ja pisteet: ks. “Suoritus”

0.4 Alustavaa sisdltod. (Luvut viittaavat lukuihin. Lihdeluettelo on viimeiselld

sivulla. ).
tations)

10.

11.

NSOk LN

(H= How to Solve It, D= Mathematical Discovery, P= Proofs and Refu-

Ongelmanratkaisun esittelyé

Harppi- ja viivoitingeometrian pikakurssi

Polyan taktiikka

Kahden uran menetelmé

Algebra heuristisena keinona Cartesiuksen mukaan (D, 2)
Rekursio ja induktio (D, 3)

Kombinointi, lineaariset menetelmiit (D, 4)
Todistustekniikka, todistusten lukeminen ja laatiminen (D,
2, P)

Heuristiikka ja matematiikan edistyminen, yleisen menetel-
mén etsintd (D, 5-6)

Keksimisen ja oppimisen psykologiaa, suurten matamaatikoi-
den opetuksia (D, 10-13)

Kertaus, ongelmien ratkaisemisen opettaminen, (D, 14)

0.5 Suoritus. On kaksi vaihtoehtoas:

i) pelkki loppukoe
ii) osallistuminen harjoituksiin ja luentoihin (3 poissaoloa sallitaan) ja es-
see/kotitentti.

Typeset by AMS-TEX
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1 Ongelmanratkaisun esittelyi
1.1 Esimerkkiongelmia.

EsiM. 1.1 YMPYRAN PINTA-ALAN JA KEHAN YHTEYS. S#ddnnollisessé monikul-
miossa A= 1/2 apoteema X perimetri.

Kulmia liséittdessd apoteema — séde ja perimetri — kehéd. Ympyrén ala on siis
varmaankin 1/2 siide x keh.

apoteema = a =AM
sivu =s, perimetri=ns (tdssa n=6)
A=1/2 a x perimetri

Kuva 1: YMPYRAN ALAN JA KEHAN YHTEYS.
Tuloksen tulkinta: Kehilld ja alalla ”sama vakio” .

EsiMm. 1.2 A. KOLMANNEN ASTEEN YHTALON RATKAISUN OLEMASSAOLO.

Kolmannen asteen yhtilolld on ainakin yksi ratkaisu, koska kolmannen asteen
polynomi 22 + ax? + bx + ¢ saa tarpeeksi suurella 2 positiivisen arvon ja tarpeeksi
pienellé (siis itseisarvoltaan suurella, mutta negatiivisella) x negatiivisen arvon ja
koska sen kuvaaja on jatkuva funktio.

EsiM. 1.2B. ANALYYSIN PERUSLAUSE. Luennolla esitettiin edellisen yleistyk-
send kompleksianalyyttinen todistus, joka perustuu kierroslukuun.

EsiM. 1.3. INTEGRAALIN MUUTTUJANVAIHTO. (Ei esitetty vuonna 2005.)

/ Fly) dy —= / f(g(2))g'(z) dz, missi y = g(z)

Témén kaavan perustelu tulee siité, ettd "kiyréd yhtyy tangenttiinsa lyhyilld etéi-
syyksilla”

?
dy=dg(x) = g'(x) dx {

/

KuvaA 2: INTEGRAALIN MUUTTUJANVAIHTO.
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A(g(x) = D 4 — g'(2) da

Téamé& merkintédtapa oli joskus maailmassa siséllyksellinen kaava: tangentin kulma-
kerroin on ”#édrettomén pienten erotusten eli differenssien suhde”.

1.2 Heuristitkka eli ongelmanratkaisu.

Talla kurssilla heuristiskka on matemaattisten ongelmien ratkaisutaito, siihen
tarvittavien keinojen ja menetelmien tuntemus. Kéytinnon puheessa toisalta heu-
ristinen usein tarkoittaa samaa kuin epdtdsmaéllinen, ainakin matemaattisesa mie-
lessd. Heuristisessa pédittelyssi ei (vield) esitéd tdsmaéllistd todistusta. Sanan ”heu-
ristiikka” sukulaisia:

coproko = (heurisko) = keksid, 1oytid
eopto = (heuris) = hyvénenéinen, tarkkavainuinen

coptka = (heureka) = olen keksinyt

Heureetikko on ratkaisun 16ytdji. Heureema on heuristinen ratkaisu, ratkaisu syn-
tymistilassa.

formalismi

heuristiikka
e heureema ————— teoreema

probleema

Heuristiikkaan on matematiikan historian aikana kiinnitetty huomiota vaihte-
levassa méirin. EUKLEIDEEN synteettinen esitystapa, jossa aksioomista ldhtien
jarjestelmillisesti edetdén kohti uusia tuloksia, kiitkee kokonaan, miten todistuk-
set on keksitty, eli esityonéd tehdyn ongelmien analyysin. Heureetikot kapinoivat
tiatd vastaan. ARKHIMEDEEN klassiset julkaisut eivit sisdlld mitédin vihjeitd siité,
miten tulokset onkeksiitty, muttaa (vuonna 1906 loytyneessi!) teoksessaan "Me-
netelmé’ hén delittdd asian ja erottaa toisistaan heuristiikan ja demonstratiivisen
tieteen. My6s NEWTON tekee tdmén eron. Kepler puolestan kertoo julkaisuissaan
kaikista tyonsd vélivaiheista. Tiedefilosofi LAkATOS (Kurssikirja!) pohtii deduk-
tiivisen tyylin ja formaalin, jopa formalistisen matematiikan olemusta heuristiselta
kannalta vuorottelemalla mielenkiintoisella tavalla todistuksia ja vastaesimerkkej.
Syntyyko heureemasta lopultakaan teoreemaa? Onko matematiikka lopulta sitten-
kidin formaalia? Onko tilanne muuttunut Lakatosin ajoista tietokoneiden yleis-
tyessi? (Pohdittavaa: Miké yleensiikin on koneiden ja heuristiikan yhteys).

Onko ongelmanratkaisuun olemassa yleispétevid sédintoja? Onko edes joidenkin
ongelmatyyppien ratkaisemiseen olemassa varmoja keinoja? Onko ongelmanrat-
kaisu yleisesti prosessina ulospéédsyn etsintdd pulmatilanteessa, siis periaatteessa
samanlaista kuin selviytyminen labyrintista?
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—

Kuva 3: LABYRINTTI

Ainakin yhdelld viivalla piirretystd labyrintista pédsee varmasti ulos: kési sei-
nidn ja kiveleméin!

Enté yleensd? Vuorenvarmoja keinoja on ainakin etsitty kauan: Suuren Taidon
etsintd on viehéttinyt ihmisié, etenkin filosofeja ja matemaatikoita. Erityisesti
vuorenvarmaa keinoa etsivit DESCARTES, LEIBNITZ ja BOLZANO:

(1) Descartes: S#innot, metodin esitys (Ks. esim Klinen mat. historia, sivut
304-316) /it Kartesiolainen menetelm4 esitelldén télld kurssilla myshemmin.
(2) Leibnitz: Universaalin logiikan kolme osaa ovat Leibnitzin mukaan:
e symbolinen Kkieli
e logiikka
e ideoiden yhdistéminen.
(3) Bolzano: "Wissenschaftslehre’ (1837) Téhén palataan lopuksi.

Meité kiinnostaa ensisijaisesti hieman vaatimattomampi tavoite, kdytinnon oh-
jeet ongelmanratkaisuun. Hyvid ajatuksia téstd on esittényt unkarilainen mate-
maatikko GEORGE PoLyA. Myshemmiit kirjoitukset kommentoivat usein Polyaa,
joka on hyvi tuntea siitéikin syystéd. Polya esittdd yleisen strategian ja taktiikan, jo-
hon kuuluvat mm. erindiset keksimisen apukeinot kuten vertaaminen aikaisempiin
vastaavanlaisiin ongelmiin, joko yleisen tai ongelmakohtaisen menetelmén etsinté,
ratkaisuprosessin suunnittelu ja tyon edistymisen suunnittelu ja seuranta seké rat-
kaisun saavuttamisen jilkeiset toimet. Polyan tavoitteena on:

- ratkaisutaidon edistdminen
- ratkaisutaidon opettamisen edistdminen
- minimitavoite: joidenkin muidenkin ongelmaratkaisukeinojen kuin sattu-
manvaraisen kokeilun tunteminen
- yleistavoite: metodisuus ongelmien ratkaisussa ja joukko keinoja, jotka kiy-
vit kaikkien jéarkeen
- ideaalitavoite: matemaattisen tiedonhalun lisdédminen ja matemaattisen tai-
don (know-how) liséiiminen. Tité taitoa on kyky
e ratkaista ongelmia
e keksié todistuksia
e kritisoida perusteluja ja tuloksia
e soveltaa tuloksia/keksint6jd uusiin ongelmiin
e Lkiyttdd matemaattista kieltd
e tunnistaa matemaattisia kisitteitd ja rakenteita kiytinnossi
e soveltaa matematiikkaa kidytdntoon
o vilittdd osaamistaan toisille



2. HARPPI- JA VIIVOITINGEOMETRIAN PIKAKURSSI 5

2. Harppi- ja viivoitingeometrian pikakurssi

Seuraavassa esitetéddn joitakin alkeisgeomterian perustietoja, joita tarvitaan si-
sdltond eli materiaalina useissa tdmén kurssin esimerkkiprobleemoissa. Muita esi-
merkkejid tulee lukiossa paremmin kisitellyiltd matematiikan aloilta kuten toden-
nikoisyyslaskennasta.

2.1 Konstruktiosddnnét.

Vitvaimella saa piirtdd kahden pisteen kautta suoran. Harpilla saa piirtdé
ympyrin, kun on annettuna keskipiste ja kehipiste tai siide. Sdde on jonkin
janan pituus eli pisteparin etéisyys toisistaan. Pisteet saadaan joko aluksi annet-
tuina tai kahden uran eli suoran tai ympyréin leikkauspisteind. Pisteiden jdrjestys
suoralla eli vilissdolo oletetaan itsestddnselviksi kisitteeksi.

2.2 Konstruktioita ja teoreemoja.

TEHTAVA 2.1: KAHDEN ERI JANAN PITUUDEN VERTAAMINEN.

Jos A-keskinen BC-siteinen ympyré leikkaa janaa AB, niin AB on pitempi kuin
CD. Tamén idean avulla voi todeta myos, milloin janat ovat yhté pitkit ja sitten
konstruoida tasasivuisen kolmion tunnetulla tavalla kahdella harpinpyoraytyksella.

KuvA 4: PITUUKSIEN VERTAAMINEN JA TASASIVUINEN KOLMIO.

TEHTAVA 2.2: KULMAN TAI KAAREN SIIRTAMINEN ALKAVAKSI ANNETULTA JA-
NALTA.

Kulmat ovat yhtéd suuret, kun ne leikkaavat yhtédsuurista ympyroistd yhta pitkit
janteet.

KuvA 5: KULMAN SIIRTAMINEN UUTEEN KARKEEN JA KYLKEEN.

Edelliseen konstruktioon perustuu kulmien vertailu, mittaaminen ja erityisesti
kulman puolittaminen:
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TEHTAVA 2.3: KULMAN PUOLITTAMINEN.

Tunnettu konstruktio.
Seuraus: Puolittamalla otkokulma eli 180 astetta saadaan suora kulma ja siis
normaali annetulle suoralle.

TEHTAVA 2.4: JANAN PUOLITTAMINEN JA KESKINORMAALL.

KuvA 6: JANAN AB KESKINORMAALIN KONSTRUKTIO.

LAUSE 2.5: RISTIKULMAT OVAT YHTA SUURET JA VIERUSKULMIEN SUMMA ON
180 ASTETTA.

Lisdksi vieruskulmien puolittajat ovat toistensa normaalit. Todista! (Nainkin
voi siis konstruoida suoran kulman.)

KuvA 7: RISTIKULMIEN PUOLITTAJAT.

TEHTAVA 2.6: PISTEEN P KAUTTA ON PIIRRETTAVA NORMAALI ANNETULLE
SUORALLE S.

Piirra tarpeeksi suuri P-keskinen ympyri. Se leikkaa suoraa s kahdessa pisteessé.
Naiden keskinormaali kelpaa.

TEHTAVA 2.7: (TARKEA) PISTEEN P KAUTTA ON PIIRRETTAVA yhdensuuntai-
nen ANNETULLE SUORALLE s. Piirrd normaali kuten tehtévissd 6. Piirrd sitten
normaali sillekin pisteeseen P. Se kelpaa. (Onko muita? Ei, mutta se ei ole itses-
tédnselvdd. Vai onko?)

LAUSE 2.8: (EUKLEIDEEN HARPPU). Kuvion tilanteessa vuorokulmat ovat yhté
suuret, o = 3, ja parvi yhdensuuntaisia jakaa kummankin niitd leikkaavan suoran

samassa suhteessa, a : b=c: d.
1/
d

A

a %
/

KuvA 8: EUKLEIDEEN HARPPU.
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TEHTAVA 2.9: JAA EUKLEIDEEN HARPUN AVULLA ANNETTU JANA ANNETUSSA
SUHTEESSA, ESIMERKIKSI KOLMEEN YHTA SUUREEN OSAAN. (Kulman kolmiajako
harpilla ja viivaimella on muuten yleensi mahdotonta.)

LAUSE 2.10: KAHDEN SUORAN NORMAALIT LEIKKAAVAT TOISENSA SAMASSA
KULMASSA KUIN ALKUPERAISET SUORAT.

KuvA 9: NORMAALIEN KULMA.

LAUSE 2.11: KOLMION KULMIEN SUMMA ON 180 ASTETTA. Miksi?

Kuva 10: KOLMION KULMASUMMA.

LAUSE 2.12: n-KULMION KULMIEN SUMMA ON (n —2) x 180 ASTETTA. Miksi?
Esitetédn kaksi eri perustelua, joista toinen perustuu edelliseen lauseeseen, toinen
ulkokulmiin, joiden summa selviisti on 360 astetta!

YR/

Kuva 11: KAKSI TAPAA LASKEA n-KULMION KULMASUMMA.

LAUSEET 2.13: MUITA TUNNETTUJA LAUSEITA.

Kolmio on tasakylkinen, kun silld on kaksi yhtd suurta kulmaa.

Ympyrin tangentti on vastaavan sidteen normaali.

Ympyrian sekantti kulkee kokonaan ympyrin sisdpuolella.

Samaa kaarta vastaavat kehdkulmat ovat yhtédsuuret, erityisesti puoliympyriin

liittyy suora kulma.
A
B C

Kuva 12: KEHAKULMAT.
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TEHTAVA 2.14: PIIRRA YMPYRAN ULKOPUOLISESTA PISTEESTA TANGENTTI
YMPYRALLE. Vihje: Perustuu kahteen edellisisté.

TEHTAVAT/LAUSEET 2.15: YHTENEVYYSLAUSEET. Kolmion voi konstruoida,
kun tunnetaan sivuista ja kulmista yhteensd kolme — ei kuitenkaan pelkistdin
kulmia (kolmannenhan voi sité paitsi laskea kahdesta muusta, joten kolmatta ei voi
valita vapaasti eikél sen tietdminen tuo informaatiota.) TAmé& lause on muutenkin
vield yhdessi tapauksessa hiukan vidrad. Missid vika?

Kuva 13: YHTENEVYYSLAUSE SKS.

LAUSEET 2.16: LISAA TUNNETTUJA LAUSEITA.

Kolmion alan kaava.

Pythagoraan lause.

Yhdenmuotoisuuslauseet.

Homotetia on yhdenmuotoisuuskuvaus.

Kolmion keskijanat leikkaavat toisensa ”painopisteessid”, joka jakaa jokaisen
keskijanan suhteessa 1:2

Kuva 14: KOLMION MERKILLISIA PISTEITA.

Kolmion sivujen keskinormaalit leikkaavat toisensa pisteessé, joka on “ym-
pdre purretyn ympyrdn” eli kdrkien kautta kulkevan ympyrén keskipiste.
Kolmion kulmien puolittajat leikkaavat toisensa pisteessé, joka on ”sisddn
pirretyn ympyrdin” eli kaikkia sivuja siséipuolelta sivuavan ympyrin keski-
piste.

Kolmion korkeusjanat leikkaavat toisensa samassa pisteessé.
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3. Polyan taktiikka

3.1 Jasentelyperiaatteet. How to Solve it, luku 1. Yhteenveto tisti
on myos erikseen jaetussa monisteessa, joka on em. kirjasta.
Lyhyesti sanoen: tarkastellaan ongelmatilannetta, jossa

e jotain kysytién (tuntematon T)
e jotain on annettuna (data A)
e jotkin ehdot sitovat tuntemattoman annettuun (ehdot E)

3.2 Jasentelyperiaatteet kiiytdnnossi: geometrinen alkuesimerkki.

Harjoituksissa ja seuraavissa esimerkeissé tarkastellaan tehtévid — toisinaan val-
miiksi ratkaisujakin — ja analysoidaan niiden asettelusta, mitd on annettu, mité
kysytéddn ja mitkd ovat ehdot.

ESIMERKKI 3.1: PIIRRA KOLMIOON NELIO SITEN, ETTA KAKSI SEN KARJISTA
OVAT KOLMION YHDELLA SIVULLA JA TOISET KAHDELLA MUULLA.
(A)nnettu: kolmio
(T)untematon: nelit
(E)hdot: 2 kiirked yhdelld sivulla
karki toisella sivulla
kirki kolmannella sivulla
(R)atkaisumalli (Ei malliratkaisu!!) Homotetiaan perustuva kuvio. Taytetdéin
ehto kerrallaan! (Kolme ehtoa!) Kiy ratkaisun vaiheet ldpi Polyan tyyliin!

\ etsitty piste

homotetiakeskus
KuvaA 15: HOMOTETIA APUNA

3.2 Toinen periaate: Aloita tavoitteesta.
Polyan vanhan kirjan péisdéanto on: Tuijota tavoitetta! Hankaluudet voivat
kylld olla my6s aineistossa tai ehdoissa.

(1) Jos (A) on runsas, paloittele aineisto. (Vrt. rahanjakotehtivé harjoitussar-
jassa 1)

(2) Jos (T) on laaja, aseta vélitavoitteita ja pyri elimininoimaan turhia osia.

(3) Jos (E) on mutkikas, jésentele ehto osaehtoihin ja ota ne kiiyttoon yksi
kerrallaan. (Askeisen harjoituksen teema.)

Edellisié seikkoja miettiesséd on hyvi ajatella aluksi, misté joukosta kohdejoukosta
7 ("search space”) ratkaisua haetaan. Esimerkiksi harjoitussarjan 1 tehtévissd
kohdeavarudet ovat noppakasojen, algoritmien, mahdollisten shakkipelinjatkojen
ja luonnollisten lukujen jonojen joukko. Ratkaisujoukoksi sanotaan todellisten, siis
ehdot toteuttavien ratkaisujen joukkoa R = {T € T ‘ T toteuttaa ehdot E}. Tie-
tysti R voi ola tyhjdkin. Erds tehtévin vaikeuden mitta on todennikoisyys, ettd
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umpiméhkéinen kohdejoukon alkio on ratkaisu, siis (dérellisessd klassisessa tapauk-

sessa)
#ratkaisujoukko  #R

Hkohdejoukko — #T

4. Kahden uran menetelméi

4.1. Kaksi esimerkkii. Seuraavassa vaaditaan harppi- ja viivoitinkonstruk-
tioita. Periaatteessa kahden (tai useamman) uran menetelmé yleistyy muuhunkin
ongelmanratkaisuun: Kunkin ehdon toteuttavien kohdejoukon alkioiden joukkoa
voi nimittédin pitdd ao. ehdon méadrddmansd ”urana”.

ESIMERKKI 4.1: MAJAKKATEHTAVA. (a) Laivasta nidkyy 3 majakkaa. Mitataan
kulmat. Verrataan kartalle. Missé laiva on? (Kompassi on rikki.)

Kuva 16: MAJAKKAONGELMAN RATKAISUIDEA.

(A) 3 pistetti, A, B, C ja kulmaa, a, 5 ja v (2 riittdd, onhan v = 360 — a — 3.)

(T) yksi piste L

(E) kulmat: LALB = o, ABLC = 3 (2 ehtoa. Luvassa 2 uraa.)

(R)atkaisu: Kaksi uraal Ensimméinen on tietenkin {L | {ALB = o} ja toinen
on {L | £BLC = B}. Toteutus edellyttdd tietoa: kumpikin ura on kehiikulmalau-
seen nojalla ympyrin kaari. Keskipisteen ja sédteen konstruointi jai harjoitustehta-
viksi.

ESIMERKKI 4.2: PIIRRA SUUNNIKAS, KUN TIEDAT YHDEN SIVUN JA MOLEMMAT
LAVISTAJAT.

(A) 3 janaa, s, [ ja k

(T) suunnikas ABC'D

(E) |AB| = |s|, |BC| = ||, |AB| = k. (3 ehtoal)

(R)atkaisu: Valitaan sivuksi AB jana s itse. Se onkin valmiiksi piirrettyné.

KuvA 17: SUUNNIKASONGELMA.

Idea: Muistetaan, etté ldvistijit puolittavat toisensa. Etsitédin ensin keskipiste
K. Se loytyykin kahden uran periaatteella helposti ; |[BK| = |l|/2 ja |[AK| = |k|/2.
Ongelma on palautunut tunnettuun SSS-konstruktioon.
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4.2. Esimerkistd malliksi. Edellisié ratkaisuja tarkastellessa huomaa, etté
niitd keksiessd on ehké noudatettu seuraavia neuvoja:

a) Palauta tehtdvi(n osa) yhden pisteen l6ytdmiseksi
b) Jaa ehto kahdeksi osaksi, joista kumpikin antaa yhden uran etsittiville
pisteelle. (Alkeisgeometriassa ura on ympyré tai suora).

Niissé vaiheissa saattaa olla hyotyd seuraavista apukeinoista, joita voi yrittdéd so-
veltaa tietoisesti:

(1) Muistatko samanlaisen?

(2) Toiveajattelu apukeinona: Lopusta alkuun

(3) Yhdenmukaisuuden kdytto: Mittakaavan unohtaminen

(4) Ongelman muuntaminen toiseksi, ehki helpommaksi. Asritapaukset, sym-
metriset erikoistapaukset yms.

(5) Apukuvion ja -laskelman kdytto ongelman muuntamiseksi

Seuraavissa tehtévissé on esimerkkejd néistd menettelyisté

TEHTAVA 4.3 " MUISTATKO SAMANLAISEN”. Piirrd kahta yhdensuuntaista suo-
raa sivuava ympyré, joka kulkee niiden vilissé olevan pisteen kautta.

(A) Yhdensuuntaiset a ja b. Piste P.

(T) Ympyré (Riittééd: Keskipiste K)

(E) K:n etdisyydet annetuista samat (2 ehtoa; luvassa 2 uraa?)

Ehdon tulkinta:

(E-1) : |Ka| = |KY|
(E-2) : |KP| = |Kal,
(Vai ehki (E-3): |KP| = |Kb|??)

(E-1) antaa keskipisteelle uraksi yhdensuuntaisten puolivilissé olevan yhden-
suuntaisen c. (E-2) (ja (E-3)) antaisivat uraksi parabelin. Ei kéy!

Mutta nyt huomataan: sidehin tunnetaan nyt, onhan r puolet a:n ja b:n
etiisyydestd. Toinen ura on siis P-keskinen r-séteinen ympyré.

Kuva 18: SIVUAMISONGELMAN RATKAISU.



12 MATEMAATTINEN ONGELMANRATKAISU 2005

4.3 "TOIVEAJATTELU APUKEINONA, LOPUSTA ALKUUN”. Annettu kulma, sen
kirki O ja eri kyljilta pisteet A ja B. Etsittdva kyljiltd pisteet X ja Y siten, ettd
|AX| =|XY|=|YB|.

Kuva 19: KULMAONGELMAN TAVOITE.

(A),(T), (E) selvit.

(R) Al4 lue, vaan YRITA ITSE

Kirjassa (Discovery) on pitké selostus tésté.
Yritetédéin ensin tehdé, mitid osataan: jana AB.

B a=«£CBA

?
A

Kuva 20: KULMAONGELMA. VAIHE 1.

Toiveena on valmis tavoitteen mukainen kuva

Kuva 21: KULMAONGELMA. VAIHE 2.

Sitéd voi vihén tdydennelld. Piadtellddan takaperin tavoitteesta: Miké riittéisi rat-
kaisun saavuttamiseen? Suunnikas — itse asiassa vinonelic — néyttda hyvalta, var-
sinkin, kun samalla syntyy tasakylkinen kolmio BY Z. Saisikohan tdmén piirrettya
oletuksista? Suunnikas ei 16ydy vield, mutta varjostetun kolmion muoto onnis-
tuu, ovathan sen kyljet alkuperiisten suuntaiset, joten kaikki kulmat ”tunnetaan”.
Luovutaan yrittdmésté oikeaa mittakaavaa ja piirretédéin apukuvioksi erikseen edes
varjostetun kanssa yhdenmuotoinen kolmio B'Y’Z’. Tdydennetéiin tdmé tavoitteen
mukaiseksi — joskin vi#rdnkokoiseksi — kuvioksi. Pitd# siis keksid, miten piirre-
tddn tdhin puuttuva suunnikas. Puuttuva piste A’ 16ytyy ilmeisesti kahden uran
menetelmillid: Kulma £CBA antaa suoran ja etdisyys |ZY| = |ZA| ympyrén.
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Kuva 22: KULMAONGELMA. VAIHE 3.

Lopuksi kuva on vain suurennettava alkuperéiseen kokoon. Tdhin auttaa tun-
netusti homotetian kiytto.

1.5 "YHDENMUKAISUUDEN KAYTTO, MITTAKAAVAN UNOHTAMINEN”. Emme
nyt esitd uutta esimerkkié, vaan tarkastelemme aikaisempia, silld tété keinoa juuri
dsken jo kiytettiin. Vield aikaisemmin oli esimerkki, jossa yhdenmuotoisuus saatiin
— kuten usein — homotetiasta. Esimerkki oli numero 3.1, jossa piti sijoittaa nelio
kolmioon.

1.6 7ONGELMAN MUUNTAMINEN TOISEKSI”. Konstruoi kahden ympyrin yhtei-
set tangentit.

(A) Kaksi ympyréé, so. keskipisteet K ja L ja séteet r ja s.

(T) Suora

(E) Sivuaa molempia (2 ehtoa!)

Kuva 23: TANGENTTIONGELMAN TAVOITE.

(R) Mieti erikoistapauksia: Aluksi vaikka yhtéd suuret ympyrét. (Helppo! Mutta
el auttane.) Sitten toisen siide voisi olla suorastaan nolla: Osaathan piirtéé tangen-
tit pisteestd ympyrille (Tehtévi oli geometrialuvussal!). Voisiko ongelman ratkaista
samalla tavalla tai palauttaa tdhén? Jélkimmé&inen strategia onnistuu:

Kuva 24: TANGENTTIONGELMAN RATKAISU.

1.7 7 APUKUVION JA -LASKELMAN KAYTTO”. Konstruoi kolmio, kun on an-
nettu mediaanit. Tissé taas on iloa siité, ettd muistaa mediaanien jakavan toisensa
suhteessa 1:2. Tamé antaa aiheen piirrelld apukuvioita, esimerkiksi



14 MATEMAATTINEN ONGELMANRATKAISU 2005

Kuva 25: KESKIJANAONGELMAN RATKAISU.

ja téssd on pienen laskelman perusteella kolmio, jonka sivut tunnetaan. Miksi?

Heuristiikan historiaa

Heuristiikka hellenismin kaudella.

e Alojen rinnakkain asettelu (parabole ton khorion, harppi- ja viivainratkaisuja
toisen asteen yhtéloille)

e Pintojen ja kappaleiden viipalointi ”##irettomén ohuisiin” siivuihin (ensimméi-
sid kiyttdjii DEMOKRITOS: pyramidien ja kartioiden tilavuudet)

e Kiyrien ja pintojen approksimointi murtoviivoilla ja monitahokkailla (KHIOK-
SEN HIPPOKRATES ja sofisti ANTIFON: ympyréiden vertaaminen vertaamalla si-
sdanpiirrettyja sddnnollisida monikulmioita.

e Mekaniikan kiytto (janat homogeenisina tankoina jne. , ensimméisid kiyttéjid
ARKHYTAS ja EUDOKSOS; ARKHIMEDES yhdisti "Menetelméssééan’ viipaloinnin ja
punnituksen)

e Analyysin menetelmé. PAPPOKSEN mukaan Analyysi ldhtee siitd mitd et-
sitddn, tkddnkuin se olist annettu, ja etenee sen perdkkdisten seurausten kautta
johnkin, joka on annettu synteesin tuloksena; silld analyysissd me oletamme sen
mitd etsitddn ikdadankuin tehdyksi ja kysymme, mistd se seuraa ja mikd on sitd edel-
tavd syy jne., kunnes taaksepdin kukien tulemme johonkin tunnettuun tai sellaiseen,
mikd kuuluu ensimmdisiin prinsiippethin,; tdllaista menetelmdd me kutsumme ana-
lyysiksi eli taaksepdin ratkaisemiseksi. Mutta synteesissia me kddnndmme prosessin
ja oletamme tehdyksi sen, mihin viimeksi pdaddyimme analyysissd, ja jarjestimdlldi
luonnolliseen jarjestykseen seurauksiksi ne mitkd ennen olivat edeltdvid syitd ja liit-
tamdalld ne toinen toiseensa me lopulta piddymme sen konstruktioon, jota etsimme;
tatd me kutsumme synteesiksi.

Miksi kreikkalaisen geometrian kehitys pysédhtyi pian Arkhimedeen
jilkeen.

Eris ndkokohta: Matematitkassa ei voida vahingoitta antaa keksimisen ja todis-
tamisen etddntyd toisistaan. Suopeina atkoina matemaatikon riittdd kirjata ideansa
jokseenkin sellaisina kuin hdn ne kdsittdd, ilman ettd se merkitsisi tinkimistd tark-
kuuden vaatimuksista; toisinaan hdn voi saavuttaa ajattelun ja ilmaisun sopusoin-
nun hyviksytyn kielen ja merkintojen onnistuneella muutoksella. Mutta usein hd-
nelld on vain kaksi vaithtoehtoa: epdkelpo mutta hedelmdllinen esitystapa tai kelvol-
linen mutta hdinen ajattelutavalleen vikivaltaa tekevd esitystapa, johon hdin kykenee
mukautumaan vain suurin ponnistuksin. Kreikkalaiset noudattivat jalkimmdistd ta-
paa, ja ehkd siitd pikemman kuin roomalaisvalloituksen lamauttavasta vaikutuksesta
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on etsittivd syytd heiddin matematiikkansa ylldttdvddan pysdahtymiseen pian loistavan
kukoistuksen jilkeen. On arveltu, eikd aiheetta, ettd ARKHIMEDEEN ja APOLLO-
NIOKSEN seuraajien suullisitn opetuksiin on voinut sisdltyd uusia tuloksia, jotka
ovat jddneet kirjaamatta vain siksi, ettd niiden julkaiseminen hyviksytyn kaanonin
mukaisesti olisi vaatinut keksijoiltd kohtuuttomia ponnistuksia. Tamdnkaltaiset es-
tot eidt piddtdineet 17. vuosisadan matemaatikkoja, kun he lukuisien uusien on-
gelmien pakottamina lukivat ahkerasti Arkhimedeen kirjoituksia ja etsivit keinoja
padastd niistd eteenpdin. (Bourbaki, m.t., ss. 220 - 221)

Heuristiikan lipimurto uuden ajan alussa. NicoLAus CuUsANUS (1401-
1469): Jos kerran ympyrd on monisivuisin sddnnollinen monikulmio, niin sen ala
on voitava laskea kuten minki tahansa séddnnollisen monikulmion ala kaavalla ”ala
on puolet apoteeman ja perimetrin tulosta”, siis ympyrin ala on puolet séteen ja
kehén pituuden tulosta. Cusanus todisti kuitenkin tuloksen vield epésuorasti kreik-
kalaisten tapaan. STEVIN, KEPLER ja muutamat muut 1500-luvun matemaatikot
eivit ndhneet enii ekshaustiotodistusta tarpeelliseksi vaan hyviksyivit ra-
jallemenon.

Kisnnekohta: Arkhimedeen teosten painatus vuonna 1544. Pian timdn
jilkeen Kepler ja muut tekivit lukuisia yrityksid korvata Arkhimedeen melkein pit-
kdstyttdvin tarkat todistukset uusilla menetelmilld, jotka olisivat yhtdpitivid aikai-
sempien kanssa mutta jotka olisivat niitd yksinkertaisempia ja helpompia soveltaa
uusuin ongelmitn. Juuri tdmé korvikkeiden etsinté, skolastikkojen spekulaatioiden
auttamana, oli seuraavalla vuosisadalla johtava analyysin (ts. differentiaali- jainte-
graalilaskennan) menetelmien kehittymiseen. (Boyer, m.t., s. 95)

Tyypillinen mielipide 1600-luvulta: FEksperttien luottamuksen saavuttamiseksi ei
ole suurta vdlid silld, esitdmmekd heille pitdvdn todistuksen vatr sellaisen perustelun,
jonka ndhtyddn he ewidt epdile etteikd tdaydellistd todistusta voitaisi esittdd. Olen
halukas myontimddn, ettd todistus tulisi esittdda selkedsti, elegantisti ja oivaltavasti
sithen tapaan kuin Arkhimedes on tehnyt tdissddn. Mutta pddllimmdinen ja tédr-
kein seikka on sittenkin keksimisen tapa, jonka selville saamisesta kaikki oppineet
tlahtuvat. Nayttad siis siltd, ettd meiddn on viisainta seurata sitd menetelmdd,
jolla keksimisen tapa voidaan tehdd ymmdrrettiviksi ja selvittdd sitd menetelmdd,
jolla keksimisen tapa voidaan tehdd ymmdrrettiviksi ja esittid suppeimmin ja sel-
keimmin. Niin me sddstimme itseltdmme kirjoittamisen vaivaa ja toisilta lukemi-
sen vaivaa — nailtd toisilta nimattdin, joilla ei ole aikaa perehtyd sithen valtavaan
geometristen keksintdjen mddrddn, joka kasvaa pdivd pdivdltd ja joka tdnd oppi-
neisuuden vuosisatana ndyttida ylittineen kaikki rajat, jos meiddin on kdytettiva
kreikkalaisten turhan tarkkaa ja tdaydellistd menetelmdd. (CHRISTIAAN HUYGENS,
lainattu Struikilta, m.t. s. 189)

René Descartes (1596-1650). Descartesin ainoa matemaattinen teos on ’Geo-
metria’, joka ilmestyi 'Metodin esityksen’ (1637) ensimmaéisend liitteend; teoksen
kaksi muuta liitettd olivat 'Dioptriikka’ (mm. oikea taittumislaki) ja 'Meteorit’
(maailmankaikkeuden pyorreteoria). Descartesin merkitys matematiikan kehityk-
selle oli enemmén algebrallisen tarkastelutavan tuomisessa geometriaan, metodisen
ajattelun korostamisessa ja geometrian asettamisessa metodiseksi ihanteeksi kuin
joissakin uusissa tuloksissa. Heuristiikan kannalta kiintoisa teos on ’Séénnot’ (kir-
joitettu 1623, julkaistu postuumisti 1701.)



16 MATEMAATTINEN ONGELMANRATKAISU 2005

Poimintoja Descartesin teoksista. Minua miellytti erityisesti matematiikka
sen perusteiden varmuuden ja selvyyden takia, mutta en vield havainnut siitd koitu-
vaa todellista hydtyd. Ajattelin sen palvelevan vain mekaanisia taitoja ja thmettelin
ettei niin varnalle ja vankalle perustalle ollut rakennettu mitidin suurempaa. ("Me-
todin esitys’, suom. kokoelmassa 'Teoksia ja kirjeitd’, WSOY 1956, s. 13)

Kun ndmd ajatukset aritmetitkan ja geometrian erityiskysymyksistd olivat johta-
neet minut pohtimaan matematitkkaa yleisemman, kysyin ensimmdisekst, mitd talld
nimiatykselld oikein ymmdrrettiin ja miksi ei vain mainittuja tieteenaloja vaan myds
astronomiaa, musiikkia, optitkkaa, mekaniikkaa ja erindisid muita kutsuttiin mate-
matiikan haarotksi. Téssd et riitd viitata sanan alkuperddn; silld kun sana mathesis
tarkoittaa oppia yleensd, voitaisiin mitd tahansa tiedettd nimattdad matematiikaks:
suind kluin geometriaakin (... ) Asiaa tarkemmin mietittydini minulle kdvi selviksi,
ettd vain kaikki se mikd tutkii jarjestystd ja mittaa kuuluu matematiikkaan, siitd
riippumatta etsitidni mittaa luvuista, kuvioista, tdhdistd, ddnistd tar muista koh-
teista, ja ettd sen mukaisesti taytyisi olla olemassa jokin yleistiede, joka selvittelisi
kaikkea sitd, mikd kuuluu jdrjestystd ja mittaa koskeviin ongelmiin olematta silti
suunnattu mihinkddn erityiseen kohteeseen, ja ettd sille tieteelle olist jo mimikin
valmiina, nimittdin mathesis universalis (Sananmukaisesti: yleinen oppiaine), silld
perusteella, ettd se kdsittdisi juuri sen minkd vuoksi toisia tieteitd sanotaan mate-
matitkan haaroiksi. ("Regulae at directionem ingenii’, julk 1701, nejinnen sd&nnon
liitteestéd) Vrt. "Teoksia ja kirjeitd’, ss 23 - 24.

Olen padttinyt jdattad vain abstraktin geometrian, se on sellaisten kysymysten
pohtimisen jotka palvelevat vain hengen harjoitusta, ja tdmdn voidakseni tutkia toi-
senlaista geometriaa, jonka kohteena on luonnon ilmididen selittiminen. (L&hde
tuntematon, lainattu Klinelta, m.t. s 303)

Vrt. Pascalin hyvéstijattoon abstrakteille tieteille (Olin kdyttinyt paljon aikaa
abstraktien tieteiden tutkimiseen ... ’Mietteitd’, WSOY 1952, s 78) ja Pascalin
kirjeeseen Fermat’lle 10.8.1660: Silld puhuakseni Teille vilpittomdsti geometriasta,
piddn sitd korkeimpana hengen harjoituksena; mutta samalla mind tieddn sen niin
hyodyttomdksi, etti en tee suurtakaan eroa pelkin matemaatikon ja pystyvin kd-
sityoldisen vdlilld. Sanon sitd myds kauneimmakst ammatiksi maailmassa, mutta
lopulta se on vain ammatti; ja olen usein sanonut, ettd sithen on hyvd kokeilla
voimiaan, mutta ettd sithen ei pidd voimiaan tuhlata — niin ettd en ottaisi kahta
askelta geometrian takia, ja olen vakuuttunut, ettd Te olette kanssani samaa mieltd.

Myos Descartes on verrannut matematiikkaa késityotaitoihin rinnastaessaan arit-
metiikan ja ”lukujen kombinoinnin” niihin taitoihin, (... ), joissa jirjestys on
hallitseva piirre, niin kuin se on kankaan- tai matonkutojien ja brodeeraajien tai
pitsinnypldyksen taidoissa. (Bourbakin mukaan, m.t., $.35)

Analyyttinen geometria. Nimitys on syyté ottaa tarkasti: analyyttisyys viit-
tasi aluksi kreikkalaisten analyysin ja synteesin kisitteisiin ja koordinaattigeomet-
ria esitettiin tdssd mielesséd analyyttisenéd keinona geometristen ongelmien ratkai-
semiseksi. Tarvittava algebrallinen symbolismi kehittyi arabialaisten ja italialais-
ten algebrikkojen ja lopulta FRANGOIS VIETEN (1540-1603) ja hénen seuraajiensa
toimesta. Teoksessa 'In artem analyticem isagoge’ (1591 Viéte referoi PAPPOK-
SEN metodisia tekstejd, merkitsee tunnettuja ja tuntemattomia suureita kirjaimin,
mutta erottaa numeeriset kertoimet geometrisista suureista. Nykyinen symbolismi
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on suurelta osin perdisin Descartesilta. Koordinaatteja (pituus- ja leveyspiireji)
oli kartografiassa kiiytetty jo Ptolemaioksesta alkaen, mutta koordinaattigeomet-
rian perustaina on pidettdvi DESCARTESIA ('La géométrie’ 1643) ja FERMAT'TA
(’Ad locos planos et solidos isagoge’, n. 1637, julk. 1679). Descartesin geometria
oli kaksiulotteista, Fermat hahmotteli (erééssd kirjeessé 1643) myos kolmiulotteista
koordinaattigeometriaa.

Descartes: Jos sitten haluamme ratkaista jonkin probleeman, oletamme sen en-
sin ratkaistuksi ja annamme nimet kaikille viivoille, jotka ndyttdivdt konstruktiossa
tarpeellisilta — niin tuntemattomille kuin tunnetuille. Sitten, tekemdttd eroa tun-
nettujen ja tuntemattomien viwojen vdlillid, meiddn on selvitettivd ongelma milld
tahansa tavalla, joka luonnollisimmin paljastaa ndiden viivojen wvdiliset relaatiot,
kunnes huomaamme voivamme lausua yhden suureen kahdella tavalla.
Ndin muodostuu se mitd sanomme yhtdloksi, sikst ettd toisen lausekkeen termit
ovat yhtdsuuria toisen termien kanssa. Ja me etsimme yhtd monta yhtdlod kuin on
tuntemattomia; mutta jos kaiken asiaan kuuluvan lipt kdytyimme emme voi loytdd
niin monta yhtdlod, on ilmeistd, ettd kysymys ei ole tdysin yksikdsitteinen. Siind
tapauksessa voimme mielivaltaisesti valita jonkin pituisen viivan jokaiseksi tunte-
mattomaksi, jolle ei ole yhtildd.” ('Geometrian’ I kirjasta, lainattu Struikilta, m.t.
s. 152)

Blaise Pascal (1623-1662).
Matemaattisia kirjoituksia:

o ’'Essee kartioleikkauksista’ (1640, ns. Pascalin lause — projektiivinen geo-
metria).

e Kirjeenvaihto PIERRE DE FERMAT’N kanssa kahdesta chevalier DE MEREN
ongelmasta (1654, — todenndkdisyyslaskenta).

o 'Tutkielma aritmeettisesta kolmiosta’ (1654, ns. Pascalin kolmion generaat-
tori numeerisena indivisiibelindg, kolmion luvut (a) kuviolukuina, (b) kom-
binatorisina lukuina, (c) binomikertoimina. Sovelluksena mm. de Meérén
toisen ongelman ratkaisu).

e Dettonvillen kirjeet (1658-59, tutkielmia ruletista eli sykloidista ja ympy-
raneljinneksen sinisti: karakteristisen kolmion kdytto, osittaisintegrointi
geometrisesti, lihelld analyysin peruslausetta — Leibnitz).

Poimintoja Pascalin teksteistid. ”Yhtd ja samaa asiaa voi kdsitelld lukemat-
tomilla eri tavoilla: tdssd siitd esimerkki, ja minulle nitn kunniakas. Sama lause,
jota tdssd olen pydritellyt moneen suuntaan, on vdldhtinyt myds kuulun touloselai-
sen neuvonantajamme, M. de Fermat’n mieleen, ja mikd ihastuttavaa, antamalla
minulle asiasta pienintdkddn vihjettd, hdn pani maaseudulla paperille sen minkd
mind keksin Pariisissa, tarkalleen samaan aikaan, niin kuin ristiin menneet kir-
jeemme todistavat (... )

En vitvy enempdd tdssd nitn soveliaassa tavassa kdisitelld asioita, vaan jdtdin
kunkin omaan valtaan harjoittaa neroaan ndissd tutkimuksissa, joista geometrikon
tyon on rakennuttava: silld jos ei osaa pyoritelld lauseita joka suuntaan ja jos
pysdahtyy ensimmdiseen ndkokulmaan, jolta asioita katsoi, et koskaan pddse kovin
pitkdlle: juuri erilaiset polut me johtavat uusiin seurauksiin ja litttdvat erilaisten
formulointien kautta toisiinsa lauseita, joilla ei alkuperdisessi muodossaan ndytd
olevan mitddin tekemistd toistensa kanssa ” ("Traité des ordres numériques’, 1654).
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"Totuuden harrastamisessa voi itselleen asettaa kolme pddtavoitetta: sen loy-
timisen, kun sitd etsii; sen todistamisen, kun se on tiedossa; ja sen erottamisen
vadrastd, kun sitd tutkis.

En puutu latnkaan ensimmdiseen: tarkastelen erityisesti toista, ja kolmas sisdl-
tyy sithen. Silld, jos menetelmd totuuden todistamiseksi taidetaan, osataan se myds
erottaa vddrdstd, silli samalla kun tarkastetaan onko annettu todistus sopusoin-
nussa tiettyjen sdadntdojen kanssa, tulee selvitetyksi onko se tarkalleenn todistettu.

Geometria, joka on ylittimdton ndissd kolmessa lajissa, on selvittinyt tunte-
mattomien totuuksien loytimisen taidon; siti se kutsuu analyysiksi (... ) Taito
todistaa loydetyt totuudet ja kirkastaa ne niin, ettd todistus olist vastaansanoma-
ton, se on kaikki mitd haluan esittid, ja sitd varten minun ei tarvitse kuin selittdd
se menetelmd, jota geometria tissd asiassa noudattaa, silld se opettaa sen tdydelli-
sesti, vatkka ei sitd suoranaisesti esitikddn. Ja koska tdimd taito koostuu kahdesta
pdadasiasta, toisaalta jokaisen lauseen todistamiesta erikseen ja toisaalta lauseiden
jarjestimisestd parhaalla tavalla, jaan esitykseni kahteen osaan, joista ensimmcdii-
nen kdsittid geometrisen, siis metodisen ja tdydellisen todistuksen sddnndt ja toinen
geometrisen, siis metodisen ja viimeistellyn jirjestyksen sddnndt. Ndamd kaksi asiaa
yhdessd sisdltivit kaiken mikd on tarpeen argumentoinnin suorittamiseksi totuuk-
sien todistamisessa ja erottamisessa, ja ne mind aion tdydellisesti esittid.” (Al-
kusanat tutkielmaan ’Geometrisesta hengestd’, joka lienee aiottu esipuhe Pascalin
toimittamaan geometrian alkeiskirjaan)

Kertaus

1. Heuristiikka. Miti on ratkaisun etsiminen? Fiko se ole ulospddsyn etsi-
mistd pulmatilanteesta, jonkinlaisesta kysymysten ja vastausten sokkelosta? Ky-

l
ndad nostamatta piirretystd sokkelosta pddsee varmasti

ulos kdtta seindstd irrottamatta lihtemdlld vain seuraamaan jotakin seindd johnkin
suuntaan. Useammalla viivalla piirretyissd sokkeloissa tarvitaan avukst muutakin,
ehkdpd jopa ARIADNEN lanka, jolla merkitidin paluureitti sisddn tullessa.

Onko ongelmanratkaisemiseen olemassa vastaavanlaista reseptid kuin yksinker-
taiselle sokkelolle? Tihdn kysymykseen ovat Suuren Taidon tai Menetelmdin etsijit,
alkemisteista nykyisiin tekodlyn tutkijoihin, hakeneet vastausta. Mitddn viisasten
kived ei heuristitkka eli ratkaisukeinojen ja -menetelmien tutkimus voi osoittaa.
Niin kuin “kdsi seinddn”- sddnto johtaa ulos vain tietynlaisista sokkeloista, niin
myds yleisimmdt ratkaisumallit soveltuvat vain tiettyihin tilanteisiin. Ariadnen lan-
kakerdkddn ei auta sokkelosta ulos ilman nokkeluutta sen kdytossd.

Heuristitkka on vahvasti kokemusperdinen tieteenalku. Sen opettama ratkaisu-
taito on wvield kaukana kaikkivoivasta Suuresta Taidosta, mutta se voi kuitenkin
opettaa muitakin keksimisen keinoja kuin kylpyammeeseen tai omenapuun varjoon
1stumisen.

2. Polyan menetelmi. hyvd tapa kdydd ongelmaan kisiksi on jasentid se (A)
annettuun aineistoon, (T) tavoitteseen ja (E) ehtoihin, jotka sitovat tavoitteen ai-
neistoon. Tamd jasentely on syytd kirjoittaa selkedsti paperille jo sen tarkastami-
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seksi, ettd koko aineisto ja kaikki ehdot ovat mukana. Ratkaisuidean etsimiselle
tarjoutuu silloin kolme lihtokohtaa:

e aineiston ottaminen mukaan vdihitellen
e tavoitteen yksinkertaistaminen asettamalla vilitavoitteita
e ehtojen ottaminen huomioon yksi kerrallaan

Ongelman muuntelu tdltd pohjalta saattaa johta heureemaan, ratkaisuideaan, josta
ehkd tarkastusten jilkeen kiteytyy teoreema todistuksineen.

3. Ongelman muuntelu. Seuraavassa T tarkoittaa kohdejoukkoa ja R ratkai-
sujoukkoa R = {x € T | x toteuttaa ehdon E}. Jos ehdon E osat E1,E, ... ja Ej
ovat sellaisia, ettd osaratkaisut R; = {x € T ‘ x toteuttaa ehdon E;} ovat tavoi-
tettavissa sallituin ja hallituin keinoin, niin on hydtyd siitd tiedosta, ettd ratkaisu
R saadaan joukko-opillisena leikkauksena R = R1 NRy N --- N Ry. Geometriassa
osaratkaisuilla R; on usein “uran ” merkitys.

Joskus riittid yhden osaehdon, sanokaamme Ejy:n, unohtaminen hetkeksi. Osa-
ratkaisu R, = {x € T | x toteuttaa ehdot Ey ... Ex_1} saattaa koostua esimerkiksi
homoteettisista kuvioista, jolloin ratkaisu saattaa loytyd viimeisen ehdon mddrdd-
mdllid homoteettisella kuvauksella (homotetiamenetelmd). Homoteettisen rakenteen
sijalla saattaa tietysti olla jokin muu selvipiirteinen struktuuri, esimerkikst vot jdl-
gelld olla endd pient ddrellinen mddrd vaihtoehtoja.

Jos tavoite on monimutkainen, on syyti asettaa yksinkertaisempia (tutumpia)
valitavoitteita ja kayttad niitd apupiirroksina tar muunlaisina askelina kohti tdy-
dellistd ratkaisua. Aineiston tai tavoitteiden yksinkertaistaminen saattaa tapah-
tua myds lisddmdlld niihin jotakin (apupiirrokset, apumuuttujat, aputuntemattomat
jne. Myds erikoistapaukset voi tulkita ndin: On lisdtty ehtoja!)

4. Kartesiolainen menetelmi. keskenerdiseksi jadneessd teoksessaan ’Regu-
lae’” Descartes esitti 21 sddntod keksimiskyvyn kayttaimiseksi. Hdanen kuvailemansa
menetelmd oli kolmivatheinen: ensin ongelmat matematisoidaan, sitten matemaat-
tiset ongelmat algebrallisoidaan ja lopuksi algebralliset ongelmat pelkistetddin yhden
yhtdlon ratkaisemiseen. Yhtdiloiden asettaminen tapahtuu pitdmdlld ongelmaa rat-
kaistuna ja kdsittelemdlld tuntemattomia suureita tunnettujen tapaan.

"Metodin esityksessi’ (1637) sdinndt ovat vihentyneet neljidn:

(1) Ensimmdinen sdinté on se, etten koskaan katsoisi todeksi mitdin, minkdi
en ilmeisesti tietdisi totta olevan:; toisin sanoen, ettd karttaisin huolellisesti
hditdilyd ja ennakkokdsityksid enkd sisdllyttdisi arvostelmiin mitddn muuta
kuin sen, mikd ndyttiytyy hengelleni niin kirkkaasti ja selkedsti, ettei mi-
nulla olisi athetta sitd epdilld.

(2) Toinen oli se, ettd jakaisin jokaisen tutkimani ongelman niin moneen osaan-
kuin mahdollista ja kuin olisi tarpeen, jotta kykenisin ne paremmin ratkai-
semaan.

(3) Kolmas oli se, etti noudattaisin ajattelussani jirjestysti aloittamalla yksin-
kertaisimmasta ja helpoiten ymmdrrettivistd seikoista ja kohoamalla vasta
véhitellen, kuin asteittain, monisyisempid asioita koskevaan tietoon; ja ettd
olettaisin jarjestystd olevan niidenkin seikkojen kesken, jotka eivdit luonnos-
taan seuraa totnen toisistaan.
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(4) Viimeinen oli se, etti tekisin kaikkialla niin tiydellisid luetteloita ja niin
yleisid katsauksia, ettd varmasti tietdisin ottaneent kaiken huomioon.

LEIBNITZIN kommentti toiseen sddntoon: 7Tdstd Descartesin sddnndsti ei ole
paljoa apua, eller jakamisen taitoa selitetd. Jakamalla ongelmansa sopimattomiin
ostin kokematon ongelmanratkaisija saattaa pdinvastoin lisditd vaikeuksiaan.”

HENRI POINCARE Descartesiin viitaten: ”Menetelmd, joka pelkistdd keksimisen
yhdenmukaisten sddntojen noudattamiseksi ja joka siis tekee kdrsivillisestd sovel-
tajasta geometrikon, ei oikeastaan ole luova menetelmd.”

5. Rekursio ja induktio. Rekursio muodostuu alkuehdoista ja jatkosddnndostd
tai, mikd on sama asia, alkuarvoista ja palautuskaavasta. Rekursiivisuutta on sanan
laveassa mielessd myods kaitkki aiemmin selvitettyyn vetoaminen.

Yksityisestd yleiseen etenevd ”epimatemaattinen” induktio on heuristinen keino,
joka on erotettava matemaattisesta eli taydellisestd induktiosta.

Sekd matemaattinen induktio ettd rekursiivinen laskutapa esiintyvdt ensimmdistd
kertaa puhtaaksi viljeltyind Blaise Pascalilla (1654).

6. Erikoistapausten kautta yleiseen tapaukseen. Joskus koko ongelma voi-
daan pelkistid yhden erikoistapauksen ratkaisemiseen, josta yleinen tapaus saadaan
yksinkertaisella muunnoksella. Useammin on ratkaistava kaksi tai useampia eri-
koistapauksia, joista yleinen tapaus saadaan yhdistimdlla. Tdllaisia ovat tyypilli-
sesti esim. “virittdvdat tapaukset” lineaarisissa ongelmissa, ”ddritapaukset” konvek-
seissa ratkaisujoukoissa jne.

7. Monipuolisimmin Polyan taktiikkaa valaiseva teht&vi. lienee ollut
harjoitusten matriisitehtdvd. Sind tarkastettiin ensin erikoistapaus m = 0. Kun
sekddn ei ratkea vdilittomdsti, vihjettd haetaan tapauksesta m = 0,n = 2. Matriisin
kahdesti stokastisuus tulee nyt vahvasti kdyttoon ja johtaa arvaukseen, ettd yleisen
n:n tpauksessa ratkaisuna on vektori (1/n,...,1/n). Tarkastus osoittaa, ettd tamd
on todella yksittdinen ratkaisu. Mutta onko se ainoa ratkaisu? Vastaus on mydn-
tavd, mutta vatkeast: tavoitettava ilman joltisiakin lineaarialgebran tietoja. Tapaus
n = 0 kuitataan analogialla. Ndiiden kahden erikoistapauksen perusteella on helppo
muodostaa kakst virittdvdd ratkaisua, joiden konvekseiden kombinaatioiden joukko
on haettu ratkaisujoukko.
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