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JOHDANTO 1

Johdanto

Lukuteoria klassisessa mielessé késittelee kokonaislukuja koskevia probleemoita. Néiden
tutkiminen vaatii usein siirtymistd laajempiin lukuluokkiin kuten algebrallisiin lukuihin
(esim. v/2 ) tai yleisemmin reaali- ja kompleksilukuihin, missé avautuu itsessifinkin mie-
lenkiintoisia uusia kysymyksia. Téssé kurssissa padpaino on kuitenkin kokonaislukujen "al-
keellisessa" teoriassa.

Lukuteorian problematiikan valottamiseksi tarkastellaan aluksi joitakin tyypillisia kysy-
myksenasetteluita.

a) Multiplikatiiviset probleemat ( jaollisuusominaisuudet, alkuluvut jne.).

1) Alkulukujen jokautuminen. Merkitdan 7(z):114 niiden alkulukujen lukuméérad, jotka
eivat ylitd z:44. Alkulukulauseen mukaan

Tarkempi versio on

7(z) =li(z) + R(x),
missa
odt
o Int
on ns. logaritminen integraali ja R(x) on virhetermi. Virhetermin arvio liittyy matema-
titkan tatd nykya kuuluisimpaan avoimeen probleemaan, ns. Riemannin hypoteesiin. Alun
perin se oli analyyttinen vaittdmaé, joka koski ns. Riemannin zeta-funktion ((s) nollakoh-
tia, mutta se voidaan lausua myos lukuteoreettisesti esimerkiksi hypoteettisena arviona
R(z) = O(2? Inz). Alkulukulause antaa kuvan alkulukujen "globaalisesta" jakautumis-
esta, mutta alkulukujonon "lokaaliset" ominaisuudet, esimerkiksi perdkkéisten alkulukujen
valiset etdisyydet, ovat myos hyvin kiinnostavia. Klassinen avoin probleema koskee alku-

lukukaksosia eli perdkkaisten alkulukujen pareja, joiden erotus on 2 (esimerkiksi (3, 5), (29,
31), (1000000009649, 1000000009651)): onko téllaisia pareja darettémén monta?

li(z) =

testata, onko luku alkuluku? Jalkimmainen tehtava on oleellisesti helpompi! Kesalld 2002
esitettiin polynomiajassa toimiva alkulukutestausalgoritmi (Agrawal, Kayal, Saxena).

3) Tekijoiden lukumddrd: Mikd on lukujen n < z tekijoiden lukumé&éran keskimddrdinen
suuruusluokka ? Vastaus: In x.

b) Additiiviset probleemat.

1) Waringin probleema : luvun N esittdminen muodossa

Tamé on mahdollista kun s = g(k) on sopivasti valittu (riittavén suuri). Esim. ¢(2) = 4
(Lagrange), g(3) =9, g(4) = 19, g(5) = 37, ...
2) Goldbachin probleema: luvun esittdminen alkulukujen summana seuraavasti:

N =p; +p2 (N parillinen),
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N =p; +p2+ p3 (N pariton).

Jalkimmaéisen (ns. terndérisen) probleeman ratkaisi I. M. Vinogradov v. 1937 riittévin
suurille luvun N arvoille, mutta edellinen (ns. binddrinen) probleema on yhé avoin. Chen
Jing-run todisti kuitenkin v. 1973, ettd jokainen riittdvan suuri parillinen luku N voidaan
esittdd muodossa N = p + P, missd p on alkuluku ja luvulla P, on korkeintaan kaksi
alkutekijaa.

3) Kahden nelién summa. P. Fermat todisti (1600-luvulla), ettd jokainen muotoa 4n+ 1
oleva alkuluku p voidaan esittid yksikisitteisesti muodossa p = 22 + 23 (jos ei pideti
erilaisina esityksid, jotka poikkeavat vain jéarjestyksen tai merkkien osalta), kun taas millaan
muotoa 4n — 1 olevalla alkuluvulla ei ole tillaista esitystd. Esimerkiksi 13 = 22 + 3%, mutta
11 # 2% + 22 (minki nikee helposti kokeilemalla).

c) Diofantoksen yhtalot (ts. yhtélot, joille etsitddn kokonaislukuratkaisuja).

1) Lineaarinen yhtilé ax + by + ¢ = 0. Tamén ratkaisuille on tyhjentéva teoria (siséltyy
kurssiin).

2) Pellin yhtilé v* — Ny* = 1. Taydellinen teoria on myos olemassa. Esimerkiksi kun
N = 29, erés ratkaisu on (z,y) = (9801, 1820). Pellin yhtélén teoria siséltyy lukuteorian
jatkokurssiin.

3) Fermat’'n vaittamad: yhtalolla

ei ole ratkaisua, jolle zyz # 0 kun n > 3. Tama oli pitkdan erds matematiikan kuuluisimpia
avoimia probleemoita, kunnes englantilainen Andrew Wiles todisti sen oikeaksi (todistus
julkaistiin v. 1995). Toisaalta yhtélon 22 +y* = 22 ratkaisut (ks. pykéld 4.2) tiesi luultavasti
jo Pythagoras.

4) Catalanin probleema. Luvut 8 = 23 ja 9 = 3% ovat perikkdisii aitoja potensseja (siis
potensseja, joissa eksponentti on vihintaéan 2); onko olemassa muita? Catalanin vaittdméan
mukaan muita ei ole, ja P. Mihailescu todisti dskettéin, ettd néin on todella asian laita.

d) Diofantoksen approksimaatiot (reaalilukujen approksimointi rationaaliluvuilla).
Dirichlet’n approksimaatiolauseen mukaan kaikille luvuille « € R jan € N ={1,2,3,...}
on olemassa rationaaliluku p/q, jolle

1
O<ag<n ja —o < ——,
q < ja  |p/g—al < ey

Erityisesti siis
1
Ip/q— ol < 2

Voidaan osoittaa, ettd télla epayhtalolld on ddrettomén monta ratkaisua p/q tarkalleen
silloin kun « on irrationaalinen. Néihin kysymyksiin paneudutaan jatkokurssissa.

Talla kurssilla N = {1,2,3,...}.
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1 Jaollisuus ja tekijoihinjako

1.1 Jakoalgoritmi ja lukujarjestelmat

Seuraavaan lauseeseen siséltyvé jakoalgoritmi on kokonaislukujen teorian varsinainen kul-
makivi. Symbolit a, b, ¢, ... merkitsevit seuraavassa kokonaislukuja eiké tétéa aina erikseen
toisteta.

Lause 1.1 (Jakoalgoritmi). Olkoon b # 0. Silloin jokaisella kokonaisluvulla a on yksikdsit-
teisesti maaratty esitys
a=qb+r, missd0<r <|bl.

Todistus. Joukko {qb | ¢ € Z} sisdtdd lukusuoran pisteen 0 ja kaikki pisteet siitd lukien
|b|:n vélein kumpaankin suuntaan. Jos kuhunkin néistd luvuista lisitdén luvut 0, 1, ...,
|b| — 1, saadaan kaikki lukusuoran pisteet. Em. esitys on selvisti yksikésitteinen. ]

Luonnollisia lukuja on tapana esittdd muodossa
(1) a=ay+a10+---+a,10", n>0, 0<a; <10, a, >0,

jolloin ag, ai,..., a, ovat luvun a "numerot" kymmenjéarjestelméssa. Tietokoneissa on
luvun 2 potensseihin perustuva binddrijarjestelmé mukavampi. Yleisesti voidaan puhua
luvun a kantaesityksestd kantaluvun k suhteen (tai luvun a esityksestd lukujdrjestelmdssd,
jonka kantaluku on k). Tata koskee seuraava lause.

Lause 1.2. Olkoon k > 1. Silloin jokainen luonnollinen luku a voidaan esittid yksikdsit-
teisesti muodossa

(2) a=ag+ak+---+a,k", n>0, 0<a; <k, a,>0.

Todistus. Osoitetaan induktiolla esityksen olemassaolo. Jos 0 < a < k, niin triviaali esitys
a = a kay; téalloin n = 0. Jos a > k, oletetaan esityksen olemassaolo lukua a pienemmille
luvuille ja kirjoitetaan jakoalgoritmin mukaan

a=qk+r, 0<r<k.

Talloin g < a, joten luvulla ¢ on vaadittu esitys, ja sijoitettuna edelle se antaa esityksen
luvulle a.

Esityksen yksikdsitteisyytta varten tehdaan vastaoletus, etté olisi kaksi erilaista esitysta
(2). Muodostamalla niiden erotus saadaan yhtélo

0= bpk"™ + by k" L4 bk + Do, |bs] <k,

missé b; # 0 ainakin yhdelle indeksille.
Nyt by = bk jollekin b € Z ja |by| < k, joten on oltava b = 0 ja siten by = 0. Té&mén
jalkeen péaatelldan, ettd by = 0,b, = 0,...,b, = 0, mikd on ristiriita. ]
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Merkinta: a = (a,a,_1- - ao)g-

Esimerkki 1.3. Esitetdaéan luku 300 lukujirjestelméssi, jonka kantaluku on a) 2, b) 5, ¢)
10.

a) 300 = 256 + 44 = 28 + 32 4+ 12 = 28 + 25 + 23 4+ 2% = (100101100)s.
b) 300 =5-60=5(5-12) = 5(5(5-2+2)) = 253+ 2. 52 = (2200)s.
¢) 300 = 3-102 = (300)10.

1.2 Jaollisuus, suurin yhteinen tekija ja pienin yhteinen jaettava

Maaritelma 1.4. Sanomme, ettd b on jaollinen a:lla (synonyymeja: a jakaa b:n, a on b:n
tekijd), jos b = ac jollakin kokonaisluvulla c¢. Merkitdan alb. Jos a ei jaa b:td, merkitdén
atb.

Jaollisuus voidaan karakterisoida jakoalgoritmin avulla seuraavasti (todistus helppo).

Lause 1.5. Ehto alb (a # 0) on ekvivalentti sen kanssa, etti lauseen 1.2 esityksessi b =
qga+1 onr=0.

Huomautus 1.6. 1) a|0.

2) alb, blc = alc.

3) alb, c¢|d = ac|bd.
) alb = albc.
) alby, ..., alb, = alciby + - -+ + cpby.
)alby,...,albp_1, atb, = atby+ - +b,.
7)alb, be N=a <b.
8) alb, bla, a,b € N=-a =b.

Maaritelma 1.7. Lukujen aq, ..., a,, joista ainakin yksi on nollasta eroava, suurin yhtei-
nen tekiji (s.y.t.) on suurin kokonaisluku d, joka jakaa jokaisen néisté luvuista. Merkitédén
d = (ay,...,a,). Jos (ay,...,a,) = 1, sanotaan, ettd ay,...,a, ovat keskenddin jaottomia

(tal suhteellisia alkulukuja). Jos (a;,a;) = 1 aina kun ¢ # j, sanotaan, etté ko. luvut ovat
parittain suhteellisia alkulukuja.

Esimerkki 1.8 (Fermat’n luvut). Mééaritelladn
f,=22"+1.

Siis fo = 3, f1 =5, fo = 17, f3 = 257, fy = 65537. Nama ovat kaikki alkulukuja, ja Pierre de
Fermat otaksui, ettd f, olisi aina alkuluku. Euler totesi kuitenkin, ettd f5 = 641-6700417,ja
nykydan otaksutaankin, ettd Fermat'n luvut f, ovat aina yhdistettyjé lukuja, kun n > 5.
Tamé on hyvin vaikea kysymys, mutta yksinkertaisempi asia on osoittaa, etté

(fmafn)zl, kunm#n.
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Tatéd varten oletetaan, ettid n = m + k, k > 1, ja merkitidin a = 2", b = 2™, ¢ = 2*. Silloin
a = bc ja

fo—2=20—1=20_1=(20 4 1)(2blcD) —9be=2) ... L ob ),

Téten f, — 2 = hfy,, missd h € Z. Jos siis d|f,, ja d|f,, niin d|f, — hf, = 2. Néin

Lause 1.9. Lukujen aq,...,a, s.y.t on pienin positivinen luku, joka on muotoa
(3) T1a1 + -+ Tpay.

Todistus. Kun luvut z; kiyvat kaikki kokonaisluvut, on lukujen (3) joukossa positiivisia ja
siis myos pienin positiivinen luku d. Osoitetaan aluksi, etta d|a;. Jakoalgoritmin mukaan

ai:dqmtm, 0<r <d.

Téssé r; = a;—dg; on muotoa (3), koska d on samaa muotoa, joten luvun d minimaalisuuden

nojalla r; = 0 ja siis d|a;. Edelleen on selv, etté jos ¢ on jokin lukujen ay, ..., a, yhteinen
tekija, niin c|d, silld ¢ jakaa (3):n kaikki termit. Téten ¢ < d ja d on tosiaan suurin lukujen
a; yhteisista tekijoista. O

Huomautus 1.10. Joukko M = {xia; + ... + zpa, | ®1,...,2, € Z} on renkaan Z
ihanne. Luku d = (ay,as,...,a,) on lauseen 1.9 mukaan pienin positiivinen luku, joka
kuuluu ihanteeseen M. Selvisti M = (d) (so. alkion d generoima renkaan Z ihanne).

Huomautus 1.11. Edellisen lauseen nojalla ehto (as,...,a,) = 1 on ekvivalentti sen
kanssa, ettd yhtalo a,x; + - - - + a,x, = 1 toteutuu joillakin kokonaisluvuilla x4, ..., z,.

Lauseen 1.9 todistus antaa sivutuloksena seuraavan vaihtoehtoisen maaritelmén s.y.t:lle.
Lause 1.12. Lukujen ay,...,a, S.y.t. on ainoa positiivinen luku d, joka toteuttaa ehdot
(a) dla;, 1=1,...,n,
(b) cla;, i=1,...,n = c|d.

Todistus. Edella todettiin jo, ettd d tayttdd ndmé ehdot ja téllaisia lukuja on siis ainakin
olemassa. Jos myos d’ tdyttdd samat ehdot, niin (b):ssé voidaan valita ¢ = d', joten d'|d.
Symmetrian nojalla d|d’ ja téten d = d'. O

Lause 1.13. i) Jos d > 0, niin (a,b) = d < (%,2) = 1.
i) (a,b) = (a + kb, b).

Todistus. 1) Oletetaan, ettd (a,b) = d. Jos e € N jakaa kokonaisluvut a/d ja b/d, niin de
jakaa luvut a ja b ja siis lauseen 1.12 nojalla luvun d ja néin e = 1. Siis (a/d, b/d) = 1.
Kédntéen, jos kokonaislukujen a/d ja b/d s.y.t. on 1, niin lauseen 1.9 nojalla on olemassa
sellaiset kokonaisluvut x ja y, ettd z(a/d) + y(b/d) = 1 eli za + yb = d. Néin (a,b) < d.
Koska d|a ja d|b, niin (a,b) = d.
ii) Jos b = 0, viite on triviaali. Oletetaan, ettd b # 0. Jos d|b, niin d|a jos ja vain jos
d|a + kb. O

a b
d’d
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Esimerkki 1.14 (Fibonaccin luvut). Maéritelladn rekursiivisesti [y = Fy = 1 ja F,4q =
F,+ F,_1 kun n > 2. Néin saadussa Leonardo Fibonaccin (n. 1170-1250) mééritteleméssé
lukujonossa 1,1,2,3,5,8,13, ... kaksi perdkkaistd lukua ovat aina suhteellisia alkulukuja,
silla

(FnaFn—l):(Fn_Fn—lan—l):(Fn—laFn—2):"':(F27F1):(171):]—'

lauseen 1.13 jalkimméisen kohdan mukaan.

Eukleideen algoritmi: Kahden luvun a ja b s.y.t. voidaan laskea tutulla Eukleideen
algoritmilla. Oletetaan esimerkiksi, ettd a > b > 0. (Tapaus, missd a = 0 tai b = 0 on
muutenkin selvd, ja rajoituksetta voidaan olettaa, ettd a ja b ovat positiivisia, koska (a, b)
el muutu jos a:n tai b:n merkkejd muutetaan). Muodostetaan vihenevéd jono positiivisia
kokonaislukuja rg > r;y > -+ > r, > r,.1 = 0 seuraavalla algoritmilla. Valitaan rqy =
a, r, = b ja kirjoitetaan yleisesti jakoalgoritmin mukaan

rico=rj1q;1+71;, 0<r;<rj1,j=23,...,n+1

Ensimmaéiset kaksi yhtaloa ovat a = bqy + 79, ja b = r2ge + 13. Koska yleisesti on (a,b) =
(a + kb,b), kuten lauseessa 1.13 todettiin, niin d = (a,b) = (a — bqy,b) = (r2,b), eli
(ro,71) = (71, r2). Jatkamalla samoin n&hdéén, ettd d = (rj,rj11), Jj=0,1,...,n. Mutta
koska r,41 = 0, on (rp,7pt1) = 7. Tdten d = r,, mikd onkin Eukleideen algoritmin
varsinainen idea. Liséksi esitys d = ax+ by saadaan kiaymalla 1api laskelmat lopusta alkuun.

Esimerkki 1.15. Lasketaan (252,198):
252=1-198 454
198 = 3- 54 + 36

04 =1-36+ 18
36 =2-18
Siis (252,198) =18 =54 —36=...=4-252 —5-198.

Lause 1.16. Jos kokonaisluvuille a,b ja ¢ on voimassa albc ja (a,b) = 1, niin alc.

Todistus. Koska (a,b) = 1, niin on olemassa sellaiset kokonaisluvut z ja y, ettd ax+by = 1.
Kertomalla puolittain luvulla ¢ saadaan ¢ = cax+cby. Koska albe, niin a jakaa oikean puolen
ja siis myo6s luvun c. ]

Useamman kuin kahden luvun s.y.t. voidaan laskea myos Eukleideen algoritmilla kayt-
tden hyvaksi seuraavaa lausetta.

Lause 1.17. Josn > 3 ja a, # 0, niin

(a1, .. an) = (a1, ..., an2, (An_1,0a,)).

Todistus. Lauseen 1.12 ja huomautuksen 1.6 kohdan 2 nojalla d|(a,_1,a,) jos ja vain jos
d jakaa molemmat luvuista a,_1 ja a,. O
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Esimerkki 1.18. Lasketaan d = (666,405, 48). Eukleideen algoritmia kiyttdmalla tode-
taan, ettd (405,48) = 3, ja koska 3|666, on d = (666, 3) = 3.

Maaritelma 1.19. Nollasta eroavien lukujen aq,...,a, yhteinen jaettava on jokainen
ehdot a;|b tayttava luku b, ja

h=min{b| ab,i=1,....,n,6>0}
on ko. lukujen pienin yhteinen jaettava(p.y.j.). Merkitdén
h = [&1,...,an].

Lause 1.20. Lukujen ay,...,a, p.y.j. on se yksikdsitteisesti madratty luonnollinen luku h,
joka tayttda ehdot

(a) a;|h, i=1,...,n,
(b) a;|b, i=1,...,n=h]|b.

Todistus. Oletetaan, ettd h = [aq,...,a,]. Silloin h > 0 ja (a) pitee. Kohdan (b) osoit-
tamiseksi oletetaan, ettd a;|b, i = 1,2,...,n. Jakoalgoritmin nojalla on olemassa sellaiset
luvut ¢ ja r, ettd b = qgh +r ja 0 <7 < h. Nyt a;|b — gh = r. Koska r < h, niin r = 0. Siis
hlb.

Oletetaan, ettd myos h' € N toteuttaisi ehdot (a) ja (b). Silloin h|h' (valitaan b = A/
lukua h koskevissa ehdoissa (a) ja (b)) ja symmetrian nojalla h'|h, eli b’ = h. O

Seuraavan lauseen (joka on lauseen 1.17 analogia) avulla voidaan askel askeleelta palau-
tua kahden luvun p.y.j:n maarittamiseen.

Lause 1.21. Kunn > 3, nuin

[a, ... an] = a1, .. Gnoz, [an-1, an]].

Todistus. Edellisen lauseen nojalla [a,_1,a,||b jos ja vain jos seké a,_1|b ettd a,|b. O]

1.3 Alkuluvut ja tekijoihinjako

Maaritelma 1.22. Luonnollinen luku p > 1 on alkuluku, jos silla on vain triviaalit tekijét
+1, £p. Jos alkuluku p on luvun a tekija, sanotaan, ettd p on luvun a alkutekija. Alku-
lukujen joukolle kdytetadn merkintda P. Jos a > 1 ja a ei ole alkuluku, niin a on yhdistetty
luku.

Huomautus 1.23. Seuraavassa todistetaan, ettd jokainen luonnollinen luku voidaan esit-
tad (tietyssd mielessd) yksikésitteisesti alkulukujen tulona. Téssé yhteydessé on kéisite "tu-
lo" ymmaérrettiava hieman laajemmin kuin yleensd on tapana. Tulo, jossa ei ole lainkaan
tekijoita, on ns. "tyhjé tulo", ja sen arvoksi sovitaan 1. Tulon, jossa on vain yksi tekijé a,
arvo on a. Padlauseen 1.27 todistusta varten tarvitaan kaksi apulausetta.
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Lemma 1.24. Jokainen luonnollinen luku voidaan esittid alkulukujen tulona.

Todistus. Luku 1 voidaan triviaalisti esittda alkulukujen tulona huomautuksen 1.23 mie-
lessa. Tehddan induktio-oletus, ettd lukua n > 2 pienemmét luvut voidaan esittdd talla
tavalla. Sama péatee luvulle n, ainakin jos se on alkuluku. Muuten n = ab on yhdistetty
luku ja 1 < a,b < n. Induktio-oletuksen nojalla a ja b voidaan esittdéd alkulukujen tulona,
ja sama patee silloin luvulle n = ab. O

Lemma 1.25. Jos p on alkuluku, a,b € Z ja plab, niin pla tai p|b.

Todistus. Riittda osoittaa, ettd jos p 1 a niin p|b. Luku (a,p) on joko 1 tai p, koska se on
luvun p positiivinen tekija. Mutta jalkimmainen mahdollisuus ei kay, silla silloin p olisi
luvun a tekiji. Koska nyt (a,p) = 1 ja plab, niin lauseen 1.16 mukaan p|b. O

Seuraus 1.26. Jos p on alkuluku ja pla; - - - a,, niin p jakaa ainakin yhden luvuista a;.

Lause 1.27 (Aritmetiikan peruslause). Jokainen luonnollinen luku voidaan esittid yk-
sikasitteisesti (tekijoiden jarjestystd lukuunottamatta) alkulukujen tulona.

Todistus. Lemman 1.24 mukaan jokainen luonnollinen luku voidaan esittda alkulukujen
tulona, kenties usealla tavalla. Jos on olemassa luonnollisia lukuja, joilla on oleellisesti
erilaisia esityksid, on niiden joukossa pienin luku n. Olkoot

n=PpP1-Pr=4q1"""(gs

sen kaksi erilaista alkutekijdesitystda. Lemman 1.25 seurauksen mukaan p; jakaa jonkin
alkuluvuista ¢;, esim. luvun ¢;. Koska ¢, on alkuluku, on vélttamétta p; = ¢;. Silloin luvulla
P2 - - - Pr, joka on pienempi kuin n, olisi kaksi erilaista esitysta alkutekijoiden tulona, mutta
tdmé on vastoin luvun n valintaa. Néin on lause todistettu. ]

Luvun n esityksessa alkulukujen tulona voi sama alkuluku esiintya useita kertoja, esim.
72=2-2-2-3-3. Kokoamalla yhteen useammankertaiset alkutekijat paadytdian seuraa-
van maaritelmén mukaiseen standardiesitykseen, joka on lauseen 1.27 mukaan oleellisesti
yksikésitteinen.

Esimerkki 1.28 (Eratostheneen seula). Alkulukujen luetteloimiseen on olemassa jo antii-
kin ajoilta tunnettu yksinkertainen menetelmé, Eratostheneen seula. Asetetaan tehtavaksi
loytaa kaikki alkuluvut lukujen 2, 3,..., n joukosta. Kirjoitetaan luettelo néisté luvuista
ja pyyhitdan aluksi pois kaikki (alku)luvun 2 aidot monikerrat eli siis luvut 4, 6, ... Luku
2 jaa pyyhkimétta, ja seuraava pyyhkiméton luku on 3. Poistetaan sen aidot monikerrat,
ja jatketaan samoin siirtymaélld joka vaiheessa seuraavaan pyyhkiméttoméén lukuun (niin
kauan kuin niitd riittdd), jonka aidot monikerrat poistetaan. Jéljelle jadvit luvut ovat
tarkalleen kaikki alkuluvut, jotka eivat ylitd lukua n, silld ensinndkéan mikaan alkuluku ei
tule pyyhityksi, koska sill ei ole itsedén pienempéa ei-triviaalia tekijaé, ja toiseksi jokaisella
yhdistetylla luvulla on itseddn pienempi alkutekijd, jonka aitona monikertana ko. luku
poistuu kuvasta. Liséksi huomataan, ettd koska jokaisella yhdistetylld luvulla m < n on
alkutekija p < y/n, viimeinen mahdollinen luku, jonka aitoja monikertoja tarvitsee pyyhkia,
on korkeintaan +/n. Siis esimerkiksi haluttaessa luetteloida kaikki miljoonaa pienemmét
alkuluvut riittaa pyyhkiéa pois kaikki tuhatta pienempien alkulukujen aidot monikerrat.
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Maaritelma 1.29. Kokonaisluvun n # 0, +1 esitystd muodossa
(4) no=dpit -,

missa luvut p; ovat erisuuria alkulukuja ja luvut a; luonnollisia lukuja, sanotaan luvun n
kanoniseksi esitykseksi.

JospePjaneZ)\ {0}, merkitdin

(n) = a;, jos luvulla n on kanoninen esitys (4) ja p = p;,
1 0, josn==l.

Luonnollisille luvuille a ja b ovat selvisti voimassa kaavat

(5) vp(ab) = vy(a) + v,(b),

(6) alb <= v,(a) < v,(b) kaikille p € P,

(7) vp((a, b)) = min{u,(a), vp(b)}

(8) vp(la, b)) = max{v,(a), vp(b)}.

Kaavat (7) ja (8) yleistyvét luonnollisella tavalla my6s useammalle kuin kahdelle luvulle.
Helposti nahdéaan, etta jos aq, ..., a, ovat luonnollisia lukuja, niin

9) lay,...,a, =a1---ay,

tarkalleen silloin, kun ko. luvut ovat parittain suhteellisia alkulukuja.
Yhtaloista (5), (7) ja (8) seuraa, etté jos a ja b ovat luonnollisia lukuja, niin

(a,5)[a, 8] = ab,
silld yleisesti max{«, 5} + min{a, 5} = o + .
Lause 1.30. Alkulukuja on ddrettomdn monta.

Todistus. 1 (Eukleides). Tehd&én vastaoletus, ettd alkulukuja on vain &dérellinen méaré:
D1, P2,..., Dn. Tarkastellaan lukua

k=pip2---pn+ 1.

Koska alkulukuja on joka tapauksessa olemassa, on k& > 1. Télloin luvulla £ on ainakin
yksi alkutekijé, jonka taytyy vastaoletuksen nojalla olla jokin em. alkuluvuista p;. Mutta
jos p;|k, niin p;|1, mikd on mahdotonta. ]
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Todistus. 2 (Euler). Olkoon p mielivaltainen alkuluku. Silloin

— :1—|—p71—|—p72+...
L-p
Annetaan luvun p kiyda téssé kaikki alkuluvut, jotka eivit ylitd jotakin lukua k. Oikealla
puolella olevat sarjat suppenevat itseisesti ja voidaan siis kertoa keskendédn termeittiin,
jolloin saadaan muotoa
(o) = ()

olevia termejd, missd n* kdy (tarkalleen kerran!) kaikki luonnolliset luvut, joiden alkute-
kijoistd mikdan ei ylitd lukua k. Paattely perustuu aritmetiikan peruslauseeseen. Nain
saadaan yhtélo

1 1
10 [1 _ ,
( ) 1— pfl n*
p<k,peP n*

Tasséd n* kiy ainakin kaikki luonnolliset luvut, jotka eivat ylitd lukua £, joten

(1) [[ =2, zuk

p<k,pEP n<k

silld analyysista tiedetdén, etta kaikille k£ € N patee

1 1 "1 M 1 1

12 —4+...+-< —dt=Ink < —dt <14+ -+...+—.

( ) 2 k — [ t - [ t - 2 k
Jos alkulukuja olisi vain dérellinen méérd, pysyisi (11):n vasen puoli muuttumattomana
kun k ylittdd suurimman niistd, mutta toisaalta oikea puoli lahestyisi déretonta. Téaten
alkulukuja on oltava ddreton maara. [

Todistus. 3. On olemassa luonnollisten lukujen jonoja {a,}> ;, joilla on se ominaisuus, etta
a, > 1 kaikilla indekseilla n ja (@, a,) = 1, kun m # n; erés esimerkki on Fermat'n lukujen
fn = 22" +1 jono (kts. § 1.2). Luvun a; alkutekijdiné esiintyvit alkuluvut eivit voi tulla
kiayttoon mychempien lukujen a,, tekijoina. Toistamalla sama péaattely lukuihin as, as, . ..
niahden huomataan, etta joka vaiheessa tarvitaan uusia alkulukuja, joiden varaston taytyy
taten olla ehtymaéaton. n

Jatkamalla hieman toisen todistuksen tarkasteluja paitellddn seuraava lausetta 1.30
kvantitatiivisempi tulos.

Lause 1.31. Sarja Zpewi hajaantuu.

Todistus. Viite seuraa, kun osoitetaan, ettd on olemassa sellainen vakio C', ettéd kaikilla
k > 2 pétee

(13) > N e)

p<k,peP p
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Téamén todistamiseksi otetaan logaritmit (11):sta puolittain. Vasemman puolen logaritmin
laskemiseksi otetaan huomioon, etta

1 1 1
CI(l— )< 4=
( p) p P
(miké nihddén helposti toteamalla, ettd funktio f(z) = In(1 + z) — = + 2% on vihenevi

valilla [—%, 0]) ja ettd sarja pr_2 suppenee. ]

1.4 Lukuteoreettisista funktioista

Kuvauksia f : N — C sanotaan lukuteoreettisiksi funktioiksi. Ndiden joukossa voidaan
médritelld erilaisia bindérisia operaatioita, mm. summa f + g ja tulo fg seuraavasti:

(f+9)(n)=fn)+g(n),  (fg9)(n) = fln)g(n).
Naiden liséksi méaritellaan vield toisenlainen "kertolasku" seuraavasti.
Maaritelma 1.32. Lukuteoreettisten funktioiden f ja g (Dirichlet'n) konvoluutio on funk-
tio
(14) (fxg)n)= Y f(d)g(n/d).
d|n,d>0

Sovitaan, ettd jatkossa edellisen kaltaisessa summassa ehto d > 0 voidaan jattaé kir-
joittamatta ja summaus silti ulotetaan koskemaan vain luvun n positiivisia tekijoita.

Esimerkki 1.33. Mairitellaan
E(n)=1 VYneN,

Eo(n) 1, kunn =1,
n) =
0 0, kun n > 1.

Lasketaan néiden konvoluutiot mielivaltaisen lukuteoreettisen funktion f kanssa. Maari-
telmén mukaan saadaan
=> f(@

dn
(Eo* f)(n) = f(n).

Lause 1.34. Lukuteoreettisten funktioiden joukko on operaatiothin + ja * ("konvoluutio-
kertolasku") ndhden kommutatiivinen rengas, jossa on ykkésalkio Ey.

Todistus. Lukuteoreettiset funktiot muodostavat selvésti Abelin ryhmén yhteenlaskun suh-
teen; nolla-alkiona on "nollafunktio" fo(n) = 0.
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Kommutatiivilaki f * g = ¢g % f néhdédén oikeaksi kirjoittamalla (14) symmetriseen

muotoon
(fxg)(n)=Y_ fla)g

ab=n

Distributiivilaki f % (¢ + h) = f * g + f * h on helppo verifioida suoraan laskemalla.
Assosiatiivilain f x (g x h) = (f % ¢g) * h todistusta varten merkitdan A = g * h. Silloin

(fx(g=h)(n) = (f*xA)n) = fla)A(d

ad=n

=3 f@) Y gh(e) = 3 fla)gb)h(c)

ad=n be=d abc=n

Tamé& on symmetrinen f:n, g:n ja hn suhteen. Soveltamalla téata kaavaa funktioon (f*g)xh
= h* (f % g) saadaan sama tulos vain eri merkinnoin.

Edellisessa esimerkissa todettiin jo, ettd Ey * f = f, ja kommutatiivilain mukaan on
silloin my0s f * Ey = f, joten Ey on ykkosalkio konvoluutiotuloon néhden. O]

Huomautus 1.35. Voidaan todistaa, ettd f:11a on kddnteisalkio g konvoluutioon nahden,
jos ja vain jos f(1) # 0. Téllsin siis f x g = g * f = Fy. Voidaan kirjoittaa g = f~!, mitéi
el tietenkiaéan pida sekoittaa funktion 1/f(n) kanssa. Funktio g madraytyy induktiivisesti
yhtaloista

:——Zg f(n/d) (n>1),

d<n

kuten ndhdaén suoraan ehdosta g % f = Ej.
Maaritellaan seuraavaksi erditéd tarkeitd lukuteoreettisten funktioiden luokkia.

Maaritelma 1.36. Lukuteoreettinen funktio f, joka ei ole identtisesti nollafunktio, on
multiplikatiivinen, jos

(15) f(mn) = f(m)f(n) aina kun (m,n) = 1.

ja tdydellisesti multiplikatiivinen, jos ehto f(mn) = f(m)f(n) pitee aina. Vastaavasti f
(joka saa olla identtisesti nolla) on additiivinen, jos

(16) f(mn) = f(m)+ f(n)  aina kun (m,n) =1,
ja taydellisesti addititvinen jos f(mn) = f(m) + f(n) aina.
Otetaan kiayttoon merkintd M multiplikatiivisten funktioiden joukolle.

Huomautus 1.37. Jos f € M, niin f(1) = 1. Ensiksikin f(1) # 0, silld muuten olisi aina
f(n) = f(1-n) = f(1)f(n) = 0 vastoin oletusta, ettd f ei ole identtisesti nolla. Téten
yhtalostd f(1) = f(1-1) = f(1)f(1) voidaan paatella, ettd f(1) = 1.
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Esimerkki 1.38. Yksinkertaisia esimerkkeja taydellisesti multiplikatiivisista funktioista
ovat E ja Ey. Myos funktio N,(n) = n® on téydellisesti multiplikatiivinen. Luvun n eri-
laisten alkutekijoiden lukuméérd w(n) on additiivinen ja luvun n kaikkien alkutekijoiden
lukuméaérd Q(n) on tdydellisesti additiivinen funktio. Jos

(17) n=pipyt s p
on luvun n kanoninen esitys, niin
w(n) =r, Qn)=a1+as+---+ a,.

Tapauksessa n = 1 néiden yhtéloiden tulkinta on w(1) = Q(1) = 0. Funktio w(n) ei ole
taydellisesti additiivinen, silla esim. w(12) =2 # w(2) + w(6) = 3.

Lause 1.39. Jos f € M ja luvulla n on kanoninen esitys (17), niin

(18) fo) =] &)

Kadntaen, jos funktiolla f on muotoa (18) oleva esitys ja f(1) = 1, on f multiplikatiivinen.

Todistus. Multiplikatiivisuuden mééritelmén ehdosta (15) seuraa helposti induktiolla ylei-
sempi yhtélo
flung - ni) = f(m) f(n2) - f (),

jos oletetaan, ettd luvut n; ovat parittain suhteellisia alkulukuja. Tasta seuraa valittomasti
véite (18). Lauseen kddnteisen puolen todistus on ilmeinen suoraan multiplikatiivisuuden
méaritelmén perusteella. Koska f(1) = 1, niin f ei voi olla nollafunktio. [

Lause 1.40. Jos f,g € M, niin fxg € M.

Todistus. Merkitdaan h = f * g. Olkoon (m,n) = 1. Silloin
Z f(d)g(mn/d).
dlmn

Koska (m,n) = 1, luku d = ab kiiy luvun mn positiiviset tekijat kun a kiy luvun m
positiiviset tekijét ja b kily luvun n positiiviset tekijét. Lisdksi (a,b) = 1 ja (m/a,n/b) = 1.
Sijoittamalla tdma luvun d esitys edelliseen kaavaan ja kiyttdmalld hyviksi funktioiden f

ja g multiplikatiivisuutta saadaan
Y. D flabyg(mn/ab)

alm,a>0 b|n,b>0

=Y fla)f(b)g(m/a)g(n/b)

alm bln

Zf g(m/a)) Zf g(n/b))

Zh( )h(n),
joten h € M. ]
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Lause 1.41. (M, %) on Abelin ryhmd, jonka ykkésalkio on Ey.

Todistus. Edellisen lauseen mukaan M on suljettu konvoluutioon ndhden. Konvoluutio-
kertolaskun kommutatiivisuus ja assosiatiivisuus todettiin jo lauseessa 1.34 samoin kuin
funktion Fy ykkosalkio-ominaisuus. Koska lisdksi f(1) = 1 # 0, kun f € M, on kdédnteis-
alkio f~! (lukuteoreettisten funktioiden muodostamassa renkaassa) huomautuksen 1.35
mukaan olemassa. Kuitenkaan ei ole heti selviii, ettd f~! € M, vaan tdmai pitdi todistaa.
Huomautuksen 1.35 nojalla f~*(1) = 1.

Maééritelliéin funktio g ehdoilla g(1) = 1, g(p®) = f~'(p?), kun p € P jaa € N ja

yleisesti
,

gips - p) = [ e,

i=1
Lauseen 1.39 nojalla g € M. Silloin f *x g € M ja

(f+9)0") = Fd)gp/d) =D f(d) [ (p*/d) = (f * FH)(") = Ea(p®).
dlp® dlp®

Koska nyt multiplikatiiviset funktiot f % g ja Ey ovat samat alkulukupotensseilla, ne ovat
samat muutenkin. Téiten f~! = g € M, kuten viitettiin. ]

Lause 1.42. Jos funktio f € M ja
=Y f(d)
dln

niin g € M. Jos luvulla n on kanoninen esitys (17), niin

r

gn) = [T+ Fl) + -+ + F(p})).

i=1

Todistus. Koska g = f x F, missa f ja E ovat multiplikatiivisia, on ¢ lauseen 1.40 mukaan
multiplikatiivinen. Funktion g(n) tuloesitys seuraa nyt kaavasta (18), koska g(p*) = 1 +

fp)+ -+ f(0"). O
Lause 1.43. Funktio
> d

d|n,d>0
on multiplikatitvinen. Erityisesti funktiot

o(n) = luvun n positivisten tekijoiden lukumdadrd,

o
o(n) = o1(n) = luvun n positiivisten tekijoiden summa
ovat multiplikatiivisia. Lisdksi

(19) din)= (a1 +1)--(a, + 1),
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jos luvulla n on kanoninen esitys (17), ja jos o # 0, niin

a\vp(n)+1 _
(20) oy = T ¥

a—1
p|n,peP p

Todistus. Funktion o, multiplikatiivisuus ndhdédéan valitsemalla edellisessa lauseessa f =
N, . Kaava (19) seuraa kaavasta (18), kun otetaan huomioon, ettd d(p*) = k + 1; luvun
p* tekijoitihin on k + 1 kappaletta, nimittiin 1, p,..., pF. Kaava (20) nihdiin samoin
kirjoittamalla naiden lukujen a:nsien potenssien summa "suljetussa muodossa". O

Maairitelma 1.44. Luonnollinen luku on neliovapaa, jos sen ainoa neliotekijé on 1.

Huomautus 1.45. Toinen karakterisointi luvun n > 1 neliévapaudelle on ehto a; = - - - =
a, = 1 sen kanonisessa esityksessa (17).

Maaritelma 1.46. Mdbiuksen funktio on lukuteoreettinen funktio

(—1)*™ jos n on nelibvapaa,
p(n) = .
0 muulloin,

ja Liouvillen funktio on
An) = (—1)%m,

Suoraan maéritelmien perusteella voidaan helposti verifioida seuraava

Lause 1.47. Mobiuksen funktio on multiplikatiivinen ja Liouvillen funktio tdydellisesti
multiplikatiivinen.

Lause 1.48. ux E' = Ey, ts.

1) > ) = {1’ o

a 0, josn > 1.

FEdelleen

1, jos n on nelio,
(22) > Ad) = {

0, muulloin.
dn

Todistus. Molemmat viitteet ovat selvid, jos n = 1. Oletetaan, ettd n > 1 ja ettd n on
kuten kaavassa (17). Lauseen 1.42 nojalla

T T

dould) =TT+ u) +p@f) + ..+ ) =[Ja -1 =0
dln

im1 i=1
ja
T

DM =[]+ M)+ M)+ M) = [JA-1+1— .+ (=1)*),

dn i=1 i=1

joka on 1 jos ja vain jos kaikki luvut a; ovat parillisia (eli n on nelid), ja muuten 0. O
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Huomautus 1.49. Edellisen mukaan funktiolla y on konvoluutioon ndhden ki#nteisalkio
E=u"t

Lause 1.50 (Mobiuksen inversiokaava). Lukuteoreettisille funktioille f ja g ovat seuraavat
relaatiot ekvivalentit:
= g(d) kaikillan € N,

dln

= f(d)p(n/d) kaikillan € N
d|n

Todistus. Huomautuksen 1.49 mukaan on
f=gxE<=g=[fxE"'=fxp,
miks todistaa vaitteen. O]

Maaritelma 1.51. Eulerin funktio p(n) merkitsee niiden luonnollisten lukujen m < n
lukumééaraa, joille (m,n) = 1.

Lauseen 2.12 nojalla ¢ € M. Jos p € P ja k € N, niin selviisti p(p*) = p* — p*! ja

nain funktiolle ¢ saadaan kaava

(23) olm) =n [0 — Hp - 1),

jos luvulla n on kanoninen esitys (17).
Koska € M ja Ny € M, niin ux N; € M. Jos p € P ja k € N, niin

(e x N)(P*) = p* =" = 0(p"),
miké osoittaa, etté
@ = * Ny.

Kertomalla konvoluutiomielessd molemmat puolet funktiolla E saadaan
exE=puxNyxE=(u*FE)x Ny = Nj.
Nain on todistettu seuraava lause.

Lause 1.52. px E = Ny eli

> pld) =

din
kaikilla n € N. ]
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Téahan yhteyteen sopii vield kaksi analyyttista tulosta, jotka valaisevat luonnollisten
lukujen ominaisuuksia statistiselta kannalta. Tarkastellaan summafunktioiden

D(x) =Y _d(n),

n<zx

Q@) =3 1)
n<x
kayttaytymistd kun x — oo.

Summan D(z) tutkiminen on geometrisesti katsottuna esimerkki ns. verkkopisteprob-
leemoista. Verkkopisteeksi sanotaan tason (tai yleisemmin R™:mn) pistettd, jonka koordi-
naatit ovat kokonaislukuja. Nyt d(n) on niiden luonnollisten lukujen muodostamien parien
(u,v) lukumé&éra, joille uv = n, joten D(x) merkitsee verkkopisteiden lukuméérda siiné
alueessa, jonka koordinaattiakselit ja hyperbeli uv = x rajoittavat uv-tason ensimmaiseen
neljannekseen.

Summa () puolestaan merkitsee niiden neliévapaiden lukujen lukumééraé, jotka eivéit
ylita lukua x.

Olkoon f(z) positiiviarvoinen funktio. Kaavoissa esiintyva merkintd O( f(z)) tarkoittaa,
ettd on olemassa sellainen funktio g(z), joka voidaan sijoittaa sen paikalle ja joka toteuttaa
ehdon |g(z)| < Cf(x) kaikille x > x¢, kun vakiot z ja C' on valittu sopivasti.

Lause 1.53. D(x) = zIlnxz + O(x).

Todistus. Kun d(n) tulkitaan edell esitetylla tavalla ja x > 1, saadaan kaavan (12) nojalla
(misséd | x| tarkoittaa suurinta kokonaislukua, joka on enintdén luvun x suuruinen)

T T 1
(x) Zl ZLUJ_ZU xz u_x(l—i—ln{xj)_xlnx—i—x,
w<z u<lzx u<zx u<|z|
ja toisaalta
1 lel+1 v
D(z) > ; <§ - 1) > —r+uw ;J " > —m—l—x/l gdt > —az—i—x/l Edt =zlnzr—u,

joista vaite ndhdaan. ]

Kun s > 1, maéritelldén Riemannin zeta-funktio yhtalolla

()=~

ns’
n=1

Kun tdméa méaritelmé laajennetaan kompleksiluvuille, paddytadn funktioteoreettiseen Rie-
mannin zeta-funktioon, joka nayttelee keskeistd osaa ns. analyyttisesséa lukuteoriassa.

Lause 1.54. Q(x) = ((2)"'z + O(/x).
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Todistus. Todetaan aluksi, etta

(24) pi(n) =Y p(d).

d?|n

Jos ensinnédkin n on neliovapaa, kiy d vain luvun 1, ja yhtalo patee muodossa 1 = 1.
Muuten n = hk?, missi h on neliévapaa ja k > 1, ja d kily nyt luvun k positiiviset tekijit.
Talloin yhtalon (24) oikea puoli on 0 lauseen 1.48 nojalla, ja vasen puoli on myos 0, koska
n ei ole neliGvapaa.

Yhtéalon (24) mukaan

Q) =Y uld) = Y ud Y 1= uld)( +O0(1).

n<z d?|n A<z n<x d<\/z
d?|n

Téassd merkintd O(1) tarkoittaa, ettd sen paikalle voidaan kirjoittaa funktio f(x), jolle
patee |f(z)] < C kaikille z > xy (misséd zo ja C' ovat sopivia vakioita). Edelleen

1(d) 2 u(d) 1 — A(d)
Qz) = xdm 5 tOWr) == (d1 T O<ﬁ)> +0(Vr) = x; 5 o).

Téasséd on kaytetty hyvéksi arviota

w(d) 1 1 /001 1 1 2
Z 2 _ZdQ_:c+ 2 x+\/5_\/5 (z=1)

d>+\/z d>+\/z Ve

Kayttamalla hyvaksi itseisesti suppenevien sarjojen kertomista ja lausetta 1.48 nahdaén,
etta jos s > 1, niin

01 o= u(d > d > 1
Z;Z“fls)—ZZ@))S—;E;M—L

c=1 d=1 n=1 cd=n
joten funktiolle Q(z) saadussa viimeisessi lausekkeessa oleva summa on ¢(2)7!. O

Huomautus 1.55. Voidaan osoittaa, ettd ((2) = 72/6. Siis Q(z) = (6/7%)z + O(\/x).
Koska 6/7% = 0.6079..., voidaan sanoa, etti satunnaisesti valittu luonnollinen luku on
neliGvapaa noin 61:n prosentin todennakoisyydella.

2 Jaannosluokkarenkaat ja kongruenssit

2.1 Jaannosluokkarengas 7,

Maaritelma 2.1. Olkoon n € N ja a, b € Z. Sanotaan, ettd a on kongruentti b:n kanssa
modulo n, jos n|la — b. T&lloin merkitdén a = b (mod n) tai a = b (n), ja sanotaan, etta
n on ko. kongruenssin moduli. Jos n { a — b, sanotaan, ettd a ja b ovat epikongruentteja
modulo n ja merkitdén a #Z b (mod n).
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Huomautus 2.2. Kongruenssi on ekvivalenssirelaatio, ts. se toteuttaa ehdot 1) a
(mod n), 2) jos a = b (mod n), niin b = a (mod n), ja 3) jos a = b (mod n), b
(mod n), niin @ = ¢ (mod n).

o

Huomautus 2.3. Kongruensseja voidaan laskea yhteen ja kertoa puolittain:
a=b(n), c=d(n)=a+c=b+d (n), ac=bd (n).

Ensimmaéinen viite seuraa suoraan madritelmastéa; jalkimmainen nadhdaéin toteamalla, etté
ac = be (mod n) ja be = bd (mod n), ja kiyttdmalld edellisen huomautuksen kohtaa 3).

Lause 2.4. Olkoon P(x1,...,xx) kokonaiskertoiminen polynomi ja a; = b; (mod n), i =
1,... k. Silloin
P(ay,...,a) = P(by,...,by) (mod n).

Todistus. Sovelletaan toistuvasti edellisen huomautuksen saantoja. [

Seuraava yksinkertainen lause on jatkon kannalta avainasemassa.
Lause 2.5. Jos (a,n) =1, niin on olemassa sellainen a' € Z, ettd aa’ =1 (mod n).

Todistus. Lauseen 1.9 nojalla on olemassa sellaiset kokonaisluvut z; ja zs, ettd x1a+xon =
1. Luvuksi @’ voidaan valita z;. H

Huomautus 2.6. Jos my6s aa” =1 (mod n), niin o’ = d’'aa” = a” (mod n).
Seuraus 2.7. Jos ac = bc (mod n) ja (¢,n) =1, nitn a = b (mod n).

Todistus. Edellisen lauseen nojalla on olemassa sellainen ¢, ettd ¢’ = 1 (mod n). Viite
seuraa, kun oletus kerrotaan puolittain luvulla ¢ [

Lause 2.8. Jos ac = bc (mod n) ja d = (¢,n), niin a =b (mod n/d).

Todistus. Lauseen oletuksen mukaan on luku ac — be = kn jollakin kokonaisluvulla k. Kun
tamé yhtalo jaetaan puolittain luvulla d, saadaan (¢/d)(a — b) = k(n/d). Koska lauseen
1.13 mukaan on (¢/d,n/d) = 1, téstd seuraa, ettd (n/d)|a — b, mikd merkitsee samaa kuin
lauseen viite. O

Luvun a méadrdama jadnnosluokka (mod n) on joukko {x € Z | x = a (mod n)},
jolle kdytetadn merkintad @. Usein luvun a yldpuolinen viiva myos jatetdan merkitsematta.
Jokainen kokonaisluku = kuuluu (jakoalgoritmin nojalla) tarkalleen yhteen jaénnosluokista
0,1,...,n— 1, janiiden n eri jasinnosluokan muodostama joukko Z, on kommutatiivinen
rengas, kun yhteenlasku mééritelldin ehdolla @+ b = a + b ja tulo ehdolla @b = ab. Namé
operaatiot ovat hyvinmaériteltyja huomautuksen 2.3 nojalla. Jos kustakin jaannosluokasta
valitaan yksi alkio, saadaan jaannosluokkien edustajisto. Esimerkiksi luvut 0, 1, ..., n—1
muodostavat jaannoluokkien modulo n edustajiston. Téllaiselle joukolle kidytetdan usein
myos toista nimitysta.
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Maaritelma 2.9. Lukujoukko, joka muodostaa jadnnosluokkien (mod n) edustajiston, on
taydellinen jadnnossysteems (t.j.s.) modulo n.

Huomautus 2.10. Lukujoukko on selvisti t.j.s. (mod n) silloin ja vain silloin kun seu-

raavat ehdot ovat voimassa: 1) lukuja on n kappaletta, ja 2) luvut ovat epakongruentteja
(mod n).

Esimerkki 2.11. 1) Edelld néhtiin jo, etté joukko {0,1,...,n—1} on t.j.s. (mod n). Naméa
luvut ovat ns. pienimmét ei-negatiiviset jadnnodkset modulo n.

2) Jos n on pariton, muodostavat luvut m, joille |m| < n/2, t.j.sm (mod n). Namé luvut
ovat ns. itseisesti pienimmat jadnnokset modulo n. Jos n on parillinen, pitdéa ottaa

mukaan jompikumpi luvuista £+n/2.
3) {6, 13, 100, -11, 27} on t.j.s. (mod 5).

Annetusta t.j.s:std voidaan muodostaa uusia seuraavalla tavalla.

Lause 2.12. Jos (k,n) = 1, h € Z ja a kdy t.j.s:n (mod n), niin samoin kiy h + ka.
Erityisesty lukujoukko

(25) h, h+k, , h+2k,...., h+(n—1)k

on t.j.s. (modn).

Todistus. Jos h + ka; = h + kay (mod n), missé a; ja ag kuuluvat annettuun systeemiin,
niin a; = ay (mod n) (luvulla & voitiin jakaa, koska (k,n) = 1). Taten a; = ao, silld luvut
a ovat epakongruentteja. Nahdaan siis, ettd luvut h + ka ovat epidkongruentteja. Koska
niita on lisdksi yhtd monta kuin lukuja a eli n kpl, ne muodostavat t.j.s:n (mod n) lauseen

2.10 nojalla. Joukko (25) saadaan erikoistapauksena antamalla luvun a kiyda luvut 0, 1,
e,n—1. 0

Lause 2.13. Jos m,n € N ja (m,n) =1, niin
p(mn) = p(m)p(n).

Todistus. Annetut kaksi kokonaislukua (joista ainakin toisen oletetaan poikkeavan nollas-
ta) ovat suhteellisia alkulukuja tarkalleen silloin, kun niilld ei ole yhtdéan yhteista alkutek-
jjad. Néin (a,mn) = 1 jos ja vain jos (a,m) = (a,n) = 1.

Kirjoitetaan luvut 1,2, ..., mn kaavioon
1 2 ... T ... m
m+1 m+4+2 ... m+4+1i ... 2m
2m + 1 2m+2 ... 2m+1 ... 3m
m=1m+1 (n—1)m+2 ... (n—1)m+i ... nm.

Sarakkeen i luku on suhteellinen alkuluku luvun m kanssa jos ja vain jos (i, m) = 1; olkoon i
jokin néistd ¢(m) luvusta. Ko. sarakkeen luvut muodostavat edellisen lauseen nojalla t.j.s:n
(modn), joten niiden joukossa on tarkalleen p(n) lukua, jotka ovat suhteellisia alkulukuja
myos luvun n kanssa. O
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Edelld on tarkasteltu miten kongruensseista tietyn saman modulin suhteen voidaan
johtaa uusia kongruensseja. Seuraava lause koskee péinvastaista tilannetta: kongruentit
luvut ovat samat mutta modulit erilaisia.

Lause 2.14. Josa=b (mod n;), i =1,...,m, niin
a=b (mod [ng,...,nyl).

Todistus. Oletuksen mukaan n;|la — b, joten a — b on lukujen n; erds yhteinen jaettava ja
siis jaollinen niiden p.y.j:114. O]

Seuraus 2.15. Josa =b (mod n;), i = 1,...,m, missd luvut n; ovat parittain suhteellisia
alkulukuja, niin
a=b (modng---ny).

Todistus. Lukuja n; koskevasta oletuksesta seuraa, etté niiden p.y.j. on yhtd kuin niiden
tulo (kaavan (9) nojalla). O

Jaollisuussaantoja. Kongruenssien avulla voidaan helposti johtaa sdantoja, joiden avul-
la voidaan jakolaskua suorittamatta selvittdéd, onko jokin luku a jaollinen annetulla luvulla
n. Oletetaan tunnetuksi a:n esitys jossakin lukujérjestelméssé, esimerkiksi kymmenjar-
jestelméssé. Siis a = (agag_1 - ..ag)1p eli
(26) a=ag+a; 10+ -+ a,10".
Johdetaan saannot tapauksissa n =3, 9, ja 11. Merkitaan

k k

So(a) = Z a;, Si(a) = Z(—l)iai.

i=0 i=0
Saannot ovat seuraavat:
(i) 3|la <= 3|So(a),
(if) 9a <= 9[So(a),
(ifi) 11]a < 11]5(a).

Esimerkiksi luvulle a = 4127835 on Sy(a) = 30 ja Si(a) = 8. Siten 3|a, 9 1 a, 11 1 a.
Luvulle a = 723160823 on Si(a) = 22 ja siis 11]a.
Saantojen (i) - (iii) todistamiseksi sovelletaan (26):ssé kongruensseja

10=1 (mod3), 10=1 (mod9), 10=-1 (mod 11),
jolloin saadaan
a = Sp(a) (mod 3), a=Sp(a) (mod9), a=S5i(a) (mod11).

Viitteet seuraavat helposti naistd kongruensseista. Huomattakoon, ettd em. jaollisuussaan-
t0ja voidaan myos iteroida, ts. soveltaa samaa sdantod uudestaan lukuihin

Si(a), Si(Si(a)),. ..

jotka kaikki ovat kongruentteja a:n kanssa vastaavasti 3:n, 9:n tai 11:n suhteen.
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2.2 Alkuluokkaryhma Z;

Maaritelma 2.16. Jadnnosluokka (mod n) on alkuluokka (mod n), jos sen sisaltamét
luvut ovat suhteellisia alkulukuja luvun n kanssa. Alkuluokkien edustajisto on supistettu
jadanndssysteemi (s.j.s.) (mod n).

Koska (a + kn,n) = (a,n), on edellinen maaritelma jarkeva.
Eulerin funktio ¢(n) antaa mééritelmén 1.51 mukaisesti alkuluokkien lukumé&aran.

Huomautus 2.17. Lukujoukko on selvistikin s.j.s. (mod n) silloin ja vain silloin, kun
seuraavat ehdot ovat voimassa: 1) lukuja on ¢(n) kappaletta, 2) luvut ovat suhteellisia
alkulukuja luvun n kanssa, ja 3) luvut ovat epakongruentteja (mod n).

Lause 2.18. Jos (k,n) = 1 ja a kiy s.j.s:n (mod n), niin samoin kdy ka.
Todistus. Lukujen ka muodostama systeemi tayttaa selvasti huomautuksen 2.17 ehdot. [

Lause 2.19. Alkuluokat (mod n) muodostavat kertolaskuun néhden Abelin ryhmdn 77,
jonka kertaluku on p(n).

Todistus. Kahden alkuluokan tulo on ilmeisesti alkuluokka ja luokka 1 on ykkdsalkio.
Abelin ryhmén maéritelmén ehdoista vaatii endé vain kidénteisalkion olemassaolo peruste-
lun. Jos (a,n) = 1, niin lauseen 2.5 nojalla on olemassa sellainen o/, ettd aa’ = 1 (mod n):
tiaten o/ on alkion @ kiinteisalkio. [

Jos n on alkuluku, niin jokaisella kommutatiivisen renkaan Z,, nollasta eroavalla alkiolla
on siis kaanteisalkio kertolaskun suhteen. Tama todistaa seuraavan lauseen.

Lause 2.20. Jos p on alkuluku, niin Z, on kunta. ]

Lause 2.21 (Eulerin lause). Jos (a,n) =1, niin

(27) a?™ =1 (mod n).
Todistus. Olkoon x1, ..., Ty jokin s.j.s. (mod n). Koska (a,n) = 1, niin lauseen 2.18
nojalla my6s axi, ..., arym) on s.j.s. (mod n). Néin
Ty L) = AT1 ... Ap(n) = a? My Ty (mod n).
Koska (2122 - ... Tym),n) = 1, niin véite saadaan seurauslauseesta 2.7. O

Alkion @ € Z; kertaluku ryhméssd Z; on mééritelmén mukaan pienin k£ € N, jolle
@" = 1. Ryhmiteorian tulosten perusteella alkion kertaluku jakaa ryhméin kertaluvun o(n)
ja niin @¥™ = 1, miki todistaa toisella tavalla edellisen lauseen.

Lause 2.22 (Fermat’n pikku lause). Jos p on alkuluku ja p 1t a, niin
(28) a? ' =1 (mod p).
Kaikille kokonaisluvuille a on voimassa

(29) a’* =a (mod p).
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Todistus. Edellinen viite seuraa siitd, ettd ¢(p) = p — 1. Jdlkimmaéinen viite saadaan
nyt kertomalla edellinen kongruenssi puolittain luvulla a jos p 1 a, ja muuten viite on

triviaali. ]
Fermat'n pikku lauseen ehto a"' = 1 (mod n) voi olla voimassa, vaikka n olisikin

yhdistetty luku, jopa kaikilla sellaisilla luvuilla a € N, joilla (a,n) = 1.

Maiaritelma 2.23. Jos n on yhdistetty luku ja ¢®! = 1 (mod n) aina kun a € N ja

(a,m) = 1, niin n on Carmichaelin luku.

Lause 2.24. Jos k > 2 jan = pips - ... - px, missd luvut p; ovat erisuuria alkulukuja ja
pi — 1in — 1 kaikilla indekseilld i, niin n on Carmichaelin luku.

Todistus. Oletetaan, ettd a € N ja (a,n) = 1. Silloin p; t a ja Fermat'n pikku lauseen
nojalla a?~! =1 (mod p;) ja edelleen

n—1
a"'= (a1t =1 (mod p;).
Niin "' =1 (mod pypy - ... - pr) seurauslauseen 2.15 nojalla. O

Esimerkki 2.25. Edellisen lauseen nojalla 561 = 3 - 11 - 17 on Carmichaelin luku.

Seuraava klassinen lause (periisin englantilaiselta lakimieheltd Sir John Wilsonilta
1700-luvulta) selvittdd periaatteessa téydellisesti, onko annettu luku alkuluku vai ei. Sen
merkitys on kuitenkin ldhinné teoreettinen, silla siiné esiintyvé kertoma on laskennollisesti
hankala, jos kriteerid halutaan soveltaa suuriin lukuihin.

Lause 2.26 (Wilsonin lause). Luonnollinen luku p > 1 on alkuluku silloin ja vain silloin
kun

(30) (p—1!'+1=0 (mod p).

Todistus. Seuraava todistus on perdisin Gaussilta.
1) Oletetaan aluksi, etté p on alkuluku. Olkoon a jokin alkuluokka ja a’ kuten lauseessa
2.5. Selvitetdén aluksi, milloin @ = o’ (p). Néin on, jos ja vain jos

0=da’-1=(a—1)(a+1) (mod p).
Tastd nahdédan oikeaksi seuraava aputulos:
a=d (modp) <= a==+1 (mod p).
Jos siis supistetusta jadnnossysteemista {1,2,...,p — 1} poistetaan 1 jap —1 (= —1 (p)),
jaljelle jaavat luvut voidaan ryhmitelld pareiksi a, o, ja kertomalla kaikki ndmé kongru-

enssit puolittain saadaan
2-3---(p—2)=1 (mod p).



2 JAANNOSLUOKKARENKAAT JA KONGRUENSSIT 24

Kertomalla tama puolittain luvulla p — 1 paddytdaan kongruenssiin
p—1)=p—1=-1 (mod p),

joka on ekvivalentti kongruenssin (30) kanssa.

2) Oletetaan toiseksi, ettd (30) on voimassa. Jos p ei ole alkuluku, se on muotoa p = ab,
missd 1 < a < p. Talléin sama kongruenssi piatee myos modulo a, ja koska a|(p — 1)!,
paadytdin mahdottomaan kongruenssiin 1 =0 (a). O

2.3 Kongruenssien ratkaisemisesta

Oletetaan, ettd ag, ag_1, ..., ap € Z ja ettd ax Z 0 (mod n). Tarkastellaan yht&loa
(31) GT @ .t @mT+ap=0

renkaassa Z,, ts. kysytaan, moniko renkaan Z,, alkio T on yhtélén (31) juuri. Ongelma on
selvisti yhtépitava sen kanssa, moniko luvuista z € {0,1,...,n—1} toteuttaa kongruenssin

(32) apt® +ap_ 17"+ +ag =0 (mod n).

On luonnollista nimittédéd kyseistd lukuméédrias s kongruenssin (32) epidkongruenttien
juurten (tai ratkaisujen) (mod n) lukuméériksi: kongruenssilla (32) on silloin kokon-
aislukuratkaisuja tarkalleen s jadnnosluokallista modulo n. Lukua k sanotaan kongruenssin
(32) asteeksi.

Kun k = 1, kongruenssi (32) voidaan kirjoittaa muotoon

(33) ar =b (mod n) (a0 (mod n)),
jota sanotaan lineaariseksi kongruenssiksi.

Lause 2.27. Lineaarinen kongruenssi (33) on ratkeava silloin ja vain silloin kun d|b, missd
d = (a,n). Jos d|b, epikongruentteja juuria (mod n) on d kpl.

Todistus. 1) Todetaan aluksi, etté ehto d|b on vilttaméton ratkeavuudelle. Jos nimittdin
kongruenssi (33) on voimassa, niin se patee myos modulo d, misté seuraa, ettd d|b. Seu-
raavassa voidaan olettaa, ettd tdma ehto on taytetty.

2) Tarkastellaan aluksi tapausta d = 1. Jos x kdy jonkin t.j.s:n (mod n), niin samoin
kily ax lauseen 2.12 mukaan. Téaten tarkalleen yksi luvuista x € {0,1,...,n — 1} toteuttaa
kongruenssin (33).

3) Yleisessd tapauksessa todetaan aluksi, etté luku = toteuttaa kongruenssin (33) silloin
ja vain silloin kun

(34) (a/d)x =b/d (mod n'),

missd n’ = n/d. Koska (a/d,n’) = 1, on télld kongruenssilla kohdan 2) mukaan yk-
sikésitteinen ratkaisu (mod n'). Olkoon zy € {0,1,...,n" — 1} ko. kongruenssin pienin
ei-negatiivinen ratkaisu, jolloin kongruenssin ratkaisuja ovat ne kokonaisluvut, jotka ovat
kongruentteja luvun xg kanssa modulo n’. Luvuista 0, 1, ..., n — 1 luvun z( kanssa kon-
gruentteja modulo n' ovat luvut zg, zg + 7', ..., 2o + (d — 1)1 O
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Huomautus 2.28. Lineaarisen kongruenssin ratkaisemiseksi on erilaisia menetelmié.

1) Kokeilemalla jokin t.j.s. (mod n).

2) Bulerin lauseen avulla. Jos (a,n) = 1, niin a?™ =1 (n). Oletetaan, ett,, ¢(n) > 1.
Silloin

ar=b (modn) = a?™ ez = a*™"1h (mod n)
ja siis
z=a*™"1  (mod n)

on kongruenssin (33) ratkaisu.

3) Eukleideen algoritmin avulla. Jos (a,n) = 1, etsitdédn Eukleideen algoritmin avulla
sellaiset luvut y ja z, ettd ya + 2n = 1. Téalloin

yb-a+z2b-n=2»,
mistd nahdéén, ettd = yb (mod n) toteuttaa kongruenssin (33).

Esimerkki 2.29. Ratkaistaan kongruenssi 15z = 7 (mod 32) kolmella eri tavalla. Koska
(15,32) = 1, on kongruenssilla tarkalleen yksi epdkongruentti juuri (mod 32).

1) Kokeillaan t.j.s. (mod 32), esim. luvut 0, 1, ..., 31. Néistd luku z = 9 "tarppéaa", silla
15-9-7=128 =4 32.

2) p(32) = 16, joten x = 155 - 7 (32). Nyt on 15% = 225 = 1 (32), joten 15 =1 (32)
jar=15-7=105=9 (32).

3) Lukuihin 32 ja 15 sovellettuna Eukleideen algoritmi antaa yhtalot

32=2-15+2, 155=7-24+1.
Naiden avulla saadaan
1=15-7-2=15-7(32—-2-15) = (—7)-32+ 15 15.
Téten z = 15-7 =105 = 9 (32).
Tarkastellaan viela erikoistapausta, jossa modulina n on alkuluku p.
Lause 2.30. Jos p € P ja p 1 ay, niin kongruenssilla
(35) P(z) = apa® +ap_12" 1+ +ay=0 (mod p)
on korkeintaan k epikongruenttia juurta (mod p).

Todistus. Tapauksessa k = 1 véite on oikea lauseen 2.27 nojalla. Oletetaan nyt, ettd k > 1,
ja tehdédan induktio-oletus, etta viite péatee kongruensseille, joiden aste on pienempi kuin
k.

Jos (35):114 ei ole lainkaan juuria, on viite selvé. Jos silld on juuri a, niin jaetaan P(z)
polynomilla x — a, jolloin jakojaannos on jokin luku r. Saadaan siis

(36) Px) = Q(z)(z —a) +,
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missd Q(z) on astetta k — 1 oleva polynomi, jonka korkeimman asteen termin kerroin on
ag. Koska p|P(a), seuraa yhtalostéd (36), ettd p|r. Taten (35) on ekvivalentti kongruenssin

(37) Q(z)(x —a)=0 (mod p)

kanssa. Induktio-oletuksen nojalla on kongruenssilla Q(z) = 0 (p) korkeintaan k—1 epékon-
gruenttia juurta, joten kongruenssilla (37) on korkeintaan k epéakongruenttia juurta, miké
on induktiovéite. [

Esimerkki 2.31. Kongruenssilla 7~! = 1 (mod p) (missi p € P) on Fermat’n pikku
lauseen mukaan epakongruentit juuret 1,2,...,p — 1, joita on siis p — 1 kpl eli suurin
mahdollinen mééria. Toisaalta kongruenssilla 23 +2 = 0 (5) on vain yksi epikongruentti
juuri x = 2. Kongruenssin juurten lukumaééra voi siis olla pienempi kuin sen aste.

2.4 Kiinalainen jaannoslause

Kiinalaisessa matemaattisessa tekstissd vuodelta 1275 on seuraavanlainen tehtava: mika
luku antaa jakojadnnokseksi ykkosen, jos se jaetaan seitsemélld, kakkosen, jos se jaetaan
kahdeksalla, ja kolmosen, jos se jaetaan yhdeksalla? Namé ehdot voidaan kirjoittaa myos
simultaanisina kongruensseina

r=1 (7), r=2 (8), r=3 (9).

Seuraava lause koskee tdméntyyppisia kongruenssiryhmia.

Lause 2.32 (Kiinalainen jadnnoslause). Olkoot ny, ..., n, parittain suhteellisia alkulukuja
ja aq, ..., a, mielivaltaisia kokonaislukuja. Silloin kongruenssiryhmdlld
(38) r=a; (modn;), i=1,...,r

on yksikasitteinen ratkaisu modulo N =nq ---n,.

Todistus. 1) Osoitetaan aluksi ratkaisun olemassaolo. Merkitadn

(39) ]\[Z = .ZV/?’LZ =TNiNg -+ - MNi—1MNy41 - - Ny

Silloin (N;, n;) = 1, silld lukujen n; ja IV; yhteinen alkutekijé olisi luvun n; ja jonkin muun
luvun n; yhteinen tekijé, mikd on mahdotonta oletuksen mukaan. Olkoon N sellainen
kokonaisluku, etta

(40) N;N;=1 (mod n;).

Vaitetdan, etta luku

(41) $IG1N1N{+"'+CLTNTN;
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on kongruenssien (38) eréds yhteinen ratkaisu. Koska n;|N; kun ¢ # j, ovat oikean puolen
yhteenlaskettavista kaikki muut paitsi i:s jaollisia luvulla n,;. Ottamalla viela huomioon
kongruenssi (40) saadaan

r =a;N;N! = a; (mod n;),

kuten véitettiin.

2) Jos toisaalta 1 = = (mod N), niin z; on selvisti myos kongruenssiryhmén (38)
ratkaisu.

3) Jos g ja x1 ovat kaksi ratkaisua, niin

ro=a; =21 (mod ny), i=1,...,7
Lauseen 2.14 seurauksen nojalla 2o = z; (mod N). O

Esimerkki 2.33. Ratkaistaan pykildn alussa mainittu tehtava. Nyt ny = 7, ny = 8 ja
n3 = 9 ovat parittain suhteellisia alkulukuja, ja luvut (39) ovat Ny = 72, Ny = 63 ja
N3 = 56. Lasketaan vield luvut N/. Koska 72 =2 (7),63 = -1 (8) ja 56 =2 (9),
nahdédédn helposti, ettd luvuiksi N/ voidaan valita N] = 4, Nj = —1 ja N = 5. Luku (41)
on nyt
r=1-72-442-63-(—1)+3-56-5=1002.

Lisdksi N = 504. Nain ollen kaikki positiiviset luvut x, joille x = 1002 = 498 (mod 504)
ovat tehtavin ratkaisuja. Naistad pienin on 498.

Tarkastellaan seuraavaksi, miten kiinalaisen jadnnoslauseen avulla voidaan kongruenssi
(mod N) palauttaa kongruensseihin yksinkertaisempien modulien suhteen.

Oletetaan, ettd luvut nq, ng, ..., n, € N ovat parittain suhteellisia alkulukuja ja N =
ning - - - n,. Maaritelladn kuvaus

Y lopy X Ly X .. X Loy, — Ly

ehdolla

v((@r,az,....a)) =a,
missé a toteuttaa kongruenssit

a=a; (modn;) kaikillai=1,2,...,7.

Silloin kiinalaisen jaannoslauseen nojalla kuvaus ¢ on hyvinmaééritelty. Koska ¢ ((a,...a)) =
@, on 1 surjektio ja ndin bijektio (koska médrittelyjoukossa ja kuvajoukossa on sama méaara
alkioita). On helppoa ndhdé, ettd ¢ on rengashomomorfismi ja néin rengasisomorfismi.

Lause 2.34. Olkoon P(z) kokonaiskertoiminen polynomi, ny,...,n, parittain suhteellisia
alkulukuja ja N = ny ---n,. Kongruenss:

(42) P(z)=0 (mod N)
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on ratkeava silloin ja vain silloin kun kaikki kongruenssit
(43) P(z) =0 (mod ny) (i=1,...,7)

ovat ratkeavia. Jos v(N) on kongruenssin (42) epikongruenttien juurten (mod N ) lukumdd-
rd ja ja v(n;) merkitsee kongruenssin (43) epdkongruenttien ratkaisujen (mod n;) lukumdd-
rad, niin v(N) = v(ny)---v(n,).

Todistus. Maéritellaan
S={(a,...,ay) € Zyp, X ... Zy,, | P(a;) =0 (mod n;) kaikillai =1,2,...,r}
ja
T={a€Zy|Pla)=0 (mod N)}.

Silloin |S| = v(n1)v(n2)...v(n,.) ja |T| = v(N) ja lauseen todistamiseksi riittaé osoittaa,
etté |S| = |T.

Olkoon (a1, as,...,a;) € Ly, X Lp, X ... X ZL,, mielivaltainen ja @ = ¥ (a7, az,...,a,) €
Zy.

Jos (@1,az,...,a,) € S, niin P(a) = P(a;) = 0(mod n;) kaikilla indekseilld 7, ja ndin
P(a) = 0(mod N) seurauksen 2.15 nojalla, eli @ € T Pééttely toimii myos kdéanteiseen
suuntaan, joten |S| = |T'|, koska 1 on bijektio. O

2.5 Luvun kertaluku (mod n)

Maéritelmé 2.35. Olkoon (a,n) = 1 jan > 1. Luvun a kertaluku (mod n) on pienin
luonnollinen luku &, jolle

(44) a®*=1 (mod n),

eli alkion @ kertaluku ryhméssa Z. Merkitddn k = ord, (a). Sanotaan myos, etta a kuuluu
eksponenttiin k (mod n).

Lause 2.36. Olkoon n > 1, (a,n) = 1 ja k = ord,(a) ja olkoot r, s ja m ei-negatiivisia
kokonaislukuja. Silloin

1) kle(n),

2)a" =a® (mod n) <= r =s (mod k),

3)a" =1 (mod n) <= r =0 (mod k),

4) 1,a,a%,...,a"t ovat epikongruentteja (mod n),

5) ord,(a™) = k/(k,m).

Todistus. Jos 4) ei olisi voimassa, niin a’ = o/ (mod n) joillakin 0 < i < j < k. Kertomalla
kongruenssi puolittain i kertaa lauseen 2.5 luvulla o’ saataisiin /= = 1 (n), miki on vastoin
luvun k£ valintaa.

Potenssista k ldhtien samat jaannosluokat alkavat toistua:

k41 —

a" =1 (n), a a(n), ..., a®*t = a1 (n), a** =1 (n),
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Néin 2) ja 3) ovat selvésti voimassa.

Eulerin lauseen nojalla a*™ =1 (mod n), joten kohdasta 3) seuraa kohta 1).

Kohdan 3) nojalla (a™)* = 1 (mod n) (missi ¢ € N), jos ja vain jos k|mi. Jos merkitéiin
d = (k,m), k =k'd jam =m’d, niin tdméa on edelleen yhtapitava ehdon k'd|m’di eli k'|m/i
kanssa. Koska (K’,m') = 1, niin lauseen 1.16 nojalla néin on, jos ja vain jos k'|i. Siis
ord,(a™) = k' = k/(k,m), mikd todistaa kohdan 5). O

Esimerkki 2.37. Etsittdessi luvun kertalukua (mod n) riittdé edellisen lauseen kohdan
1) nojalla kiyda lapi luvun ¢(n) positiiviset tekijat. Esimerkiksi ordi4(5) = 1, 2, 3, tai 6,
jotka ovat luvun ¢(14) = (2 — 1)(7 — 1) = 6 positiiviset tekijat. Nyt on

5#1(14), 5°#1(14), 5 =-1(14), 5°=1(14),
mista seuraa, ettd ordy4(5) = 6.

Maéritelma 2.38. Jos ord,(a) = ¢(n) (eli Z} on alkion @ generoima syklinen ryhmaé),
niin luku a on primitivinen juuri (mod n).

Lause 2.39. Ryhmd Z; on syklinen, jos on olemassa primitiivinen juuri (mod n). Jos
a on jokin primitiivinen juuri, niin o™, missi 1 < m < @(n), on primitiivinen juuri
(mod n) jos ja vain jos (m,p(n)) = 1. Jos on olemassa primitiivinen juuri (mod n), niin
epakongruentteja primitiivisia juuria (mod n) on ¢(p(n)) kappaletta.

Todistus. Tama seuraa suoraan edellisestd madritelmésté ja edellisen lauseen kohdasta
5). ]

2.6 Primitiiviset juuret ja indeksit (mod p)

Olkoon p alkuluku. Tésséd pykéldssda osoitamme, ettd on olemassa primitiivisid juuria
(mod p). Itse asiassa selvitimme yleisesti kysymyksen, miten monta (epékongruenttia)
lukua kuuluu annettuun eksponenttiin k. Koska ¢(p) = p—1, voidaan olettaa, etté k|(p—1).
Jos a kuuluu eksponenttiin & (mod p), niin a on binomikongruenssin

(45) =1 (mod p)
juuri. Seuraava lause koskee tdmén kongruenssin ratkaisuja.

Lause 2.40. Jos ord,(a) = k, niin binomikongruenssin (45) epdkongruenttien juurten
lukumdadrd on k. Luvut

(46) 1, a, a, ..., a?
ovat ko. kongruenssin epdkongruentteja juuria.

Todistus. 1) Luvut (46) toteuttavat kongruenssin (45) silld (a*)f = (a*)* =1 (p).
2) Luvut ovat epikongruentteja (mod p) (vrt. lause 2.36 (4)).

3) Kongruenssilla (45) on lauseen 2.30 mukaan korkeintaan k epékongruenttia juurta.
O
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Lause 2.41. i) Jos k|(p—1), niin on olemassa tarkalleen p(k) epikongruenttia lukua, jotka
kuuluvat eksponenttiin k (mod p). Jos a on yksi ndistd, niin ne p(k) lukua (46), joiden
eksponentti on suhteellinen alkuluku luvun k kanssa, ovat epdakongruentteja ja kuuluvat
eksponenttiin k.

i1) Erityisesti on siis olemassa o(p — 1) epdkongruenttia primititvistd juurta (mod p).
Jos a on jokin primitiivinen juuri, niin ne p(p — 1) lukua a™, missé 1 < m < p—1 ja
(m,p —1) =1, ovat epikongruentteja primitiivisid juuria.

Todistus. Luvuista 1, 2,...,p — 1 jokainen kuuluu johonkin eksponenttiin (mod p). Jos
em. luvuista eksponenttiin k£ kuuluu f(k) lukua, niin

(47) > flk)=p-1.

klp—1

Viitetddn, etta f(k) = p(k).

Osoitetaan aluksi, ettd f(k) < ¢(k). Tama on selvd jos f(k) = 0 eli eksponenttiin k ei
kuulu yhtaan lukua. Jos taas jokin luku a kuuluu eksponenttiin £, niin jokainen kongru-
enssin (45) ratkaisu — ja siis erityisesti jokainen eksponenttiin & kuuluva luku — on kong-
ruentti jonkin luvuista (46) kanssa (mod p). Lauseen 2.36 kohdan (5) mukaan tarkalleen
ne potenssit, joiden eksponentti on suhteellinen alkuluku luvun & kanssa, kuuluvat ekspo-
nenttiin k. Néin téssd tapauksessa f(k) = ¢(k).

Lauseen 1.52 mukaan on

> elk)=p—1.

klp—1

Tésta ja yhtélostd (47) seuraa, etté

S™ (k) — F(k)) = 0.

klp—1

Edellisen mukaan on téssé jokainen termi ei-negatiivinen. Summa voi olla nolla vain jos
kaikki termit ovat nollia. Taten f(k) = ¢(k) aina kun k|p—1. Lause on néin todistettu. [

Esimerkki 2.42. Primitiivisid juuria (mod 17) on ¢(16) = 8 kpl. Etsitdén niistd pienin
positiivinen luku. Luku 2 ei ole primitiivinen juuri, silld 2* = —1 (17) jasiis28 =1 (17).
Sen sijaan 3 on primitiivinen juuri, silli 32 =9 (17), 3* = -4 (17) ja 3 = -1 (17).
Muut primitiiviset juuret ovat 3™, missd m kdy parittomat luvut valiltd 3 < m < 15.
Niiden pienimmit positiiviset jadnnokset (mod 17) ovat 5, 6, 7, 10, 11, 12, ja 14.

Huomautus 2.43. Laskuissa on mukavinta valita primitiivinen juuri itseisarvoltaan mah-
dollisimman pieneksi. Tiedetéén, ettd pienin primitiivinen juuri (mod p) on suuruusluokkaa
O(p*/**¢) (D. A. Burgess 1962). Otaksutaan, etté vieldpa arvio O(p¢) pitisi paikkansa.

Huomautus 2.44. Lukuteorian jatkokurssilla todistetaan, ettéd primitisvinen juuri (mod
n) on olemassa silloin ja vain silloin kun n = 1, 2, 4, p', tai 2p', missid p on pariton
alkuluku ja ¢ luonnollinen luku.
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Edellistda lausetta kayttden saadaan seuraava valttamaton ja riittava ehto sille, etta
luku n on alkuluku.

Lause 2.45. Luonnollinen lukun > 1 on alkuluku, jos ja vain jos on olemassa kokonaisluku
x, joka tayttdd ehdot

(48) 7" 1=1 (modn),

(49) 2"V £ 1 (mod n) kaikille luvun n — 1 alkutekijoille q.

Todistus. Jos n on alkuluku, valitaan luvuksi x primitiivinen juuri (mod n).

Tarkastellaan sitten kéénteista véaitettd. Ehdosta (48) seuraa lauseen 2.36 kohdan (3)
nojalla, ettd ord, (x)|(n — 1). Osoitetaan, ettd ord,(z) = n — 1. Tehdaén vastaoletus, etté
ord,(z) # n — 1. Silloin on edellisen mukaan n — 1 = k ord,(z), missd & > 1. Olkoon ¢
jokin luvun £ alkutekija. Silloin

gD/ — (gordn(@)*/D =1 (mod n),

miké on kuitenkin ristiriidassa oletuksen (49) kanssa. Néin ord,, (z) = n — 1. Téstd péétel-
l44n, ettd p(n) = n — 1, silla yleisesti on ord,(z) < ¢(n) < n —1, kun n > 1. Mutta
ehdon ¢(n) = n — 1 tayttava luku n on valttamatta alkuluku, mikd ndhdaén esimerkiksi
seuraavasti. Jos n ei ole alkuluku, silld on triviaalien tekijoiden 1 ja n lisdksi jokin muu
positiivinen tekija a. Siis valillda 1 < m < n olevista luvuista m ainakin kaksi (nim. a
ja n) on sellaista, ettéd ehto (m,n) = 1 Eulerin funktion mééritelméssa ei tdyty. Silloin
p(n) <n-—2. O

Huomautus 2.46. Testin soveltaminen vaatii luvun n — 1 alkutekijoiden tuntemista. Nai-
den etsiminen on yleisesti ottaen hankala tehtava. Jos kuitenkin on tarkoituksena tuottaa
alkulukuja esimerkiksi kryptografisiin tarkoituksiin, voidaan suorittaa kokeiluja sellaisen
alkuluvun n 16ytamiseksi, jolle luvun n — 1 alkutekijat ovat suhteellisen pienia. Koska tal-
laiset luvut eivat ole mitenkédédn harvinaisia ja pienin primitiivinen juuri on myos yleensa
melko pieni, on odotettavissa, ettd kokeilu ennen pitkda johtaa alkuluvun l6ytymiseen.

Oletetaan edelleen, ettéd p on alkuluku. Valitaan jokin primitiivinen juuri r (mod p), joka
on seuraavassa tarkastelussa kiinted. Silloin rm potenssit 7% = 1, r,...,7?~2 muodostavat
s.j.sn (mod p) eli kdyvit luvut 1, 2, ..., p — 1 (mod p) jossakin jérjestyksessé. Jokaista
luvulla p jaotonta lukua kohti maaraytyy siis tietty eksponentti, jolla on lukuteoriassa
sama rooli kuin analyysissa luvun logaritmilla.

Maaritelma 2.47. Olkoon p alkuluku, r primitiivinen juuri (mod p) ja a luvulla p jaoton
luku. Lukua ¢, joka tdyttad ehdot

(50) r'=a (mod p), 0<i<p-—2,

sanotaan luvun a indeksiksi (mod p) kantaluvun r suhteen. Merkitdén ¢ = ind,a.
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Lause 2.48. Olkoon r primitiivinen juuri (mod p) ja p1a, ptb. Silloin

(51) ind,(ab) = ind,.a + ind,b (mod p — 1),
Jja
(52) ind.a™ =n-ind.a (mod p—1) (n=1,2,...).

Todistus. Indeksin méaaritelman mukaan on

pindr(ab) = qp (mod p)
ja samoin '
4t =g (mod p),
rndt =5 (mod p).

Kertomalla jélkimmaiset kongruenssit keskendan ja vertaamalla tulosta ensimmaéiseen nah-

déan, etta

rlndT (ab) ,rlndra—&—lndrb

(mod p).

Tésta seuraa véite (51) lauseen 2.36 (2) nojalla.
Induktiolla voidaan (51) yleistdd tapaukseen, jossa tulon tekijoitd on useampia kuin
kaksi. Silloin (52) on tdmén yleisemmén kaavan erikoistapaus. O

3 Nelionjaannokset

3.1 Nelionjaannokset ja Legendren symboli

Potenssinjaannoksiin  (mod n) padadytaan kysymaélla, misté alkuluokkaryhmén Z7 alkioista
voidaan ottaa m:s juuri. Annetun luokan @ € Z; mahdollinen m:s juuri on luokka = € Z;,
jolle 7" = @. Kongruenssimuodossa tdmé ehto kuuluu 2™ = a (mod n). Sanotaan, etta
a on m:nnen potenssin jadnnos (mod n), jos (a,n) = 1 ja tdmé kongruenssi on ratkeava.
Seuraavassa rajoitutaan tapaukseen m = 2.

Maaritelmé 3.1. Olkoon n > 1 ja (a,n) = 1. Sanotaan, ettd a on nelidnjidnnis (nj)
modulo n jos kongruenssi

(53) r*=a (mod n)
on ratkeava; muuten a on nelionepdjiinnds (nej) modulo n.

Esimerkki 3.2. Kunn = 9ja (z,9) = 1, niin x on kongruentti jonkin luvuista +1, £2, +4
kanssa (mod 9). Talloin 2% = 1, 4 tai 7 (mod 9). Téten luvut 1, 4 ja 7 ovat nj:ia (mod 9)
ja 2, 5 ja 8 ovat nej:id (mod 9).
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Seuraavassa rajoitutaan tapaukseen n = p = pariton alkuluku. Koska Z; on sykli-
nen ryhmé, jonka generaattoriksi kdy miké tahansa primitiivinen juuri (mod p), on téssé
tapauksessa helppo karakterisoida nelionjadnnokset ja -epéjadnnokset.

Lause 3.3. Olkoon p > 2 alkuluku ja r jokin primitiwinen juuri (mod p). Luku a, jolle

pta, on
nj  (mod p) <= ind,.a on parillinen,

nej (mod p) <= ind.a on pariton.
Nelionjadnndoksid ja -epdjiaanniksid on siis kumpiakin (p — 1)/2 jadnnésluokallista.
Todistus. Riittda todistaa nj:ié koskeva viite. Jos @ on nj (mod p), niin kongruenssi
(54) > =a (mod p)

on ratkeava. Télloin ind,.a = 2ind,z (mod p — 1). Koska p — 1 on parillinen, tdmé kongru-
enssi patee (mod 2), miké osoittaa, ettd ind,a on parillinen. Jos toisaalta oletetaan, etté
ind,.a on parillinen, sanotaan ind,a = 2v, niin z = r” on kongruenssin (54) ratkaisu ja a
on siis nj. O]

Huomautus 3.4. Neliénjainnosten (mod p) edustajistoksi voidaan valita myos 12,22, ...,
((p—1)/2)?, silld ndmé luvut ovat nj:ii, epikongruentteja (mod p) ja niitd on (p—1)/2 kpl.
Yleisesti nelionjadinnosten (mod n) (missd n > 2) edustajat 16ytyvit lukujen m? joukosta,
missd 1 <m < n/2ja(m,n) = 1. Tamai joukko ei kuitenkaan ole yleensi nelionjaénnosten
edustagjisto, silla sama luokka voi esiintyd useammin kuin kerran. Esimerkiksi tapauksessa
n = 15 luvut 12,22, 4% 7% edustavat luokkia 1 ja 4 (mod 15), joten nimi muodostavat
nelionjaénnosten (mod 15) edustajiston. Nelionepéjadnnoksia on téssé tapauksessa enem-
mdan, nimittdin 6 kpl.

Maaritelma 3.5. Olkoon p > 2 alkuluku ja a mielivaltainen kokonaisluku. Legendren
symboli (%) maaritellaan seuraavasti: (%) =1,jos aonnj (mod p), (%) = —1, jos a on nej
(mod p) Ja (2) = 0 jos pla

b

Huomautus 3.6. Legendren symbolin méaaritelmésta seuraa vélittomaésti, etta (%) = (]3)

jos a = b (mod p). Toinen perusominaisuus on tdydellinen multiplikatiivisuus "osoittajan"
suhteen, miké todetaan seuraavassa lauseessa.

Lause 3.7. (‘%) = (9) (9)

P/ Ap

Todistus. Véite on selva jos p|a tai p|b. Jos p  ab, niin sovelletaan lausetta 3.3, jonka sisélto
voidaan kiteyttaé seuraavasti:
a .
(_) — (_1>1ndra‘
p

(55) (g) (g) — (—1)indratindsb,
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Mutta ind,a+ind,b = ind,(ab) (mod p—1) lauseen 2.48 mukaan. Koska p—1 on parillinen,
timi pitee myds (mod 2), mistd seuraa, ettd (55):m oikea puoli on (—1)mdr(eb) = (“7}’) ]

(2522 3)

Todistus. Induktiolla lauseesta 3.7. ]

Seuraus 3.8.

Esimerkki 3.9. Jos p = 11, niin primitiiviseksi juureksi voidaan valita » = 2. Talloin
nelionjiainnosten (mod 11) edustajisto on 1, 22, 24 26 28 ¢li 1, 4, 5, 9, 3. Samat luokat
saadaan myos luvuista 12, 22, 3%, 4%, 52. Neliénep#jiadnnokset (mod 11) ovat 2, 6, 7, 8, 10.
Nihdéén esimerkiksi, ettd (1) = (§) (&) = (=1)(+1) = —1. Siis (3}) = —1, miki tulos
selittyy lauseesta 3.11.

3.2 Eulerin kriteeri ja Gaussin lemma

Olkoon p > 2 alkuluku ja p { a. Fermat’'n pikku lauseen mukaan on
"t —1= (" 1)@ V24 1)=0 (mod p).

Tasté seuraa, etté joko

(56) a? V2 =1 (mod p)
tal
(57) a? V2 =_1 (mod p).

Kumpi tapaus toteutuu, selvidd seuraavasta lauseesta.

Lause 3.10 (Eulerin kriteeri). Jos p > 2 on alkuluku, niin

(58) a®=V/2 = @) (mod p).

Todistus. Tapaus pla on selvi, joten voidaan olettaa, ettd p { a. Jos a on nj (mod p), niin

2? = a (p) jollakin x:114, jolle p { z. Télléin (58) pétee, silla

a(p_l)/2 = xp_l =1= <g> (mOd p)
p

Kaikki nelionjaannokset ((p —1)/2 kpl) toteuttavat siis kongruenssin (56), jolla ei lauseen
2.30 mukaan voi olla endd muita juuria. Néin ollen s.j.sin (mod p) muut luvut eli ne-
libnepéjaénnokset toteuttavat vélttdméttd kongruenssin (57). Téten (58) pétee tdssdkin
tapauksessa. ]
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Lause 3.11 (Resiprookkilain ensimméinen tdydennyslause).

—1 _ 1 jos p=4n + 1
“1\ e . Josp :
(5) == {

P jos p=4n — 1.

Todistus. Kun a = —1, saa (58) muodon (—1)P~1/2 = (_?1) (mod p). Koska tdmén kong-
ruenssin kumpikin puoli on £1, on my6s vastaava yhtéalo voimassa. ]

Lause 3.12 (Gaussin lemma). Olkoon p > 2 alkuluku, a € Z ja p t a. Olkoon lukujen

(59) a, 20’7"" ((p_ 1)/2)@
itseisarvoltaan pienimmistd jidnndksistd (mod p) s negatitvista. Silloin (£) = (—1)°.

Todistus. Kullekin luvuista (59) voidaan valita yksikésitteisesti tietty ja&nnos (mod p),
jonka itseisarvo on pienempi kuin p/2. Luvulla ka (1 < k < (p—1)/2) on siis jAAnnos exry,
missé €, = +1 ja 0 <7, < p/2, eli

(60) ka = exry,  (mod p).

Luvut r ovat erisuuria, silld jos esimerkiksi r;, = 7, niin €,ha = exka (mod p), mista
seuraa, ettd eph = ek (mod p) ja edelleen e,h = €k ja siis €, = € ja h = k, silld
0 < h,k < p/2. Taten luvut r kiyvét jossakin jarjestyksessi luvut 1, 2, ..., (p — 1)/2.
Kertomalla kongruenssit (60) keskendén saadaan

(61) ((p— 1)/ D2 = ((p—1)/2)/(=1)*  (mod p),
missd s merkitsee niiden lukujen & lukumééaraa, joille ¢, = —1. Supistamalla kertomat pois
ja soveltamalla Eulerin kriteerid saadaan lauseen viite. ]

Esivalmisteluna seuraavassa pykalédssa esitettavan resiprookkilain todistusta varten lau-
sutaan Gaussin lemman sisdlto analyyttisemmassa muodossa.

Lause 3.13. Olkoon p > 2 alkuluku, P = (p —1)/2, a € Z, (a,p) =1 ja

P2ax
T=>|—]

p

8
—_

Silloin

(62) (&) =

Todistus. Kongruenssi (60) merkitsee sitd, etta

ka = np + egry,
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missd n on kokonaisluku. Téaten 2ka = 2np + 2¢xry, missa 0 < 2r, < p. Néin ollen

I

p

QkaJ_ 2n jos € =1,
S l2n—=1 jose, = —1,

ja edelleen
€ = (_1)L2ka/pj.

Annetaan luvun k kdyda lapi arvot 1, 2, ..., P ja kerrotaan saadut P yhtdloa puolittain,
jolloin saadaan
e ---ep=(—1)T,

Téstd seuraa viite (62), silld vasen puoli on Gaussin lemman mukaan yhté kuin (%) [
Esimerkki 3.14. Lasketaan (23—9) Lukujen 3, 6, ..., 14 - 3 itseisesti pienimmét jadnnokset

(mod 29) ovat 3, 6, 9, 12, -14, -11, -8, -5, -2, 1, 4, 7, 10 ja 13. Naistd on 5 kpl negatiivisia.

Siis (3) = —1. Sama tulos saadaan Eulerin kriteeristé: 3'* = —1 (mod 29) (totea !).

3.3 Nelionjaannosten resiprookkilaki

Kuuluisa resiprookkilaki sitoo toisiinsa symbolit (%) ja (1%), missa p ja ¢ ovat parittomia
alkulukuja. Gauss todisti tdmén v. 1796 (19-vuotiaana) ja loysi myShemmin seitsemén
muuta todistusta. Nykyéan erilaisia todistuksia tunnettaneen satakunta.

Esitdmme resiprookkilaille todistuksen, joka tuottaa sivutuloksena kaavan symbolille

(%) Todistusta varten tarvitaan seuraava aputulos.

Lause 3.15. Olkoon p > 2 alkuluku, a € Z ja (a,2p) = 1. Merkitiin P = (p—1)/2 ja
.
S=>"|—]
r=1 p
Silloin
2 2
(63) <_a) = (_1)S+(p -1)/8

p

Todistus. Koska a on pariton, voidaan tutkittava symboli muokata seuraavasti :

3)-(52)- (2 (2)

Siksi lauseen 3.13 mukaan on (2%) = (—1)", miss

7= S Y e s - s

Viime vaiheessa kéytettiin yhtdlod 1 +2+4--- 4+ N = N(N +1)/2. O
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Lause 3.16 (Resiprookkilain toinen tdydennyslause).

2) (=1)@*-D/8 = L, josp=38n+xl
p —1, josp=8n=+3.

Todistus. Valitaan (63):ssd a = 1, jolloin S = 0. O

Huomautus 3.17. Lauseista 3.15 ja 3.16 seuraa, ettd () = (=1)%, jos (a,2p) = 1. Tita
tulosta tarvitaan kohta resiprookkilain todistuksessa.

Lause 3.18 (Nelionjadnnosten resiprookkilaki). Olkoot p ja q erisuuria parittomia alku-
lukuja. Silloin

(64) <§> <Z€?) — (= 1)(@=D/D(a-1)/2),

Todistus. Merkitdaan P = (p —1)/2, Q = (¢ — 1)/2. Tarkastellaan lukupareja (x,y), joissa
r=12,....,P, y=1,2,...,0.

Néitéa pareja on PQ kpl. Luvut gz ja py ovat selvéisti erisuuria, joten mikééan pari (z,y) ei
ole origon kautta kulkevalla suoralla L, jonka kulmakerroin on ¢/p. Pareista (z,y) suoran
L ylapuolella ovat ne, joille

qr < py
ja alapuolella ne, joille
py < qx

Kun y on annettu, edellinen epdyhtdlo toteutuu |py/q| arvolla z. (Koska y < ¢/2, niin
py/q < p/2jasiis |py/q] < P.) Néin suoran L ylapuolella olevien parien (z,y) lukuméaara

on o
by
=21,
y=1 g

ja vastaavasti suoran L alapuolella olevien parien (z,y) lukuméira on

s =3 [ E).

r=1 p

Mutta edelld tehdyn huomautuksen mukaan on

Q- ()
()

Téssd S1 + 92 kaikkien parien (z,y) lukumééré eli PQ). Néin on (64) todistettu. O

joten
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Esimerkki 3.19. Onko kongruenssi 22 = 363 (mod 271) ratkeava? T#té varten lasketaan

symboli (@) ottaen huomioon, ettd 271 on alkuluku. Aluksi saadaan

271
363) _ (92 _ (223} _ (23
271)  \271) \ 271 ) \211)°

Sovelletaan nyt resiprookkilakia ja sen toista tdydennyslausetta:

()=o) )@

Kongruenssi ei siis ole ratkeava.

Esimerkki 3.20. Resiprookkilain avulla voidaan selvittaé, mille alkuluvuille annettu luku
on nelionjadnnds. Milloin esimerkiksi on (%) = 17 Resiprookkilain mukaan

0-0)

<]§9>:1<:><§>:1<:>p51,4 (mod 5).

Siis p on muotoa 5k + 1 tai bk + 4. Koska p on pariton, pitdd luvun k& olla edellisessé
tapauksessa parillinen ja jalkimmaisessa pariton. Lopullinen tulos on, ettd p on muotoa
10n + 1 tai 10n + 9. Tallaisia alkulukuja ovat 11,19, 29,31, ...

kun p # 5, joten

3.4 Toisen asteen kongruenssit

Tarkastellaan kongruenssia

(65) az® +bzx+c=0 (mod p), (pta)

missa p on pariton alkuluku. Kertomalla tdmé puolittain luvulla 4a saadaan kongruenssi
4a*x® + 4abr + 4ac =0 (mod p),

joka on ekvivalentti kongruenssin (65) kanssa, silld (4a,p) = 1. Nelioksi tdydentamalla
saadaan edelleen

(66) (2ax +b)> =D (mod p),

misséa
D = b* — 4ac.

Lukuun D néhden erotetaan nyt kolme tapausta sen mukaan, onko D nj, nej vai = 0
(mod p).
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1) Jos D on nj (mod p), niin kongruenssi
(67) y*=D (mod p)

on ratkeava. Jos yo on sen jokin ratkaisu, niin myos —yo on ratkaisu, ja luvut £y, ovat
epdkongruentteja (mod p), sillad p # 2. Kongruenssit

(68) 2ax +b=+yy (mod p)

ovat ratkeavia, koska (p, 2a) = 1. Oletetaan, ettd 2az; +b = yo (mod p) ja 2az,+b = —yp
(mod p). Silloin z; ja x5 ovat epdkongruentteja (mod p), silla yo ja —yo olivat epiakongru-
entteja. Nyt x; ja xo toteuttavat kongruenssin (66) ja siis myds kongruenssin (65). Kon-
gruenssilla (65) on siis kaksi epakongruenttia juurta (mod p), eiké silld lauseen 2.30 nojalla
voi olla enempaéa.

2) Jos D on nej (mod p), niin (67) on ratkeamaton ja alkuperédinen kongruenssi (65)
on myos ratkeamaton.

3) Jos D =0 (mod p), niin (66) on ekvivalentti kongruenssin

2ax +b=0 (mod p)
kanssa, joten tassa tapauksessa kongruenssilla on tarkalleen yksi epédkongruentti juuri.

Esimerkki 3.21. 1) Ratkaistaan kongruenssi 52 +x—8 = 0 (mod 7). Kongruenssin vasen
puoli voidaan korvata polynomilla —222 + z — 1. Téalléin D =1 -8 = —7 = 0 (7), joten
kongruenssilla on tarkalleen yksi ratkaisu. Se toteuttaa kongruenssin —4zx+1 = 0 (7), jonka
ratkaisu on z = 2 (7).

2) 224241 =0 (mod 5). Nyt D = —3 = 2 (5). Koska 5 on muotoa 8n—3, on () = —1
lauseen (3.16) nojalla. Siis kongruenssi on ratkeamaton.

3) 32 +2z+5=0 (mod 71). Nyt D = —56 = 15 (mod 71). Lasketaan () = () ().

71 71 \71
Resiprookkilain ja sen ensimmaéisen tdydennyslauseen mukaan on
3\ 1y -1\ ]
1) \3) \3/) 7
5\  (71\ (1) _ ]
1) \5) \b/

Siis D on nj (mod 71) ja kongruenssilla on kaksi ratkaisua. Kongruenssin y* = 15 (71)
ratkaisut ovat y = £21. On vield ratkaistava kongruenssit 6x + 2 = £21 (71) eli

ja samoin

6xr = 19  (mod 71),
6xr = —23 (mod 71).

Koska 12-6 = 1 (71), néiden ratkaisut ovat 1 = 19-12 =228 = 15 (71) jaxy = —23-12 =
—9276 = 8 (71).
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4 Diofantoksen yhtaloista

4.1 Lineaarisista Diofantoksen yhtaloista

Tarkastellaan lineaarisen Diofantoksen yhtélon
(69) ar+by+c=0 (a, b#0)

ratkeavuutta ja ratkaisuja. Merkitddn d = (a, b). Jaollisuussyistd on selvid, ettd jos d 1 c,
niin yhtalolla (69) ei voi olla yhtdén ratkaisua. Toisaalta, jos d|c, niin jakamalla yht&lo
alun perin luvulla d voidaan rajoituksetta olettaa, ettd d = 1, kuten seuraavassa lauseessa
tehdasn.

Lause 4.1. Diofantoksen yhtilé (69) on ratkeava silloin ja vain silloin kun (a,b)|c. Jos
(a,b) =1 ja (xg,y0) on jokin yhtdlon (69) ratkaisu, niin sen kaikki ratkaisut ovat

{$:$0+k’b

(70) (k € Z).

y=yo— ka
Todistus. Edellisen mukaan riittdd osoittaa, ettd jos (a,b) = 1, niin yhtélo on ratkeava ja
ettd (70) antaa sen kaikki ratkaisut.

Koska (a,b) = 1, niin lauseen 1.9 nojalla on olemassa sellaiset kokonaisluvut u ja v,
ettd au + bv = 1. Kertomalla puolittain luvulla —c saadaan yhtalo

a(—cu) + b(—cv) + ¢ =0,

mistd ndhddén, ettd (xg, yo) = (—cu, —cv) on yhtilon (69) ratkaisu.
Jos my6s (x,y) on ratkaisu, niin vahentdmélla puolittain yhtélot azg + byy + ¢ = 0 ja
ax + by + ¢ = 0 saadaan yhtalo

(71) a(x —xo) + b(y — yo) = 0.

Erityisesti siis b|a(z — ). Koska (a,b) = 1, niin lauseen 1.16 nojalla b|x —x¢ eli © = zo+kb
jollakin k € Z ja silloin yhtélon (71) nojalla y = yo — ka. Selvésti kaikki 16ydetyt parit (70)
ovat ratkaisuja. [

Esimerkki 4.2. Yhtélolla 16z — 28y + 5 = 0 ei ole ratkaisua, silld (16,28) = 4 ja 41 5.

Esimerkki 4.3. Etsitddan Diofantoksen yhtdlon 16x — 28y + 4 = 0 ratkaisut. Jakamalla
luvulla (16,28) = 4 saadaan yhtélo 4x — 7y + 1 = 0. Soveltamalla Eukleideen algoritmia

saadaan yhtélot

7—1.4+3, 4=1-341 3=3-1
ja

1=4-1-3=4-1(7-1-4)=2-4-1-7,
eli2-4—-1-7—-1= 0. Kertomalla luvulla —1 saadaan 4 - (-=2) — 7. (—1) = —1. Néin

(o,%0) = (=2, —1) on ko. Diofantoksen yht&lon yksi ratkaisu. Edellisen lauseen nojalla sen
kaikki ratkaisut ovat parit (-2 — 7k, —1 — 4k), k € Z.



4 DIOFANTOKSEN YHTALOISTA 41

Huomautus 4.4. Rajoituksetta voidaan olettaa, ettd Diofantoksen yhtélossé (69) on voi-
massa b > 0. Jos on olemassa pari (z,*), joka toteuttaa em. yht&lon niin x toteuttaa
kongruenssin ax = —c¢ (mod b), ja kidntden. Koska em. yhtdlostd y heti méérdytyy yk-
sikdsitteisesti, jos x tunnetaan, on ko. Diofantoksen yhtédlon ratkaiseminen olennaisesti
sama ongelma kuin em. kongruenssin ratkaiseminen.

4.2 Pythagoraan luvuista

Tutkitaan Diofantoksen yhtalon
(72) 4yt =20

positiivisia kokonaislukuratkaisuja eli Pythagoraan lukuja (tai Pythagoraan kolmikoita)
(x,y, z). Nimitys juontuu siitd etta téllaiset luvut ovat kosinilauseen mukaan eréén suo-
rakulmaisen kolmion sivujen pituudet.

Tutkittaessa yhtdloa (72) voidaan rajoittua primitiivisiin ratkaisuihin, joissa (z,y, 2) =
1, silla mika tahansa ratkaisu (2/, ¢/, 2’) on jonkin primitiivisen ratkaisun (x, y, z) monikerta
eli (¢/,y,7") = (kx, ky, kz) jollakin k € N.

Primitiivisyysehdosta seuraa, ettd (x,y) = (y,2) = (z,2) = 1, sillé jos luvuista x, y ja z
joillakin kahdella on jokin luonnollinen luku yhteisena tekijané, se jakaa myos kolmannen
ja siis luvun (z,y, z) = 1.

Helposti ndhdéan, ettd luvuista x ja y on toinen parillinen ja toinen pariton, silla ne
eiviit ensinnékéén voi olla molemmat parillisia (koska z olisi silloin my6s parillinen vastoin
primitiivisyyttd), ja toiseksi ne eivit voi olla myoskddn molemmat parittomia, silla silloin
olisi 22 = 2 (mod 4), mikd on mahdotonta, silld jokainen nelié on kongruentti nollan tai
ykkosen kanssa (mod 4). Koska x ja y ovat téysin samassa asemassa, riittaéd etsid vain
sellaiset ratkaisut, missd 2|z ja 21 y.

Lause 4.5. Kolmikot
(73) (2ab,a®> — b*,a* +b*), missd (a,b) =1, a>b>0, 24 (a—b),
kayvdt lapi tarkalleen kaikki primitiiviset Pythagoraan kolmikot (x,y, z), missa 2|z.

Todistus. Oletetaan, ettd (x,y,z) on primitiivinen Pythagoraan kolmikko ja 2|z. Koska
2|z, niin 24y ja 21 z. Néin ollen (2 +y)/2 € Nja (¢ —y)/2 € N ja niiden s.y.t. on 1 (jos
nimittdin p jakaisi ne molemmat, niin p jakaisi niiden summan z ja erotuksen y, vaikka

(.9) = 1) jn 2
G) =) (2"):

Koska oikealla puolella tulon tekijat ovat suhteellisia alkulukuja ja niiden tulo on nelio, on
molempien oltava nelidité, ts. (z +y)/2 = a® ja (z — y)/2 = b* joillakin kokonaisluvuilla
a > 0jab >0, jotka toteuttavat ehdot a > b ja (a,b) = 1. Koska

a—b=a>-b=y=1 (mod?2),
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niin (z,y, z) on muotoa (73).

Oletetaan ka#ntéden, ettd luvut a ja b toteuttavat ehdot @ > b > 0, (a,b) =1ja21ta—0b
(eli luvuilla @ ja b on eri pariteetti). Silloin luvuille x = 2ab, y = a® — b* ja 2 = a®> + b?
patevit ehdot = > 0, y > 0, z > 0, 2|z ja

v+ = 4d’V? 4 (a® — b*)? = (a® + b)) = 22
Osoitetaan vield, ettd (x,y,z) = 1. Jos (y, z) = d, niin
dly=ad* -0  d|z=ad*+10%
joten d|2a* ja d|2b*. Koska (a,b) =1, niin d = 1 tai d = 2. Koska 2 { y, niin d = 1. O

Esimerkki 4.6. Etsitdén kaikki primitiiviset Pythagoraan kolmikot (x,y, z), joissa 0 <
z < 30 ja 2|z. Lauseen 4.5 mukaan ndmé ovat muotoa

r=2ab, y=a®>—b*, z=a*+0* <30, (a,b)=1,a>b>0, 2fa—0.

Kolmikot saadaan taulukosta

b a x y =z
1 2 3 4 5
1 4 15 8 17
2 3 5 12 13
2 5 21 20 29
3 4 7 24 25.

5 Lukuteorian sovellus: RSA-salakirjoitusjarjestelma

Tassd pykalédssa késitellddn modernia RSA-salakirjoitusjirjestelméé. Se on julkinen seu-
raavassa mielessé: henkilo X julkistaa (esim. sanomalehdessé), miten hénelle tulevat viestit
tulee kryptata, ts. kirjoittaa salakirjoitettuun muotoon. Télloin kuka tahansa voi suorit-
taa kryptauksen ja ldhettdéd salaisia viestejd henkil6lle X, mutta siitd huolimatta, etta
kryptausmenetelmé on tiedossa, nykytietdmyksen valossa vain henkilé X pystyy kohtu-
ullisessa ajassa dekryptaamaan, ts. purkamaan salakirjoituksen.

Henkilo X valitsee kaksi suurta (esim. 300-numeroista) alkulukua p ja ¢ ja muodostaa
tulon n = pq. Edelleen hén valitsee jonkin positiivisen kokonaisluvun e # 1, jonka suurin
yhteinen tekija luvun (p — 1)(¢ — 1) kanssa on 1, ja etsii sellaiset kokonaisluvut d > 0 ja
d" <0, joille

l=de+d"(p-1)(q-1),

mika on mahdollista lauseen 4.1 mukaan. Merkitaan d' = —d” > 0. Talloin

l=de—d(p—1)(q—1).
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Téamén jalkeen henkilo X julkistaa luvut n ja e, mutta pitaéa luvut p, ¢ ja d omana tietonaan.
Nyt kuka tahansa voi lahettaé salaisen viestin henkilolle X seuraavalla tavalla. Ensiksi viesti
koodataan jollakin ennalta sovitulla tavalla kokonaislukujonoksi

M17M27"'7

missd kullakin indeksin ¢ arvolla 1 < M; < n. Viestin ldhettdja suorittaa nyt kryptauksen
eli etsii ehdot
Mf =m; (mod n), 0<m;<n

toteuttavan luvun m;, ts. korottaa luvun M; kryptauseksponentin e ilmoittamaan potenssi-
in ja laskee saadun luvun pienimmaén ei-negatiivisen jadnnoksen modulo n. Laskujen nopeut-
tamiseksi e voidaan kirjoittaa luvun 2 potenssien summana (siis 2-kantaisessa jarjestelmés-
si) ja kiyttad hyviksi kaavaa M2 = (M2?)2. Salakirjoitettu viesti, ns. kryptoteksti, on
jono
mq, Mo, ....

Seuraava lause kertoo, miten henkilé X — joka ainoana tuntee luvun d — voi suorittaa

dekryptauksen eli selvittaa, mika oli alkuperdinen selvikielinen viesti.

Lause 5.1. m¢ = M; (mod n).

Todistus. Jos p ei jaa lukua M;, niin Fermat’n pienen lauseen nojalla

mld = Mied — M;+d/(P*1)(Q*1) — (Mipfl)d’(qfl)Mi = M’L (HlOd p)

Jos p | M;, niin my6s talloin
d — ed —
mi = M = M,; (mod p).
Samoin tietysti m¢ = M; (mod q). Viite saadaan nyt seurauksesta 2.15. O

Kryptosysteemin ideana on, ettd vaikka periaatteessa kuka tahansa pystyy pelkéstaan
luvun n perusteella laskemaan luvut p ja g, on tekijéihinjako parhaillakin tunnetuilla algo-
ritmeilla niin tyolasté, ettd kun X valitsee riittavan suuret luvut p ja ¢, niin se ei onnistu
missadan kohtuullisessa ajassa.
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