VALIKOITUJA KOHTIA LUKUTEORIASTA

ARI LEHTONEN

1. LAAJENNETTU EUKLEIDEEN ALGORITMI
1.1. Jakoyht&lo. Olkoot rg, r1 € Z, rog > 11 > 0. Téll6in on olemassa yksikésitteiset
luvut ¢ ja ro € Z siten, etta
ro=qr+r2 ja 0<ry<rp.

Luku ¢; on lukujen rg ja r; kokonaislukuosamdadrd ja ro (kokonaisluku-)jakojidnnds.
Otetaan kdyttoon seuraavat funktiot: Olkoot z, y € R, y # 0. Asetetaan (ks. [?,
§1.2.4] tai [?, §3.1])

| ] := suurin kokonaisluku n siten, ettd n < z (z:n lattia);
[x] := pienin kokonaisluku n siten, ettd n > x (x:n katto);
2 mod y == 7 — yz/y);
x mod 0 := x.

Helposti ndhd&an, ettd kun y > 0, on 0 < z mod y < y.
Jakoyhtélon osaméérd ja jakojaannos voidaan nyt ilmaista ¢ = |ro/r1] ja ro =
ro —qi71 =10 — 71 |r0/r1] = 10 MOd 7.

1.2. Eukleideen algoritmi. Kun jakoyhtiloa toistetaan, 16ydetéaan luvut ¢, ¢;, r; €
N, 1<i</ siten, ettd 0 <r;_ 1 <r;, kun1 <7</, ja
("o =q17T1 + T2,

rL=(Q27T2 + T3,
(1.1) ¢

To—o = Q-17T¢-1 + Ty,

L7e—1 = qere+ 0.

1.3. Laajennettu Eukleideen algoritmi. Olkoot luvut ¢, ¢; ja r; kuten Eukleideen
algoritmissa (?77). Pyritdén etsimddn luvut s; ja t; siten, ettd s; ro +t; 71 = r; kaikille
0 < i < L. Oletetaan aluksi, ettd téllaiset luvut ovat olemassa. Kun téatd oletusta
sovelletaan indekseihin ¢ — 1, 7 ja 7 + 1, saadaan Eukleideen algoritmin avulla

Tig1 =Tic1 — @15 = (Si—1 7o+ ti1m1) — qi (siro +tir1)

1.2
(12) = (Si—1 — @i Si) 10 + (tic1 — qiti) 1.
Toisaalta r;11 = s;117r9 + t;117r1. Valitaan kertoimet seuraavan palautuskaavan
mukaisesti
Si+1 = Si—1 — i Si,
(1.3) "

tiv1 =ti1 — qit;.
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Té&lloin yhtalostd (?77) seuraa, ettd jos sprg 4+t =1 arvoilla k =i —1ja k=i ja
kertoimet sy ja t; on maaritty palautuskaavojen (?7?) avulla, niin yht&lo sg ro+tg r1 =
rr on voimassa myos, kun k£ = ¢+ 1. Riittéda siis 16ytaa sopivat aloitusarvot. Téllaiset
ovat

so=1, t4=0, s =0, t;=1.
Laajennetussa Eukleideen algoritmissa maarataan luvut ¢, ¢;, m; € N, s;, t; € Z,
1<e < siten, ettd 0 <7y <7, kun 1 <0< /) ja
( so=1, t,=0
s51=0, t1=1
(1.4) Tim1 = qiTi + Tiq1

Si—1 =¢; Si T Si+1

( tic1 = Giti +tipa

Talloin s; 1o + t; r1 = r; kaikille 0 < ¢ < £ ja ry = syt(rg, r1).

Lisdtietoa laajennetusta Eukleideen algoritmista 16ytyy kirjoista [?, §3.2], [?, §4.5.2].
Huomautus 1.1. Suurimman yhteisen tekijin méadrddminen Fukleideen algoritmilla
vaatii enintédn 1 + logr;/log© jakoyhtilésd, missda $0 := (1 + +/5)/2. "Hitain” ta-
paus syntyy Fibonaccin lukujen kohdalla. Laajennettu Fukleideen algoritmi on las-

kennallisesti tehokas tapa laskea syt(rg, 1) ja samalla ratkaista Diofantoksen yhtalo
xro+yry =syt(ro,m1). [7, §1.10], [?, §1.2.1].

Esimerkki 1.2. Laajennetun FEukleideen algoritmi voidaan kirjata taulukoksi:

1 r; S; tz
0j126| 1| 0
1] 35 0] 1
2021 1713 Rivilta i = 4 saadaan
31 14)-1) 4 ry = syt(ro, 1) = S470 + tary, €li
4l T2 -7 7 = syt(126,35) = 2- 126 — 7 - 35.
5 0[—5| 18
2. TOISTETTU NELIOINTI
Jos potenssin a” lasketaan potenssin miirittelevin rekursion a” := a-a" !, a' := q,

avulla, tarvitaan n — 1 kertolaskua. Laskemista voidaan nopeuttaa huomattavasti
seuraavasti ([?, §4.3]):

1° Esitetdén luku n € Z, kaksikantaisena muodossa n = 2¥ + dj_; k=1 ...
di 2+ dy, missa dj,_q,...,dy,dy € {0, 1}

2° Asetetaan by := a.

3 Kunj=k—1,k—2,...,1,0, asetetaan

{bj = b?+1 a, josn; =1,

2
bj :=0bj,;,  muuten.

Edell4 lasketun jonon viimeinen alkio by = a™ (todistus jétetddn lukijan tehtaviksi).

Kun potenssi a” lasketaan télla algoritmilla, tarvitaan & = |log,n| nelidintia ja
enintddn yhtd monta kertolaskua (log, n on luvun n kaksikantainen logaritmi). Kai-
kenkaikkiaan kertolaskujen lukumééré on enintdén 2 |logy, n|.
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3. AARELLISEN KUNNAN PRIMITIIVINEN ELEMENTTI

Ryhmén G alkion a kertaluku on pienin positiivinen kokonaisluku k siten, etté
a® =1, jos tillainen luku on olemassa. Alkion a kertalukua merkitéin ord(a). Alkion
a virittamd syklinen aliryhmd on (a) = {a" | n € Z}. Jos alkion a kertaluku & on
ddrellinen, niin (a) = {1,a,a?,...,a""1}.

Lemma 3.1. Olkoot G ddrellinen syklinen ryhmd ja a, b € G siten, ettd niiden
kertaluvut ovat keskenddn jaottomat, syt(ord(a),ord(b)) = 1.
Talloin ord(ab) = ord(a) ord(b).

Olkoon K #érellinen kunta, jossa on p" alkiota (K = Z, = Z/pZ, p alkuluku', tai
K = Fpn = Galois'n kunta, jossa on p" alkiota, n € Z, ). Fermat'n pienen lauseen
nojalla jokainen a € K* := K \ {0} toteuttaa yhtdlén a?' = 1. Tésté seuraa, etti
jokaisen alkion a € K* kertaluku on luvun ¢ — 1 tekija. Alkio g € K* on kunnan K
primitiivinen elementti, jos sen kertaluku on g — 1. Talloin siis K* = (g).

Adrelliselld kunnalla on aina primitiivinen elementti. Ryhméteorian kielelld ilmais-
tuna: multiplikatiivinen ryhméd K> on syklinen. Itse asiassa, jokaiselle luvun ¢ — 1
tekijille k& kunnassa K on tasmélleen ¢(k) alkiota, jonka kertaluku on k (ks. [?,
§2.8, 2.20, 2.21]). Tassd ¢ on Eulerin p-funktio, p(n) := joukon {k € Z | 1 < k <
n ja syt(k,n) = 1} alkioiden lukumééré. Erityisesti ¢-alkioisessa kunnassa primitii-
visid elementtejd on ¢(¢ — 1) kappaletta. Ndmé tulokset todistetaan usein kauniin
p-funktiokaavan avulla:

Z o(d) =n.

din
Gaussin algoritmi primitiivisen elementin mairaamiseksi:

1° Valitaan a; € K, a; # 0. Olkoon t; := ord(ay).

2° Jos t; = ¢ — 1, niin a; on kunnan K primitiivinen elementti.

3° Jos t; < g —1, valitaan b € K\ (a;). Olkoon s := ord(b). Jos s = ¢ —1, niin b
on kunnan K primitiivinen elementti.

4° Jos s < ¢—1, maarataan luvut d ja e € Z, siten, etta d|tq, e|s, syt(d,e) =1 ja
de = pyj(ty,s). Asetetaan ag := a!/?b%/¢ ja ty := pyj(t1, s). Vaihdetaan edelld
alion a; tilalle as ja luvun ¢, tilalle t,, ja toistetaan kohdasta 2°.

Todistuksen sijasta annamme muutaman kommentin:

(i) Alkion b kertaluku ei voi olla luvun tekiji; muutoin olisi b = 1, jolloin b olisi
yhtélén 21 —1 = 0 juuri. Mutta télld yhtalolla on jo ¢ eri juurta a{, 1 <5<,
Téstéd seuraa myos, etta pyj(t1, s) > ti.

(ii) Kohdan 4° viite luvuille d ja e on yleinen: Kun m € Z, jan € Z,, niin on
olemassa luvut d ja e siten, ettd d|m, e|n, syt(d,e) = 1 jade = pyj(m,n). Viite
on helppo todistaa esimerkiksi aritmetiikan peruslauseen avulla (ja jitetaan
lukijan tehtéviksi).

(iii) Kohdassa 4° alkion a?/ ¢ kertaluku on d ja alkion b*/¢ kertaluku on e. Edellisen
lemman nojalla ndiden tulon kertaluku on de = pyj(t1, s) > t;.

Merkintés Z, kiytetdin usein lyhenteend kokonaislukujen jainnésluokkarenkaalle Z/nZ. Toi-
saalta, joissakin lukuteorian ja algebran esityksissd merkintd Z,, kun p on alkuluku, on varattu
ns. p-adisten lukujen kunnalle, joka on tdysin eri asia kuin kunta Z/pZ. Merkintd F, ei aiheuta
sekaannusta, mutta ei liene kovin yleisesti kiytetty jadnnosluokkakunnan Z/pZ kohdalla.
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3.1. Miten luvut d ja e valitaan, jos m := 150, n := 225, ja on oltava d|m, en,
syt(d,e) =1 ja de = pyj(m,n)?

3.2.  Jos et aiemmin ole osoittanut, niin osoita nyt: Kun py, ..., pr ovat keskendén
erisuuria alkulukuja ja

s

m=p" ... pi* ja n=p".. .pk,

niin 2

syt(m,n) = p‘fm(ml’"l) .. .pzmn(m’“’"’“) ja  pyj(m,n) = pinax(ml’"l) . ;nax(m’“"’“).
3.3. Osoita aritmetiikan peruslauseen (tms) avulla, ettd kaikille m, n € Z, on ole-
massa luvut d ja e siten, ettd d|m, e|n, syt(d,e) =1 ja de = pyj(m,n).

3.4. Olkoot a, b, m € Z,, m > 1. Osoita, ettd yhtdlollda a x = b mod m on ratkaisu
x € 7 jos ja vain jos syt(a,m) | b.

3.5. Olkoon p pariton alkuluku ja g kunnan Z, primitiivinen alkio. Olkoon n € N,
n > 0. Selvitd miten yhtdls z? = ¢", x € Z,, voidaan palauttaa kokonaislukujen
kongruenssiyht#loksi 2k = n mod (p — 1), k € Z. Milld ehdolla yhtilslli 22 = g™ on
ratkaisu?

4. NELIOJAANNOKSET

Olkoon p > 2 alkuluku. Luku a € Z on nelidjidnnés modulo p, jos on olemassa
b € 7Z siten, etti a = b*> mod p. Legendren symboli (%) kertoo onko a nelijadnnos
modulo p; tarkemmin

0, jos a=0mod p;

a

(—) = 1, jos a on nelitjadnnos modulo p;
b —1, jos a ei ole nelidjadnnos modulo p.

Legendren symboli on helppo laskea toistetun nelidinnin avulla seuraavan tuloksen

nojalla (todistus jaa lukijan tehtéviksi):

Lause 4.1.
<E> = a2 mod p.
p

Yleisemmasta Jacobin symbolista kiytetddn samaa merkintédéd kuin Legendren sym-
bolista, mutta Jacobin symbolissa luvun p ei tarvitse olla alkuluku. Jacobin symbolista
ei toisaalta saa tarkedtd tietoa: jos (%) = 1, niin a on neligjadnnos modulo n.

Jos a on neligjadnnos modulo p ja p = 3 mod 4, voidaan alkion a neliGjuuri mo-
dulo p ma#ratéd helposti toistetun neliinnin avulla; ks. ??. Tarkastellaan seuraavaksi
tapausta, missd n on kahden keskenédén erisuuren alkuluvun p ja ¢ tulo, n = pq.

Oletetaan, ettd a on neligjaannos modulo n. Talléin a on neliGjadannés modulo p ja
modulo ¢. Olkoot ¢, ja ¢, luvut, joille

CQE

. 2 _
»=amodp ja ¢, =amodg.

ZKirjassa [?, §4.5] ehdotetaan varsin néttid merkintdd m_Ln tarkoittamaan lukujen m ja n kes-
ken#éin jaottomuutta (eli sitd, ettd syt(m,n) = 1)! Tamé& tarkoittaisi siis alkulukujen pq,...,p
eksponenteille ehtoja min(my,ny) =0,...,min(my,ng) =0, t.s. myny =0,...,mn; = 0.
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Koska syt(p,q) = 1, voidaan laajennetun Eukleideen algoritmilla avulla maaraté
luvut z, ja x, siten, ettd

T, p+xeq = syt(p,q) = 1.
Olkoot

ri=cgTppt+cpxggmodn ja S:i=cCyTpp — CpTyqmodn

Harjoitustehtdviksi jad osoittaa, ettd luvut +r mod n ja +s mod n (kaikki neljd) ovat
luvun a neliGjuuria modulo n.

4.1. Olkoon p alkuluku siten, ettd p = 3 mod 4. Oletetaan, ettd a on neliGjaannos
modulo p. Osoita, ettd ¢ := a®*Y/4 on luvun a nelidjuuri modulo p, t.s. ¢* = a mod p.

4.2.  Olkoon p pariton alkuluku, ja a € Z,, a # 0. Osoita, ettd alkiolla a on neliojuuri,
jos ja vain jos
a2 — 1

[Vihje: Osoita aluksi, ettd yhtélslld 22 = 1 on kunnassa Z, tdsmélleen kaksi ratkaisua,
r =1jax = —1; tehtdva 7?7 saattaa myos auttaa.]

4.3. Olkoon p > 2 alkuluku. Osoita, ettd kunnassa Z, on tasan (p — 1)/2 nollasta
eroavaa alkiota, joilla on neliGjuuri kunnassa Z,, ja tasan (p — 1)/2 alkiota, joilla ei
ole.
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