Harjoitukset 5 Ratkaisut Lukuteoria
tiistai 18.10.2011 16.00-17.30 MaD-302

1. ..

Luku 123456789 on jaollinen jopa 9:1l4, , koska 1+2+...9=45ja 4 +5=19.
Luku 123456789 ei ole jaollinen 11:114, , koska 11 f1 —2+ .-+ 9 =5.
Luku 476271 ei ole alkuluku, koska 44-74+6+24-7+1=27 on jaollinen kolmella.

2. Jaollisuuslauseet 4:lld ja 8:lla.

(i) 4:114: Kymmenen potenssien jakojadnnokset neljélla (eli kympin potenssit
modulo 4) ovat 1 = 1,10 = 2,100 = 2?2 = 4 = 0 ja siis loputkin nollia.
Siis desimaaliluvut a,a,_1 ...a1a¢ ja ajag sekd luku 2a; + ag ovat yhté aikaa
jaolliset nelosella, esim 222222 = 22 ei ole, eikd myoskéddn 2 - 2 + 2 = 4 ole,
mutta 600560 = 60 on, samoin 2 - 6 + 0. Lopuksi: 3416 on, koska 16 on.

(ii) 8:lla: Kymmenen potenssien jakojadnnokset 8:1la (eli kympin potenssit modu-
lo 8) ovat 1 = 1,10 = 2,100 = 2% = 4,1000 = 23 = 8 = 0 ja siis loputkin nol-
lia. Siis desimaaliluvut a,a,_1 ... aiag ja asaiag seki 4-as+2-a14ag ovat yhtéa
aikaa jaolliset 8:lla. Esim 222222 = 222 ei ole, eihén 4-242-2+2 =84446
ole, mutta 600560 = 560 on, silld 4-5+2-6+ 0 = 20+ 12 = 32 on jaollinen
8:1la (voi lopuksi soveltaa testid vield kerran: 0-2+3-2+ 2 = 8 on jaollinen.
Lopuksi: 3416 on, koska 416 on, koska 4-4+2-14+6=16+2+6 = 24 on
jaollinen 8:lla.

3. Algebrasta tiedetddn, ettd

Masr: (Adrellisen) ryhmén kertaluku on sen alkioiden lukumddrd.
Maér: Ryhmdn G alkion a kertaluku on min{n € N ‘ a" =1} (, joka on itse asiassa
alkion a virittamdn aliryhmdn (a) alkioiden lukumddird.)
Lagrangen lause: Ryhmdn alkion kertaluku jakaa ryhmdan kertaluvun.

Todistetaan Eulerin lause.

Eulerin funktion mééritelmian mukaan ¢(n) on ryhmén Z* kertaluku, joten La-
grangen lauseen mukaan alkion a € Z; kertaluku N jakaa luvun ¢(n), ts. p(n) = Nk
jollekin k € N. Alkion kertaluvun miéiritelmin mukaan o =1 € Z*, joten

a@(n):aNk:(aN)kzlkzlezz O

4. Ratkaise lineaariset kongruenssiyhtdlot (a) ja (b) ja selvitd kongruenssiyhtildi-
den (c) ja (d) ratkaisujen lukumddrd.

(a) 3z =5 (mod 7).

Koska (3,7) = 1, niin ratkaisu on 1-késitteinen ja saadaan kertomalla
puolittain 3:n kdédnteiselld (mod 7), joka on 5.(kokeilin vaihtoetoja 2,3,4,5,6,
huomsin heti, ettd 3-2 =6 = —1,joten 3-2-3-2=1¢elil=3-(2-3-2) =
3-12=3-5,jatodella: 3-5=15=1.) Siis x = 5% =25 =4 € Z.

(b) 6z =5 (mod 12).
Koska (6,12) = 6 /5, niin ratkaisuja ei ole (Lause 2.27).
(c) 943z = 381 (mod 2576)

Koska (943,2576) = 23 (<-Eukleideen algoritmi taskulaskimella.)

ja 23 J381, niin ratkaisua ei ole
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(d) 13752 = 242 (mod 5625) Koska (1375,5625) = 11 ja 242 = 22 - 11, niin
ratkaisuja on 11 kpl.

5. Ratkaise 6x =4 (mod 10).

Koska (6,10) = 2 ja 2|4, niin ratkaisuja on 2 kpl. Ne 16ydetédéin 3 menetelmalla:
(1) kokeilemalla: 6-0=0%# 4 (mod 10)
6-1=6%4 (mod 10)
-2=12=2#4 (mod 10)
-3 =18 # 4 (mod 10)
-4 =24=4 (mod 10) OK!
-5 =230 # 4 (mod 10)
-6 =36 #4 (mod 10)
-7=42 # 4 (mod 10)
.8 =48 # 4 (mod 10)
6-9=>54=4 (mod 10) OK!
Ja todella 9=44-10/2, kuten teoria edellyttaakin.
(2) Eulerilla: Jaetaan ensin pois (6, 10) eli 2 ja siirrytéén tarkastelemaan kongruens-
sia 3z = 2 (mod 5).
©(5) = 4, joten x = 3verPhil0—1 = 33 = 9 = 4. Toinen ratkaisu (eli 9)
saadaan lisaamalld 10/2 eli 5.
(3) Eukleideella luennon /monisteen ohjeen mukaan: Jaetaan taas ensin pois (6, 10)
eli 2 ja siirrytdén tarkastelemaan kongruenssia 3z = 2 (mod 5). Etsitdin
Fukleideen algoritmilla luvut y ja z siten, ettd 3y 4+ 5z = 1:

5=3+2, 3=2+41, siis
1=3-2=3-(5—-3)=2-3—1-5, joten kelpaa y =2, v = —1.

(o> o) o) o) e e e

mista nakyy, ettd 3y = 1 (mod 5) eli 3-2 =1 (mod 5), mistd pédtelldén,
ettd 3-2-2 =2 (mod 5), siis = 4 kelpaa. Toinen ratkaisu (eli 9) saadaan
jalleen lisaamalla 10/2 eli 5.
On syyta panna merkille, ettd lineaarisen kongruenssin ax =1 (mod n) rat-
kaiseminen on sama teht#ivi kuin kifnteisalkion a~' € Z, etsiminen. (Mo-
nisteessa kiddnteistd on merkitty a'.)

6. Kalle er muista, montako porttia pujotteluradalla on, mutta hdn muistaa, ettd
jos porttien mddrd jaetaan kahdella, kolmella, tai seitsemdlld.

r=1 (mod 2)
r=2 (mod 3)
r=0 (mod?7)

Ratkaisu on helppo keksid suoraankin kokeilemalla 7:11a jaollisia lukuja, mutta
esitetadén teorian (kertauksen) mukainen ratkaisu:

Huomataan aluksi, ettd 2, 3 ja 7 ovat parittain suhteellisia alkulukuja (itse asiassa
jopa eri alkulukuja), OK! Tulos saadaan lukuna x = 1-y +2- 2 4+ 0 - w, missid luvut
Y, 2z, w toteuttavat seuraavat helpommat kongruenssiryhmét, jotka ratkaistaan ensin:

y=1 (mod2) [z=0 (mod 2) w=0 (mod 2)
y =0 (mod 3), =1 (mod 3) ja ¢ w=0 (mod 3)
y=0 (mod 7) =0 (mod 7) w=1 (mod 7)



Olkoon
n =2 ns=3n3="7, N =ninynsg =42,
ja
Nl = N/m = NaN3z = 21, Ng = N/n2 = NnNing = 14, ja N3 = N/n3 = N1Ng = 6.

Teorian mukaan ratkaisu on yksikésitteinen (mod N), joten riittdaloytada yksi rat-

y=1 (mod 2)
kaisu x € Z. Se 16ydetddn nidin: Kongruenssiryhmé ¢ y =0 (mod 3) merkitsee, etti
y =0 (mod 7)

on loydettédva luku y, joka on jaollinen 3:lla ja 7:lla, siis muotoa y = N1k = 21k ja
jolle y =1 (mod 2). On siis ratkaistava kongruenssi y = 21k =1 (mod 2) eli 16ydet-
tava luvun 21 = N; kdanteisalkio k = N| € Zs. Se on tietenkin 1, onhan N} =21 =1
(mod 2). Siis y = 21 - 1 = 21, minké heti kokeillessaan huomaa todella toteuttavan
ao0. kongruenssiryhmén.

z=0 (mod 2)

Vastaavasti saadaan zmn kongruenssiryhméstd ¢ z =1 (mod 3), ettd z = 14NJ,
z=0 (mod 7)

missd 14N} = 1 (mod 3), eli (esim.) NJ = 2, josta z = 28 miké toteuttaakin ao.

kongruenssiryhmén.

Kolmannen kongruenssiryhmén ratkaisemiselta véltytdan, koska alkuperiisessi
tehtavissi kolmas jakojaannos on 0 ja ratkaisu siis x = y+ 2240w = 21+2-28 = 77.
Koska N = 42, niin 35=77-42 on pienin positiivinen ratakaisu ja voi lopuksi laskuvir-

7=1 (mod 2)
heiden varalta ettd 35 toteuttaa alkuperdisen kongruenssiryhmén. ¢ 7 =2 (mod 3)
7=0 (mod 7)

Muistaen alkuperdien tehtdvin voisi arvata, ettd Kallen portteja on 35 kpl (ei kai
sentddn esim 77 eikd 112 kpl?).

7. Ratkaisen kongruenssiryhmdat Kallen opeilla.

Koska kéanteiset NJ’. lasketaan eri modulien n; suhteen, on niité seuraavas-

sa merkitty (Nj)j_l, miké ei ole vakiintunut kéytantd, mutta helpottanee ajattelaua
aluksi.

2 (mod 5)

5 (mod 7)  Siis z =2y + 5z + Tw,

7 (mod 12)

y=(7-12)-(7-12);' =84 (84);' =84 - (4);' =84 -4 = 336.

(Sama fixummin:

y=(7-12)-(7-12);' =84-(2-2);' =84- (4);' =84 -4 = 336.
z=(5-12)-(5-12);' =60 (60);' =60 - (4);' =60 -2 = 120.
w=(5-7)-(5-7)15 =35-(35)5 -2=35-(—1)5 =35-11 = 385.
x=2-336+4+5-120+ 7-385 = 3967 = 187 (mod 5-7-12 = 420)

=2 (mod 6)

5 (mod 7) Téssd on ongelma: (6,15) # 1. Hidén hetkelld improvisoi-
=7 (mod 15)

daan hieman. Ensimméinen kongruenssi merkitseee, ettd x — 2 on jaollinen 6:1la, siis
seké 2:1la ettd 3:lla. Néin kongruenssiryhmé saa muodon

T =
a) ¢ T =
T =

T
b) < x
T
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r=7=1 (mod 3)

r=7=2 (mod 5)
Kongruenssiryhméll ei ei ole ratkaisua, koska etsitty luku olisi parillinen (1. kongruens-
si) ja samalla pariton (alin kongruenssi).

Vastaavasti alin kongruenssi x = 7 (mod 15) jakautuu pariksi

r =2 (mod 5)
¢) L =5 (mod 7)
r =8 (mod 12)

Siis x = 2y + 5z + 8w, missd x,y ja z ovat samat kuin a)-kohdassa, siis y = 336,
z = 120 ja w = 385. Riittaa siis lisdtd a):n ratkaisuun yhden kerran w ja saadaan
x = 187 + 385 = 572 = 152 (mod 420). (Kokeilin: toimii)

x =3 (mod 9)
d) < 2 =6 (mod 10) Siis x = 3y + 6z + 9w, N = 990.
r=9 (mod 11)

y=(10-11)-(10-11)71y =110 (1-2)g" =110 (2)5" = 110 - 5 = 550.
z=(9-11)-(9-11)y =99 - (=1-1);y =99 -9 = 891.
w=(9-10)-(9-10);{ =90 - (2)' =90 -6 = 540.
x=3-55046-891 +9-540 = 11856 = 966 (mod 9-10- 11 = 990).
8. (Virhe tehtivissa korjattu.) Olkoot p ja q eri alkulukuja. Osoita, ettd
P Pt =1 (mod pq).
Fermat'n pienen lauseen mukaan
p" =1 (modq), joten p? ' +¢" ' =1 (mod q).
Vastaavasti ¢? ' =1 (mod p), joten p? ' +¢ ' =1 (mod p),
joten, koska (p,q) =1, p? ' 4+¢*' =1 (mod pq).
9. Olkoon p alkuluku.

Fermat Fermat

(@) (a+bP = a+b = a”+ (modp).
(b) (a+b)P =>0_, ()a*b™* = aP+bP (mod p), (Koskap| (), kunl <k <p.)
(c) Todistetaan Fermat'n kaava induktiolla a:n suhteen. Alku: 1P =1 =1 (mod p)

2 nd.o
Askel: (a+1)pz)ap+1p:ap+1[éla+l.



