Harjoitukset 3 / 2011 RATKAISUT Lukuteoria
1. Keksi perusteluja kaavalle ¢(2) = 72 /6 = 0.607...

1. perustelu: Matematiikan (ja tilastotieteen) laitoksen "virallisessa’collegepuserossa
on kolme kaunista kaavaa, nimittéin
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2. perustelu: Katsopa http://mathworld.wolfram.com/RiemannZetaFunctionZeta2.html

Numeriikkaa on aika helppo perustella: lasketaan riittdvan monta termié ja ar-
vioidaan jadnnostermid esim Lagrangen kaavalla.—-

2. Todista, ettd yhtdlot
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ovat ekvivalentit. (Vihje: px E = Ey)
Tulkinta: n € N, funktiot f ja g mééaritellyt vdhintdin ao. pisteissé, esimerkikiksi

kaikille positiiviluvuille. Kiintedlld 2 € R on n +— f(%) lukuteoreettinen funktio.
Oletetaan (1) ja lasketaan yhtdlon (2) oikea puoli:
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Toiseen suuntan samaan tyyliin.

3. Todista, ettd
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Edellinen sovellettuna funktioon f(x) = |x| antaa, ettd seuraavat ovat yhtapité-
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Valitaan kaikilla x € R g(x) = 1 ja saadaan yhtapitaoviksi

(Jutilan monisteessa mainitaan, ettd yhtilo

on ekvivalentti “alkulukulauseen’kanssa. Ks alla. En tdaltd istumalta tiedd, mitd ver-
siota alkulukulauseesta Jutila mahtaa tarkoittaa?)

4. Seulaperiaate. Olkoon A C 7Z ddrellinen joukko ja P € Z, P # 0. N on niiden

lukujen a € A lukumddrd , joille (a, P) = 1 ja Aq niiden lukujen a € A lukumddrda,
joille dla. Todista, etti N =3, p pu(d)Aq.
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5. Madritelmd: von Mangoldtin funktio on

A(n) = logp,  josn = p™,
0 muulloin,

tassa p™ kay lapi (aidot) alkulukupotenssit, ts. p € P ja m > 1.
Todista, ettilogn = (A E)(n).
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6. Todista
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Edellisen tehtdvan nojalla



A(n) = (A Eo)(n) = (Ax Ex p)(n) = (10g*ﬂ)(n)
= u(d)log(n/d) = " u(d)(log(n) — log(d)) =

dn din

= u(d)logn = p(d)logd

dln dln
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koska logn =0, kun n =1 ja Zd‘n p(d) = Eo(n) = 0 muilla n € N.
von Mangoldtin funktio néyttelee téirkeidd osaa alkulukuteoriassa, silla alkuluku-
lause on ekvivalentti asymptoottisen relaation
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kanssa.

7. Selvisti 641 = 244+ 5* = 5.274 1. Osoitetaan, ettd 2% = 641k —1 jollain k € N
eli ettd 2% = —1 (mod 641).

5-2"=640= —1 (mod 641) (oletus)
5.9 = (5.2 = (1) =1 (mod 641)
2' = —5* (mod 641) (oletus)
51.2% = -5 (mod 641)
22 = —1  (mod 641) (koska (5,641) = 1)
Tisti seuraa, etti Fs =22 +1=224+1=—1+1=0 (mod 641).



