Harjoitukset 2 / 2011 RATKAISUT Lukuteoria

1. Etsin Eratostheneen seulalla samantien kaikki lukua 400 pienemmdt alkuluvut.
(Tai ohjelmoi tietokoneesi etsimddin paljon lisdd.)

e Kirjoita riviin kaikki luvut 1-200.

e Poista (viivaa yli) 1. Se ei ole alkuluku!

e Jita 2, poista 4, 6, 8, eli kaikki muut parilliset

e Jitd 3, 6, ...eli kaikki muut jaljella olevat 3:lla jaolliset. Joka toinen niisté
onkin jo poissal

e 4 on jo poistettu, samoin sen kaikki monikerrrat.

e Jitd 5, poista 10 (on jo poissal) 15 (on jo poissa), ...eli poista kaikki muut
jéljella olevat viidella jaolliset Useimmat niistéd ovatkin jo poissal

e 6 on jo poistettu, samoin sen kaikki monikerrrat.

e Jitd 7, poista muut 7:114 jaolliset: 14 (on jo poissal) 21 (on jo poissa),...
useimmat niisté ovatkin jo poissal

e 8 on jo poistettu, samoin sen kaikki monikerrrat. Vastaava koskee lukuja 9
ja 10.

e Jitéd 11, poista muut 11:114 jaolliset 22 (on jo poissal) 33 (on jo poissa), ...eli
kaikki jaljelld olevat 11:114 jaolliset eli 11 x 11 = 121, 13 x 11 =143, ja 17 x
11 = 187.

e 12 on jo poistettu, samoin sen kaikki monikerrrat.

e Jatd 13, poista muut jiljelld olevat 13:114 jaolliset eli endd 13 x 13 = 169.

e 14, 15, 16 monikertoineen ovat jo poissa.

e Jita 17, poista 17 x 17.

e Jitd 19, poista 19 x 19.

e 20 on jo poistettu, samoin sen kaikki monikerrrat.

e Koska on saavutettu v/400 ei mikéén jiljelld oleva luku enié ole jaollinen,
koska sen mahdollinen tekijé olisi jo huomattu. Jéljelle jadneet luvut 2, 3, 5,
7,11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89,
97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173,
179, 181, 191, 193, 197, 199, 203, 209, 211, 217, 221, 223, 227, 229, 233, 239,
241, 247, 251, 253, 257, 259, 263, 269, 271, 277, 281, 283, 287, 289, 293, 299,
301, 307, 313, 217, 319, 323, 329, 331, 337, 341, 343, 347, 349, 353, 359, 361,
367, 371, 373, 377, 379, 383, 389, 391, 397 ovat siis alkuluvut vililta 2...400.

2. Nayta, ettd alkulukup # 3 on muotoap = 3k+1  tai p=3k—1, (keN).

Jokainen luku on muotoa 3k, 3k + 1 tai 3k + 2 sen mukaan onko jakojadnnos 3:1la
jaettaessa 0,1 vai 2. Ensin mainituista vain 3 on alkuluku, muut jaollisia 3:lla. Toiseen
ryhméén kuuluvat ovat haluttua muotoa ja kolmannessa ryhméssé olevat ovat muotoa
3k +2=3(k+1) — 1, joka sekin kelpaa. O

3. Todista: Jos p on alkuluku ja a € Z, niin joko p|a tai (a,p) = 1.

Suurin yhteinen tekija (a,p) on olemassa. Olkoon se d = (a,p). Tietysti d|a ja
d|p. Jos d ei ole 1, niin d = p, koska alkuluvulla p ei ole muita positiivisia tekijoité
kuin 1 ja p. Koska d|a ja d = p, niin p|a. .

4. Ndiytd, etti jos n ja a ovat luonnollisia lukuja ja Y/a € Q, niin %/a € N ja
siis esimerkiksi 3/10 ei ole rationaaliluku.
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Idea on sama, jolla on tapana todistaa, ettei v/2 ole rationaaliluku. Olkoon %/a €
n

Qeli ¥/a =2, missd k,m € Z ja m # 0. Tutkitaan ensin tapaus, jossa k,m # 1.
Hajotetaan £ ja m tuloksi alkuluvuista: k = p;...p,, m = qi ... q,, jolloin

g PP
qi - .. qﬂ
ja téssd voi olettaa, ettéd p; # ¢; kaikilla ¢, 7, sillé osaméérén voi supistaa, kunnes osoit-
tajassa ja nimittdjassa on eri tekijat. Korotetaan puolittain potenssiin n ja kerrotaan
nimitt&jalla.

algr...q)" = (1...p)"
Vasen puoli on jaollinen luvulla ¢, mutta oikea puoli ei, silld oikean puolen alkutekijét
ovat luvut p;y...p,, josta mikdéin ei ole ¢,. Ristiriita. Jéljelle jaa tapaus, jossa joko
k tai m on 1. Jilkimmaéisessd tapauksessa %/a on kokonaisluku, kuten véitettiin.
Ensimméinen tapaus on mahdoton, koska % <1< Va.

5. Etsitidin Eukleideen klassisella menetelmdlld alkulukuja.

2241 =3¢P, 2341 =7€P,2-3-7+1 =43 € P,2-3-7-43+1 = 1807 = 13 x 139,

missé 13 ja 139 ovat alkulukuja (teht.1). Kumpikin on tietenkin aikaisemmin esiinty-
maton.
Ajatuksia:

e Lukujen Ny = p;...pr + 1 kaikki alkutekijat ovat joka tapauksessa muita
kuin luvut py, ..., pk
dostamme lukujonon Ny = 2, Ny = 3,... N = (Vg -+ - Ng) + 1, niin kukin Ny
sisaltéad tekijoinddn vain sellaisia alkulukuja, joita ei ole aikaisemmissa.

e Tamahén on ihan kiintoisa jono. Onkohan siind en&é ollenkaan alkulukuja
43:n jilkeen. Kokeillaan laskimella

2,241 =3€P,234+1=7T€ P,23.7+1 =43 € P,2-3-7-43+1 = 1807 = 13x139, 3263443,

Onko jaollinen?
e Seuraava luku? Laskimen teho loppui. Siirrytédéan Excel-ohjelmaan huomaten,
etta

Nig1 = N+ (N, — 1) + 1.

FEi auta - tarvittaisiin 13 desimaalia — ja seuraava on suuruusluokkaa edel-
lisen nelio, siis 26 desimaalia, sitten 54, 108, 216 jne. Kuka osaa testata
tammaoisten lukujen jaollisuutta? (Asiaan palataan.)
Itse asiassa tiedetddn mm. seuraavaa ("Graham, Knuth & Patachnik”ja
"Lehtonen!”):
— N5 = 1807 on jaollinen.
— Ng = 32634430n alkulukuon alkulukuon alkulukuon alkuluku.
— N7 = 10650056950807 on jaollinen.
— Ng = 113423713055421844361000443 on jaollinen.
— Ny = 12864938683278671740537145998360961546653259485195807 on
jaollinen.
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— Ny = 165506647324519964198468195444[45digits]572406808911988131737645185443
on jaollinen.

— Ny; = 273924503086030314234102342916[149digit s]73945464982838554150021392080
on jaollinen.
Todistus Maxima- ohjemalla se onnistuu:

(hi2) e(2);
(%02) 3

(%13)  e(3);
(%03) 7

(%id) e(4);
(%04) 43

(%i5) difactors(%);
(%005)  [[43,1]]

(%16) e(5);
(%06) 1807

(%i7) ifactors(%);
(%07)  [[13,1],[139, 1]]

(%18) e(6);
(%08) 3263443

(%11) e(n):= if n=1 then 2 else (e(n-1

(%19) ifactors(%);
(%09) [[3263443, 1]]

(%110) e(7);
(96010) 10650056950807

(%i11) ifactors(%);
(%011) [[547,1],[607,1],[1033, 1], [31051, 1]]

(%112) e(8);
(96012) 113423713055421844361000443

(%113) ifactors(%);
(%013) [[29881,1],[67003,1],[9119521, 1], [6212157481, 1]]

(%i14) e(9);
(%014) 12864938683278671740537145998360961546653259485195807

(%i15) ifactors(%);
(96015) H5295435634831,1L[31401519357481261,1L[77366930214021991992277,1“

(%116) e(10);
(%016) 165506647324519964198468195444[45digits|572406808911988131737645185443

(%117) ifactors(%);
(%017) [[181,1],[1987,1], [112374829138729, 1], [114152531605972711, 1], [3587438027224662



(%118) e(11);
(%018) 273924503086030314234102342916[149dz’gz’ts]739454649828385541500213920807

6. a) Miksi ei voi olla luonnollista lukua p > 3, jolle luvut p, p+ 2 ja p+ 4 oval
alkulukuja? b) Olkoot a,b € N ja (a,b) > 2. Osoita, etti joukossa A = {an+b | n =
0,1,2,...} on korkeintaan yksi alkuluku.

a) Joko p, p+1 tai p+ 2 on jaollinen 3:1la. Jos p ja p+ 2 ovat alkulukuja > 3, niin
siis n + 1 on jaollinen 3:lla, jolloin my&s n + 4 jaollinen 3:lla.

b) Olkoon d = (a,b) > 2, jolloin a ja b ovat jaollisia d:114 ja samoin siis jokainen
an +b. Ollakseen jaollinen d:114 ja samalla alkuluku on luvun an + b oltava itse d, siis
an + b = d. Mutta d < a,b, joten ainoa mahdollisuus on, ettd n = 0, joten joukon
ainoa alkuluku on a, kun a sattuu olemaan alkuluku, muuten ei mik&én.

7. (Tehtdvdssd oli virhe. Léydetidin negatiivinen C.)
Todistetaan aluksi (vaikka ei pyydetty) molemmin tavoin, etti

(1) —log(l—%>§%+

eli —log(l —2) <z +2%(0)

Derivaatan_avulla: Funktion f(z) =log(1+x) —x +2? derivaatta on f’(;c):HLI —
1 1

1 + 2z, joka on negatiivinen vdlilli | — 3,0[ (Ratkaise epiyhtils 7 — 1+ 2z < 0

esim. kertomalla ensin nimittija pois). Siten f on vihenevd, joten f(x) > f(0) =0,
ts. log(14+x) —x+ 2% > 0 elilog(1+x) > x —a? kaikille x € [—%,0], miki on samaa

kuin log(1 — z) > —z — (—)? = —x — 2? kaikille z € [0, 3]. (O)

(2) Pddtodistus: Pitid osoittaa, ettd on olemassa sellainen vakio C' € R, ettd
kaikilla k > 2 pdtee epdyhtdlo

1
(2) > = >loglogh +C.
p<k,peP
Luennolta tiedetddn, ettd

(3) H 1 —1p_1 > Z% > log k.

p<k,peP
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Otetaan puolittain logaritmit. Oikea puoli on sen jdilkeen loglogk. Lasketaan vasen

puoli:
1\ @ 1 1
log [ —= > —log(1-=)< > (=+5]< > _+Z_
p<kpep - P p<k,pEP p p<kpep NP P p<kper P pen P
1
< ) 5 @),

p<k,peP

Vakioksi C' kelapaa siis — ZpeN -5 eli —¢(2).

8. Laske konvoluutiot — ainakin arvo kohdassa 1.

) Eo * Ey = Ey, koska Eq on konvoluutiokertolaskun ykkosalkio.

) Ex Ey = E, koska Eq on konvoluutiokertolaskun ykkdsalkio.

) EoxQ =Q, koska Ey on konvoluutiokertolaskun ykkosalkio.

) Ex Na(n) =324, E(n/d)Na(d) = 324, 1-d* =34, d* = 0a(n).

) Exoi(n) =>4, E(n/d)oa(d) =>4, 0a(d) =34, 254" =77

) E*Ul( ) = Zd\lga( ) = a1 0ald) = 0a(l) = 324, f* = 1, kuten on
selvid siitdkin, ettd E * o1 on multiplikatiivinen.

(7) u* Ex Ey = px E = Fy.

9..

Laajennetun Eukleideeen algoritmin oleellinen ominaisuus on, ettei laskun kaikkia
vaiheita tarvitse tallettaa paluuta varten, vaan riittda pitdd koneen muistiissa pair
viimeista rivid. Pitkéssa laskussa sédéstyy olellinen méérd muistia.

Tehtavapaperin laskut oli muuten laskettu Mathematicalla. Néain:

In:=

ClearAllfi,r, s, t, q;

i =.; Print[i, r[i], s[i], t[l]],

r[0] = 126; s[0] = 1; t[0] =

r[1] = 35; s[1] = 0; t[1] =

i=0; Prlnt[l rfi], sli], [1]]

i = 1; Print[i, r[i], s[i], t[i]];

Whlle[Not[ [i] == 0],

q[i] = Quotient|r[i -
r[i + 1] = Mod]r[i -
sfi + 1] = (sfli- 1] - qfi
t[i + 1] = (t[i - 1] - qfi

i =1+ 1; Print[i, r[i], s[i], t

)

Out=

i, rfi], s[i], tli]

0, 126, 1, 0

1,35,0,1

2,21, 1,-3

J, rfif];
L rlill;
[i]*s[i
e[

1
1
q
q






