Harjoitukset 4 Lukuteoria
tiistai 11.10.2011 16.00-17.30 MaD-302 HUOMAA AIKA

1. Osoita, ettd

a) minkddan kokonaisluvun neid ei ole muotoa 4n + 2 eikd 4n + 3.
b) neljin perdikkdisen kokonaisluvun tulo on jaollinen luvulla 24.
c) k perdikkdisen kokonaisluvun tulo on jaollinen kertomalla k! .

2. Olkoon x € R, m € N jap € P.
a) Osoita, etti {%J =z

b) Osoita, ettd pL%HL%H'“ | m, mutta p
c¢) Kuinka moneen nollaan padttyy luvun 169! desimaaliesitys?
n!

d) Osoita suoraan mddritelmdstd, ettd binomikertoimet (Z) = Wy ovat koko-

L[ +Ls ]+ ){m.

naislukuja.

3. FEtsi kddnteiset tai osoita ettei ole olemassa
a) Luvuille 1...10 (mod 11)
b) Luvuille —12...12 (mod 12)

4. Johda seitsemdn jaollisuusddinto

TIn =[] a.10" < 7|(ao+3a; + 2a2) — (a3 + 3as + 2as) + (a6 + 3a7 + 2as) — . .

5. a) Kirjoita nakyviin kaksi taydellisti (tjs) ja kaksi ja supistettua (sjs) jainnds-
systeemid (mod 20).

b) Olkoon {ay,as,...,a} taydellinen jainndsysteemi (tjs) modulo n. Mddrdd pie-
nin positiiviluku, joka on kongruentti a; + as + - - - + a; (mod n).
¢) Olkoon {ay,as,...,ax} supistettu jainndsysteemi (sjs) modulo n. Mddrdd pie-

nin posititiluku, joka on kongruentti a; + ag + - - - + a; (mod n).

6. Todista, ettd jadannossysteemeistd voidaan muodostaa uusia seuraavalla tavalla.

a) Jos (m,n) = 1, x kdy ldpi t.j.s:n (mod m) ja y kdy t.j.s:n (mod n), niin
luvut xn + my kayvat t.j.s:n (mod mn).

b) Aivan samanlainen vdite pdatee myds supistettuihin jidnndssysteemeihin nah-
den.

7. Vahvat pseudoalkuluvut ja Millerin testi. Sanotaan, ettd pariton yhdis-
tetty luku n, jollen—1= 2%, 2 [ t, on vahva pseudoalkuluku kantaluvun a (> 1)
suhteen, jos joko

(1) a'*=1 (modn)
tai
(2) @' =—-1 (modn) jollakin0<j<s—1.

Sanotaan myds, etti luku n 1apaisee Millerin testin kantaluvun a suhteen,
jos se toteuttaa kongruenssin (1) tai (2).

Todista, ettd jokainen pariton alkuluku ldpdisee Millerin testin.
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Ndin ollen Millerin testid voidaan kdyttia alkulukutestindg. Se ei kuitenkaan ole
varma testi, silld esimerkiksi n = 2047 = 23 - 89 on vahva pseudoalkuluku kantaluvun
2 suhteen (ja samalla pienin laatuaan). Luku

3215031751 = 151 - 751 - 28351

on pienin vahva pseudoalkuluku kantalukujen 2,3,5 ja 7 suhteen. Kuitenkin voidaan
todistaa, ettd vahvan pseudoalkulukukdsitteen suhteen ei ole Carmichaelin lukuja, ts.
jokainen yhdistetty luku “paljastuu” yhdistetyksi, kun Millerin testid toistetaan riit-
tdavin monelle kantaluvulle. Tarkemmin sanottuna pariton yhdistetty luku n ldpdisee
Millerin testin korkeintaan (n — 1)/4:lle kantaluvulle valiltd [1,n — 1].
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8. Ratkaise kongruenssi x* = —1 (mod 13) Wilsonin lauseen avulla.



