Exercise set 3 Number Theory
Tuesday OCT 4 2011 at 4 pm. Sharp in MaD-302

1. Why is

a) ((2)=7°/67
If you cannot solve this, try at least to justify, why

b)  ((2) =0.607...

2. By the first Mdbius inversion formula the following are equivalent for number
theoretic fuctions f and g:

f(n) =>"g(d) kaikilla n € N,

d|n
g(n) =>_ f(d)u(n/d) kaikilla n € N.
din

By the second Mobius inversion formula the following are equivalent for number
theoretic fuctions f and g:

g@) = um)f (%)

n<lz

Prove the second! Hint: x E = Ej

3. Use the previous to prove the interesting formula:
x
>oum|=] =1,
n<x

where || denotes the integrer part of x.
(Jutila’s lectures mention that the equation

18 equivalent to the "prime number theorem below. I have not checked which version
of the theorem.)

4. The sieve principle. Let A C Z be a finite set and P € Z, P # 0. The question
is, how many of the numbers a € A have (a, P) = 1. Let Ay be the number of a € A
for which d|a. Then the sieve principle says, that the number is

(1) N =" uld)As
d|p

Prove the sieve principle!



ALKULUKULAUSE (WIKIPEDIA) 2
Hint : EASY:

N = 1= > uld)=-=> p(d)Aq

( a}%A ) acA d|(a,P) d|P
a,P)=

5. Mddaritelmd: von Mangoldt’s function is

0 else;

A(n) = {logp, ifn=p",

here p™ p € P and m > 1.
Prove logn = (A E)(n).

6. von Mangoldt’s function plays an important role in prime number theory, since
the prime number theorem is equivalent to

1
xlﬁ&; ZA(n) =1

n<x

The Mobiuksen and von Mangoldtin functions are related by the formula

A(n) == p(d)logd.
dln

Prove this by using the previous exercise, ie. logn = (A % E)(n).

7. Use the equation 641 = 2* +5* = 5-27 + 1 to prove thata 2%? = 641k — 1 for
some k € N. (this implies that the Fermat number F5 = 2% + 1 is divisible by 641.)

8. Lue:

Alkulukulause (Wikipedia)

Lukuteoriassa alkulukulause antaa alkulukujen jakauman asympoottisen arvion.
Karkeasti ottaen alkulukulauseen mukaan satunnaisesti valittu posititvinen kokonais-
luku N on todenndkdisyydelld 1/log N alkuluku, missd log N on N:n luonnollinen
logaritmi. N:n kasvaessa alkuluvut kdyvdat yhd harvemmiksi. Esimerkiksi kun N =
10000, keskimddrin joka yhdeksds luku on alkuluku, kun taas arvolla N = 1000000000
suunnilleen joka 21. luku on alkuluku. Alkulukulause antaa arvion tdlle harvenemis-
nopeudelle.
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Kuva 1. Funktioiden (), -5 and Li(z) kuvaajat.

LAUSE. (Alkulukulause) Olkoon w(z) lukua x + 1 pienempien alkulukujen lu-
kumddrd. Tdlloin alkulukulauseen mukaan osamddrdn w(x)log(z)/z raja-arvo on 1,
kun x kasvaa rajatta. (Tamd ei tarkoita sitd, ettd ndiden funktioiden erotus lihenee
nollaa.)

Lauseen otaksui Adrien-Marie Legendre vuonna 1796, and sen todistivat Jacques
Hadamard and Charles-Jean de la Vallée-Poussin toisistaan riippumatta vuonna 1896.
Molempien todistus perustuu funktioteoriaan. Tarkemmin sanottuna he osoittivat (lem-
man), etti Riemannin zeeta-funktiolla ((s) ei ole nollakohtia s = x + iy, joilla

r = Re(s) = 1.
7(x) logaritmisten integraalien avulla

Carl Friedrich Gauss otaksut alkulukulausetta tarkemman asymptoottisen arvion.
Mddritelliaan logaritminen integraali Li(x) asettamalla

odt T k! x x x
IJ' = = =
i(z) /2 logt logx kz_; (logz)*  logx * (log x)? * (log x)3 *

Alkulukulause voidaan kirjoittaa myds muodossa m(x) Li(x). Tdmdn etuna on
se, ettd arvion virhetermid voidaan pienentdd. Hadamard and de la Vallée Poussin
todistivat, ettd

Im(z) — Li(z)| < Cze~aV1o8®
jollain positiivisella vakiolla a. Arviota myohemmin yhd parannettu. Paras arvio riip-
pu "Riemannin hypoteesista”. Jos se pitee, niin |w(x) — Li(z)| < C - y/x - logx

Logaritminen integraali Li(x) on suurempi kwin w(x) kaikilla riittdvin pienilla lu-
vuilla x. Vuonna 1914 J. E. Littlewood todisti, etti lausekkeiden suuruusjdrjestys
vathtuu rittdvan suurella luvulla. Ensimmdisen kerran tdmd tapahtuu, kun x on suu-
ruusluokkaa 10316,

Parempi selostus on englanninkieliselld sivulla, joka loytyy googlaamalla "prime
number theorem”.



