Harjoitukset 3 Lukuteoria
tiistai 4.10.2011 16.00-17.30 MaD-302 HUOMAA AIKA

1. Keksi perusteluja kohtaan 1.55, jonka mukaan

a) ((2)=7/6

tai koeta ainakin todistaa, ettd

b)  C(2) = 0.607...

2. Mobiuksen inversiokaavan mukaan lukuteoreettisille funktioille f ja g ovat seu-
raavat relaatiot ekvivalentit:

f(n) =>"g(d) kaikilla n € N,

d|n

g(n) =Y _ f(d)u(n/d) kaikilla n € N,
dn
Mobiuksen tnversiokaavaa sanotaan toisinaan Mobiuksen ensimmaéaiseksi inversio-
kaavaksi, kun taas Mobiuksen toinen inversiokaava tarkoittaa sitd, ettd yhtdlot

f@=39(%) @z

n<x

g@) = > um)f (%)

n<x

ovat ekvivalentit.

(Tulkinta: n € N, funktiot f ja g mddritellyt vihintidn ao. pisteissd, esimerkiksi
kaikille reaalilvvuille. Kiintedlld v € R on n w— f(Z) lukuteoreettinen funktio. Huo-
maa myos, etté n € N eli Y tarkoittaaa samaa kuin anp missd |x| tarkoittaa
suurinta kokonaislukua, joka on enintddn luvun x suuruinen eli luvun z kokonais-
osaa. )

Todista Mobiuksen toinen inversiokaava. Vihje: p+ E = Fy

3. Todista (edellisen avulla)
x
|
> um|3] =1

missd |x| tarkoittaa suurinta kokonaislukua, joka on enintddin luvun x suuruinen eli
luvun = kokonaisosaa.
(Jutilan monisteessa mainitaan, ettd yhtilo

on ekvivalentti “alkulukulauseen’kanssa. Ks alla. En tdaltd istumalta tiedd, mitd ver-
siota alkulukulauseesta Jutila mahtaa tarkoittaa?)
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4. Seulaperiaate. Olkoon A C Z ddrellinen joukko ja P € Z, P # 0. Kysytddn,
mikd on niiden lukujen a € A lukumddrd N, joille (a, P) = 1. Olkoon Ay niiden
lukujen a € A lukumddrda, joille d|a. Silloin seulaperiaatteen nimelld tunnettu yhtilo
lausuu, ettd

(1) N =) u(d)Aq.
d|p

Todista seulaperiaate!
Vihje: Todistus on hyvin yksinkertainen: mdadritelmdn mukaan

N= S 1=% Z)uw):--zzu(@Ad.

( aI%A . acA d|(a,P d|P
a,P)=

5. Mddaritelmd: von Mangoldtin funktio on

Aln) = logp, josn =p™,
0 muulloin;
tissd p™ kay lapi (aidot) alkulukupotenssit, ts. p € P ja m > 1.
Todista, ettilogn = (A E)(n).

6. von Mangoldtin funktio ndyttelee tirkedd osaa alkulukuteoriassa, silld alkulu-
kulause on ekvivalentti asymptoottisen relaation

1
lim — =
Jim — Z A(n)=1
n<zx
kanssa. Mobiuksen ja von Mangoldtin funktiot kytkeytyvdt toisiinsa kaavan
A(n) == p(d)logd
din
vdalitykselld. Todista tama yhteys ldhtemdlld edellisessd tehtdvdssd todistetusta esityk-
sestd logn = (A x E)(n).
7. (En ole itse kokeillut)
Nyt yhtilon 641 = 2* +5* =527 + 1 avulla, etti 23? = 641k — 1 jollain k € N.
(Tastd seuraa, etti Fy = 22 4+ 1 on jaollinen 641:lld.)

8. Lue:

Alkulukulause (Wikipedia)

Lukuteoriassa alkulukulause antaa alkulukujen jakauman asympoottisen arvion.
Karkeasti ottaen alkulukulauseen mukaan satunnaisesti valittu positiivinen kokonais-
luku N on todenndkoisyydelld 1/log N alkuluku, missi log N on N:n luonnollinen
logaritmi. N:n kasvaessa alkuluvut kdyvdt yhd harvemmiksi. FEsimerkiksi kun N =
10000, keskimddrin joka yhdeksds luku on alkuluku, kun taas arvolla N = 1000000000
suunnilleen joka 21. luku on alkuluku. Alkulukulause antaa arvion tdlle harvenemis-
nopeudelle.
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Kuva 1. Funktioiden (), .2 ja Li(z) kuvaajat.

LAUSE. (Alkulukulause) Olkoon w(z) lukua x + 1 pienempien alkulukujen lu-
kumddrd. Tdlloin alkulukulauseen mukaan osamddran w(x)log(z)/z raja-arvo on 1,
kun x kasvaa rajatta. (Tamd ei tarkoita sitd, ettd ndiden funktioiden erotus lihenee
nollaa.)

Lauseen otaksui Adrien-Marie Legendre vuonna 1796, ja sen todistivat Jacques
Hadamard ja Charles-Jean de la Vallée-Poussin toisistaan riippumatta vuonna 1896.
Molempien todistus perustuu funktioteoriaan. Tarkemmin sanottuna he osoittivat (lem-
man), etti Riemannin zeeta-funktiolla ((s) ei ole nollakohtia s = x + iy, joilla

r = Re(s) = 1.
7(x) logaritmisten integraalien avulla

Carl Friedrich Gauss otaksut alkulukulausetta tarkemman asymptoottisen arvion.
Maddritelliaan logaritminen integraali Li(x) asettamalla

odt T k! x x x
IJ' = = =
i(z) /2 logt logx kz_; (logz)*  logx * (log x)? * (log x)3 *

Alkulukulause voidaan kirjoittaa myds muodossa m(x) Li(x). Tdmdn etuna on
se, ettd arvion wvirhetermid voidaan pienentid. Hadamard ja de la Vallée Poussin
todistivat, ettd

Im(z) — Li(z)| < Cze~aV1o8®
jollain positiivisella vakiolla a. Arviota myohemmin yhd parannettu. Paras arvio riip-
pu "Riemannin hypoteesista”. Jos se pitee, niin |w(x) — Li(z)| < C - y/x - logx

Logaritminen integraali Li(x) on suurempi kwin w(x) kaikilla riittdvin pienilla lu-
vuilla x. Vuonna 1914 J. E. Littlewood todisti, etti lausekkeiden suuruusjdrjestys
vathtuu rittdvan suurella luvulla. Ensimmdisen kerran tdmd tapahtuu, kun x on suu-
ruusluokkaa 10316,

Parempi selostus on englanninkieliselld sivulla, joka loytyy googlaamalla "prime
number theorem”.



