Harjoitukset 2 Lukuteoria
tiistai 27.9.2011 16.00-17.30 MaD-302 HUOMAA AIKA

1. Etsi Eratostheneen seulalla lukua 200 pienemmdt alkuluvut. (Tai ohjelmoi tie-
tokoneesi etsimdadn paljon lisdid.)

2. Olkoon p # 3 alkuluku. Ndaytd, etti p on muotoa
p=3k+1 tai p=3k—1 jollain k € N.
3. Todista: jos p on alkuluku ja a € Z, niin joko p|a tai (a,p) = 1.

4. Niytd, etti jos n ja a ovat luonnollisia lukuja ja ¥/a € Q, niin Ya € N ja
siis esimerkiksi 3/10 ei ole rationaaliluku.

5. Eukleideen klassisessa todistuksessa loydetidan alkulukujoukon {p1,pa,...,pn}
ulkopuolella oleva alkuluku pp.1 tutkimalla luvun

Np =pip2---pn+1
alkutekijoitd.
FEtsi talla menetelmdlld alkulukuja aloittaen joukoista {2}, sitten joukosta {2, ps},
missd pa on ensimmdisestd vaiheesta saatu alkuluku, itse asiassa No = 2+1 = 3, joten

po on 3, koska Ny sattuu itse olemaan alkuluku. Jatka, kunnes tapahtuu jompikumpsi
seuraavista:

(1) olet loytanyt 5 paritonta alkulukua. (Saat kylli jatkaakin, jos haluat.)
(2) N, ei ole alkuluku, vaan p, # N,,.

Miti ajatuksia tai kysymyksid herdd?

6. a) Luvut 3,5 ja 7 ovat muotoa p,p + 2,p + 4 oleva alkulukukolmikko. Miksi ei
voi olla luonnollista lukua p > 3, jolle luvut p, p+ 2 ja p + 4 ovat alkulukuja?

b) Olkoot a,b € N ja (a,b) > 2. Osoita, ettd joukossa A = {an+b ‘ n=0,1,2,...}
on korkeintaan yksi alkuluku.

7. Osoita, ettd on olemassa sellainen vakio C € R, ettd kaikilla k > 2 pdtee
epayhtalo

1
(1) Z — >loglogk + C,
p<k,peP
joten sarja Zpelpi hajaantuu. Voit ldhted siitd luennolla jo todistetusta tiedosta, ettd
1 1
(2) H 1—p*1225210gk'
p<k,peP n

Ota puolittain logaritmit. Vasemman puolen logaritmin laskemiseksi muista hiukan
logaritman laskusddntdji ja ota huomioon, ettd

(1) —log (1 - %) < }D—i—#, mitd ei tarvitse todistaa lukuteorian kurssilla, mutta

kylla nahdddn helposti sarjakehitelmdastd tai toteamalla, ettd funktio f(z) =
log(1 +z) — x + 2% on vihenevd wvililli [—%, 0]

29
(2) sarja Y-, p~? suppenee.
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8. Laske konvoluutiot (,jos osaat - en ole itse ehtinyt kokeilla kaikkia. Jos ei on-
nistu yleisesti, laske ainakin arvo kohdassa 1. :-)

9. Laske alla oleva esimerkki wudelleen laajennetulla Fukleideeen algoritmilla.

(Ratkaisu on jo mukana! Ei kaydd tarkasti lapi demoissa. Ohjelmointitaitoisille tie-
doksi!)
Aluksi esimerkki muistin virkistamiseksi: Fukleideen algoritmi luvuille 126 ja 35:

126 = 3 - 35 + 21,

35 =1-21+ 14,
M =1-14+7,
4=2-7.

Kertoimet s ja t loydetdidn "takaperin laskemalla”:
(126,35) =7=21—1-14,
=21 —-(35—1-21),
= (126 — 3-35) — (35 — (126 — 3 - 35)),
=2-126—-7-35.
Tamd menetelmd kertoimien madrdadmiseksi ei ole kovin kdyttokelpoinen tietoko-
neella laskettaessa. Fukleideen algoritmista saatavat vilivatheet pitdisi tallettaa muis-
titn, jotta niitd voitaisiin kdyttdd kertoimien s ja t mddrdadmiseen edellisen esimerkin

mukaisesti. Kertoimet s ja t voidaan kuitenkin méirata suoraan kiyttamalla
ns. laajennettua Eukleideen algoritmia.

1.1. Laajennettu Eukleideen algoritmi. Olkoot luvut ¢, q; ja r; kuten Fuklei-
deen algoritmissa. Pyritddn etsimddn luvut s; ja t; siten, ettd s;ro + t;r1 = r; kaikille
0 < @ < L. Oletetaan aluksi, ettd tdllaiset luvut ovat olemassa. Kun tdtd oletusta
sovelletaan indekseihin i — 1, 1 ja © + 1, saadaan Eukleideen algoritmin avulla
3) Tip1 = Tic1 — @75 = (Si—1To + ticam1) — ¢ (siro + tir)

= (8i—1 — @i83)10 + (tic1 — qits)7T1.
Toisaalta 141 = S;1170 + tip1r1. Valitaan kertoimet seuraavan palautuskaavan
mukaisests

(4)

Tdlloin yhtalosta (3) seuraa, ettd jos sgro + tgr1 = 1 arvoilla k =i — 1 ja k =1 ja
kertoimet sy, ja ty on madratty palautuskaavojen (4) avulla, niin yhtdls spro+tpry = i
on voimassa myos, kun k = 1+ 1. Riittdad siuis loytdd sopivat alottusarvot. Tdllaiset
ovat

Si+1 = Si—1 — 4iSi,

tiv1 = tio1 — qit;.

80:1, tOIO, 8120, t1:1
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Laajennetussa Eukleideen algoritmissa mddardtidan luvut £, q;, r; € N, s;, t; € Z,
1<e <0, siten, etta 0 < rjqy <1y, kun1 <1< /Y, ja
( so=1, t93=0
s1=0, t1 =1
(5) Ti—1 = qiTi + Tiy1
Si—1 = iS; + Siy1
(Clio1 = qiti i
Tdlloin s;ro + tiry = 1; kaikille 0 < i < ¢ jary = (19,71).
Lisitietoa laajennetusta Eukleideen algoritmista loytyy kirjoista [?,§3.2], [?7, §4.5.2].

ESIMERKKI. Kdydddn ldpi edellisen esimerkin lasku laajennetulla Fukleideen al-
goritmilla.

) T S; tl

01126 1 0

1] 35 0 1

21 21 1]-3

3 14 -1 4 Riviltd © = 4 saadaan

4 T2 =T re = (1o,71) = Sero + tery, €li
5] 0]-5] 18 7=(126,35) =2-126 — 7 - 35.



