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Maanantaina 22.10. ei pideti harjoituksia eiki tiistaina 23.10 luentoa. (Olen
virkamatkalla) Viimeiset eli kierroksen 6 harjoitukset pidetédin myohemmin ilmoitet-
tavana aikana — todennékoisesti ainakin yksi ryhmé maanantaina 29.10.

1. (3.1.4) Lauseiksi sanotaan predikaattilogiikassa sellaisia kaavoja, joissa ei esiinny
vapaita muuttujia ja joiden totuus siis ei riipu tulkintajonosta, vaan pelkastain mal-
lista. Laadi malli, jossa lause Va3y(R(z,y) A—R(y, ) A—R(z,x)) on tosi, mutta lause
VaVy(R(x,y) A —~R(y,x)) on epétosi. Keksimistd helpottaa ehké, jos piirrét relaatiot
nuolina.

2. (3.1.6) L-kaavan A sanotaan olevan walidi, jos se on tosi kaikissa malleissa ja
tulkintajonoissa. Kaavan validisuus ndhdéén siis osoittamalla, ettd mielivaltainen
tulkintajono mielivaltasiessa mallissa toteuttaa kaavan. Epévalidisuus todetaaan esit-
tamaélla malli ja tulkintajono, joissa lause ei ole tosi. Onko kaava

dxogVr A — Va 3z A

validi? Miksi? (Enté kaava 3z,Vz;A — Va;31;,A 7)
L-kaavan B sanotaan olevan kaavojen Ay, ..., A, looginen seuraus, eli { Ay, ..., A,} —
B, jos A; A--- AN A, — B on validi. Péteeko dzgVr1A = Va;dzgA ?

3. (3.1.7) Osoita, ettd (VaoPy(xo) — VroPi(xg)) # Yro(Py(zo) — Pi(x)).
4. (3.1.8) Todista Vz;(A — B) = (Vz;A — Va,B).
5. (3.1.9) Osoita, ettd

AxoVa1 ((Ro(xo, 1) A = Ro(x1, 20)) — (Ro(zo, o) < Ro(z1,21)))
ei ole validi.

6. (3.2.1) Esitd semanttinen todistus lauseelle Py(co) lauseista Vao(Py(xo) V Pi(xo)
ja _|P1 (CQ)

7. (3.2.2) Esitd semanttinen todistus lauseelle ~3x¢Vx1 Ry(zo, 1) — YroIz1—Ro(zo, 21)
8. (3.2.3) Esita semanttinen todistus lauseelle (Py(co) A xgA) — Fzo(Po(co) N A).

9. (3.2.4) Osoita semanttisen puun avulla, ettd lauseella
P()(Cl) N \V/I()A A _'vwo(P(](Cl) <~ A)

el ole mallia.



Tehtidvan 4.4 ratkaisu:
Olkoot Ay,..., A, propositiolauseita. Osoita, ettd seuraavat ehdot ovat ekvivalent-
teja:
(a) {A1,..., A} on ristiriidaton.
(b) ¥ =(Ay A - NAy)
(C) ¥ (Al VANRREIVAY An_1> — _|An

Vaihtoehto 1) "paattelyt”:

Koska viitteet ovat "negaatioita’on houkuttelevaa todistella epédsuorasti, kdytén-
nossé todistamalla, ettd seuraavat ovat yhtapitavida keskendén:

(@) A={As,..., A,} on ristiriitainen (RR).
(b)Y E=(A A ANA)

(C’) H (Al VANRIERIVAY An—l) — ﬁ14n

(b’ a’): Oletetaan, ettd b’) on totta ja todistetaan lausejoukon A = {A;,..., A}
ristiriitaisuus: Perdkkéisilld konjunktion tuonneilla saadaan A F (A3 A--- A A,) ja
vastaoletuksen b’) mukaan - —(A; A -+ A A,) ja siis samalla pééttelyllda A F —=(A; A
.-+ N A,,). Kaikenkaikkiaan on A:sta padtelty B ja =B, (missd B = (A1 A--- AN A,))
joten A on RR.

(a’— ¢’): Oletetaan, ettd a’) on totta eli ettd A on RR ja péadtellddn tyhjasta
(Ay A -~ NA,1) — —A,. Koska pédteltavd on implikaatio, riittdd (implikaation
tuonti!) paatella (A;A---AA,_1) F —A,. Eliminoimalla A toistuvasti saadaan kaikilla
j=1,...,n —1 pddteltyd (A; A--- AN A,_1) F A,. Negaation —A,, paittelemiseksi
oletetaaan (hakasulkeissa) sen negaatio =—A,,, paitellddn siitd negaation poistolla A,
ja yhdessé jo paateltyjen Aq, ..., A,_; kanssa onkin nyt péételty kaikkai A:n alkiot.
Néisté taas voi oletuksen a’) mukaan péételld jonkin BA—B:n. Negaation —A,, tuonti
onnistui siis, joten haluttu implikaatio on johdettu. (Lukija piirtdkoon tdmén kaiken
kaaviokuvaksi kirjan malliin.)

(¢’ b’): Oletetaan, ettd ¢’) on totta eli ettd (A3 A--- A A,—1) — A, ja paé-
telldén tyhjasta = —(A; A -+ - A A,,). Negaatio tuodaan péaittelemélla negeerattavasta
lauseesta ristiriita. Siksi oletetaan (hakasulkeissa) (A; A --- A A,) ja péételldan siité
konjunktion poistolla sekd (A; A --- A A,_1) ettd A,. Kayttamalld padtelyd, jonka
olemassaolo oletettiin (c¢’)-kohtana, padtellaan edelleen (A3 A---A A, _1):sta = A, jol-
loin on pédtelty sekd A, ettd —A,, siis ristiriita. Negaation =(A; A --- A A,) tuonti
onnistui siis, kuten pitikin.

Vaihtoehto 2) "tdydellisyyslause”:

(a— b) ja c): Jos a), niin on olemassa totuusjakauma, jossa jokainen A; (1 <
J < n) on tosi. Téssd jakaumassa sekd —(A; A -+ A Ap) ettd (Ay A - ANA,q) —
—A, ovat epéitosia, eikd kumpaakaan siis eheyslauseen vuoksi voi péaételld tyhjasté
lausejoukosta (jonka kaikki alkiot ovat tosial).

(b— a): ¥ =(A; A -+ A A,) merkitsee samaa kuin () ¥ —=(A; A --- A A,), joka
tiydellisyyslauseen vuoksi tarkoittaa samaa kuin ) = —(A; A--- A A,) eli, ettéd
on olemasa totuusjakauma, jossa —(A4; A --- A A,) (ja kaikki (:n alkiot ovat tosia,
miké on olematon ehto.). Téssé totuusjakaumassa A:m alkiot ovat kaikki tosia, joten
A on ristiriidaton.

(c— b): on helppo ja jatetddn lukijalle.



