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Vapunpéiviand 1.5. ei pidetéd harjoituksia, vaan viimeiset eli kierroksen 6 harjoituk-
set pidetdéin maanantaina 8.5. Loppukoe pidetéin keskiviikkona 10.5. (Koska niin
on etukiteen ilmoitettu, jérjestin loppukokeen myos 3.5. Kummassakin kokeessa
tentitédn koko kurssi. Osallistua saa vain toiseen.) Viimeinen luento pidetéén ...7
Niin, tuostahan téytynee sopia!

. (38.1.4) Lauseiksi sanotaan predikaattilogiikassa sellaisia kaavoja, joissa ei esiinny
vapaita muuttujia ja joiden totuus siis ei riipu tulkintajonosta, vaan pelkistdan
mallista. Laadi malli, jossa lause

VaIy(R(x,y) A —R(y,x) A —R(x,x))

on tosi, mutta lause

VaVy(R(xz,y) A —R(y, x))

on epéitosi. Keksimistéd helpottaa ehké, jos piirrédt relaatiot nuolina.

. (3.1.6) L-kaavan A sanotaan olevan validi, jos se on tosi kaikissa malleissa ja tul-
kintajonoissa. Kaavan validisuus néhd&én siis osoittamalla, ettd mielivaltainen
tulkintajono mielivaltasiessa mallissa toteuttaa kaavan. Epévalidisuus todetaaan
esittamalld malli ja tulkintajono, joissa lause ei ole tosi. Onko kaava

drgVar1 A — Vo dzgA
validi? Miksi? (Enté kaava 3z;Va;A — Vr,;3x;A 7)

L-kaavan B sanotaan olevan kaavojen Ay, ..., A, looginen seuraus, eli {A;,..., A,} =
B, jos Ay A--- N A, — B on validi. Piteeko dxgVr1A — VridxgA ?

. (3.1.7) Osoita, ettid (VroPy(xg) — YroPi(xg)) # Yro(Po(xo) — Pi(x0)).
. (3.1.8) Todista Vz;(A — B) = (Vx;A — Va;B).
. (3.1.9) Osoita, etté

AzoVz1((Ro(zo, 1) A ~Ro(x1,20)) — (Ro(x0,x0) <> Ro(x1,21)))
ei ole validi.
Luku 3.2 Semanttinen puu.

. (3.2.1) Esitd semanttinen todistus lauseelle Py(co) lauseista Vag(Po(xo) V Pi(xo)
ja =Pi(co)

. (3.2.2) Esitd semanttinen todistus lauseelle =3xoVz1 Ro(zo, x1) — VroIzi—Ro(x0, 21)
. (3.2.3) Esitd semanttinen todistus lauseelle (Py(co) A JzgA) — Jxo(Po(co) A A).

. (3.2.4) Osoita semanttisen puun avulla, ettéd lauseella
P()(Cl) A VZL‘()A A _|VIO<P0(01) s A)
ei ole mallia.

KAANNA.

Typeset by AMS-TEX



Tehtéviin 4.4 ratkaisu. Olkoot Aq,..., A, propositiolauseita. Osoita, ettd seu-
raavat ehdot ovat ekvivalentteja:

(a) {A1,...,A,} on ristiriidaton.

(b) ¥ =(A1 A---NAY)

(C) ¥ (Al AR /\An—l) — _lAn

Vaihtoehto 1) ”pédttelyt”:

Koska viitteet ovat "negaatioita” on houkuttelevaa todistella epdsuorasti, kiytan-
nossi todistamalla, ettd seuraavat ovat yhtéapitavid keskenéén:

(@) A={A4,...,A,} on ristiriitainen (RR).

(b)) F=(A1A---NAy)

(C’) H (Al VANRRRIVAY An—l) — _|An

(b’— a’): Oletetaan, ettd b’) on totta ja todistetaan lausejoukon A = {A44,..., A,}
ristiriitaisuus: Periikkéisilld konjunktion tuonneilla saadaan A = (41 A--- A A,) ja
vastaoletuksen b’) mukaan - =(A; A---AA,,) ja siis samalla péadttelyllda A - (A A
---NA,). Kaikenkaikkiaan on A:sta péételty B ja =B, (missi B = (A1 A---ANA,))
joten A on RR.

(a’— ¢’): Oletetaan, ettéd a’) on totta eli ettd A on RR ja péditelldén tyhjasta (A A
- NAp—1) — 0 A,. Koska padteltivéi on implikaatio, riittéé (implikaation tuonti!)
pastellda (A; A+ A A,_1) F —A,. Eliminoimalla A toistuvasti saadaan kaikilla
j=1,...,n—1 pasteltyd (A3 A--- AN A,_1) F A;. Negaation —A,, piittelemiseksi
oletetaaan (hakasulkeissa) sen negaatio =—A,,, péitellidéin siitd negaation poistolla
A, ja yhdessi jo péaiteltyjen Ay, ..., A,_1 kanssa onkin nyt péitelty kaikkai A:n
alkiot. Néisté taas voi oletuksen a’) mukaan péételld jonkin B A =B:n. Negaation
—A,, tuonti onnistui siis, joten haluttu implikaatio on johdettu. (Lukija piirtikéon
téamén kaiken kaaviokuvaksi kirjan malliin.)

(¢’ b’): Oletetaan, ettéd c’) on totta eli ettd (Ay A--- A A,_1) — —A, ja péiitel-
ld4n tyhjastd F =(A; A--- A A,). Negaatio tuodaan paitteleméilld negeerattavasta
lauseesta ristiriita. Siksi oletetaan (hakasulkeissa) (A; A---AA4,,) ja padtelldén siita
konjunktion poistolla sekid (A3 A--- A A, 1) ettd A,. Kéyttamailla péaitelys, jonka
olemassaolo oletettiin (c¢’)-kohtana, paitellddn edelleen (A3 A--- A A, _1):sta = A,
jolloin on padtelty sekd A, ettd —A,, siis ristiriita. Negaation —(A; A --- A Ay)
tuonti onnistui siis, kuten pitikin.

Vaihtoehto 2) "tédydellisyyslause”:

(a— b) ja c): Jos a), niin on olemassa totuusjakauma, jossa jokainen A; (1 < j <n)
on tosi. Téssé jakaumassa sekd —(A; A--- A A,) ettd (A A--- A A1) — DA,
ovat epitosia, eikdi kumpaakaan siis eheyslauseen vuoksi voi pédtelld tyhjista
lausejoukosta (jonka kaikki alkiot ovat tosia!).

(b— a): ¥ —(A; A--- A A,) merkitsee samaa kuin ) ¥ —(A; A --- A Ay), joka
tiydellisyyslauseen vuoksi tarkoittaa samaa kuin ) = —(A4; A--- A A,) eli,
ettd on olemasa totuusjakauma, jossa —(A4; A - A A,,) (ja kaikki :n alkiot ovat
tosia, mikd on olematon ehto.). Tissd totuusjakaumassa A:n alkiot ovat kaikki
tosia, joten A on ristiriidaton.

(c— b): on helppo ja jéitetddn lukijalle.



