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D 381 klo. 16-18.
Monistoaiheista kirjallisuutta on saatavissa ilmaiseksi verkosta. Esimerkiksi:

e Guillemin and Pollack: Differential Topology. On ainakin 2 osoitetta:
http://www.4shared.com/office/9055XIYR/Guillemin_Pollack_-_Differenti.html
pdfdatabase.com/differential-topology-guillemin-pollack.html

e Holopainen: Differentiaaligeometria (harjoitustehtivineen!) osoitteessa
https://wiki.helsinki.fi/display /mathstat Kurssit /
Johdatus+differentiaaligeometriaan,+syksy-+2009

Kumpaankin kirjaan on olemassa my0s harjoitustehtédvien ratkaisut.

e Dummit and Foote: : Abstract Algebra mm. osoittessa
http://avaxhome.ws/ebooks/dummit_foote_abstract_algebra.html . Ei ole mo-
nistokirja, mutta muuten aihetta sivuva ilmaisjakelu.

1. Derivoi funktio p : R — R :z — (x) = 2 [71—x?dx. Sen jilkeen, keksi
a) derivoituva tai jopa siled kuvaus ympyrdlti S = {x € R? ‘ 243 = 1} nelidlle
Q = {z € R?* | max{|z,, [} = 1}
b) derivoituva tai jopa siled kuvaus neliéltd ympyrdlle
c) diffeomorfismi ympyrdiltd nelidlle.
Ratkaisu: ¢/(z) = 2(1 — 2?) on 0 kohdissa = = %1 ja posiviivinen vélilld ] — 1, 1].
Liséksi ¥(—1) = =1 ja (1) = 1.
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Polkukuvauksen derivoituvuus nurkissa perustuu siihen, ettd niissé derivaatta on 0.
(1) Siksi kuvajoukko ei ole "sileéin niakoinen”. Pitaisiko siis siledn kdyran mééritlmés-
sé vaatia, ettei sen derivaatta ole missédédn 0. Tuntuisi jarkevéltd! Ehk& niin jossain
tehdadnkin. Kannattaa tarvittaessa tarkastaa kéytetty méadritelméd — tuskin tésté
mitéddn standardia noudatetaan.

b) Samalla idealla takaisinpéin:

(£1.9) = +(cos T(e(y)), sin(Fo (), kun —1 <y <1

g {(x,il) = £ (cos §(2+ ¢ (), sin(§(2+ (), kun —1<y <1

c) Ei ole olemassa. Kulmat esteend. (Muodollinen versio: Jos olisi olemassa diffeo-
morfismi nurkan ympéristoltd ympyranpatkin ympéristolle (tasossa molemmat), niin
ympyrin tangentti vastaisi siledd kdyrdd, joka tangeeraisi neliotd nurkassa - miké
tietenkin on mahdotonta.)

2. Lue liite.
Ratkaisu:
Luettu. Kiinnitetd&dn huomiota siihen, ettd on olemassa hieman erilaisia "upotuksen”
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késitteitd (embedding, immersion, submersion...). Yksityiskohdat eivét nyt ole oleelli-
sia, mutta on syytd pieneen varovaisuuteen kirjallisuutta lukiessa. Téssékin: tarkasta
kulloinenkin mé#ritelmé tarpeen vaatiessa.

3. Perustele, miksi "Klassinen monisto on luonnollisesti abstrakti monisto”.
Ratkaisu:

Topologisena avarutena klassinen monisto on R™:n aliavaruus, siis Hausdorff ja sil-

14 on num. kanta. Kartanvaihdot ovat diffeomorfismeja ja lokaalit parametrisoinnit

homeomorfismeja.

4. Perustele, miksi nelié ei ole klassinen monisto. (Tdama tuli erehdyksessi uudel-
leen,).

Ratkaisu:
Kuten jo edelld tdettiin, muuten olisi olemassa diffeomorfismi nurkan avoimelta ym-
péristoltd janan avoimelle ympéristolle, joka veisi nurkan janalle. (Tdmé tuli ereh-
dyksessd uudelleen).

5. Nelion Q = {z € R* | max{|z],|z2|} = 1} varustaminen abstraktin moniston
rakenteella:

Ratkaisu:
Valittu sille tavallinen topologia (joka tietenkin on Hausdorff) ja karttaympéristot
seuraavasti (muodostuvat kahdesta sivusta. Olen téhén ratkaisuun nimennyt ympé-
ristot myos uudelleen (paremmin) sisdltdméansé nurkan mukaan.)

Uiy =Uany={z €@ } x1 + x9 > 0} "x>-y” eli oikea ylépuolisko
Ui =Un-y={r€Q | x1 — xe > 0} "x>y” eli oikea alapuolisko
Ui=Uciy={reQ ‘ x1 + x9 < 0} "x<-y” eli vasen alapuolisko
U_=Ucipy={reqQ ! x1 — xe < 0} "x<y” eli vasen ylapuolisko

karttakuvaukset jérjestetddn homeomorfismeiksi siten, ettd kartanvaihdot ovat affii-
neja. Korjasin hieman tehtévéssd annettua ehdotusta valitsemalla karttakuvaukset
siten, ettd karttakuvauksen arvo alenee verrannollisesti sivua pitkin (matemaattisesti
positiiviseen suuntaan eli myotépéivadan) sivua pitkin kujettuun matkaan ja kulman
kohdalla saadaan arvo 0:
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Py U_+ = U(l,—l) —R: {
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Lokaalit parametrisoinnit ovat muotoa ¢ (1—1¢1)
Kartanvaihtokuvaukset ovat siirtoja, esimerkiksi nelién yléasivun kartanvaihto on
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Syntyi abstrakti monisto!

6. Owatko edellisen tehtavin karttakuvaukset derivoituvia?

Ratkaisu:
Eivat tietenkéén klassisesti, mutta kylla asianomaisella abstraktilla monistolla - kuten
karttakuvukset tietenkin aina!

7. Parametrisoidaan ympyri S = S' seuraavasti (tavalliseen tapaan):

Uy ={zeS|z>-1}

U.={zeS |z <1}

et ]—mm[— S tr(cost,sint)

e ' ]0,27[—= S: tr> (cost,sint)
Ratkaisut kysymyksiin:

a) Naméi tekevit ympyréstd abstraktin moniston, ovathan kartanvaihdot téssékin
pelkkié siirtoja, siis sileité.

b) Namé tekevit ympyristd myos klassisen (tasoon upotetun) moniston. Lokaalit
parametrisoinnithan ovat (toisin kuin demoissa sanoin) diffeomorfismeja méarittely-
joukoiltaan (janoja) kuvajoukoilleen (kaaria), silla niilld on (on kuin onkin!) luonnol-
linen jatko klassisiksi diffeomorfismeiksi janan ympéristoltd (tasossa) kaaren ympé-
ristolle (tasossa).

x,y)€R2|x1>—1ja%<\/x2+y2<2}

tr)eR* | —r<t<mjai<r<2}
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Vi=A{
By ={
Vo ={

B.={(tr)eR*|0<t<2mjai<r<2}
Y (rt) = r(cost,sint)
Y (r,t) = r(cost,sint)
c¢) Nelidlle edelld luotu abstraktin moniston rakenne ei ollut klassinen! Itse asiassa

se teki neliosté diffeomorfisen ympyréan kanssal
d) Ympyréan kierto ja peilaus ovat sileitd kuvauksia, jopa C>*— diffeomorfismeja.

8. Osoita suoraan mddritelmistd, ettd ryhmdn S laskutoimitus on siled kuvaus. Rat-
kaisu:

S on Lien ryhma, silli laskutoimitus S2 — S on siled, onhan se olennaisesti komplek-
silukujen kertolasku. (Demoissa laskettiin reaaliset koordinaaatit auki. )



