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1. Matriisiryhmdlld U(n) on epdtriviaali normaali aliryhmd SU(n), joka on homo-
morfismin det : U(n) — (R*,-) ydin. Osoita suoraan mddritelmdn mukaan, ettd Lien
algebra T1(SU(n)) on Lien algebran T1(U(n)) ideaali.

Ratkaisu
1. tapa: Olkoon X € T3(SU(n)) ja Y € T1(U(n)). On osoitettava, ettd [X,Y] €
T1(SU(n)).
Valitaan polut A :]a, b[— SU(n) ja B :]a,b[— U(n), joilla A(0) = B(0) =1, A’(0)

(Se on todella kuvaus ryhméén SU(n), koska
det(A(s)B(t)A(s)™") = det A(s) det B(t)(det A(s)) ™ = det B(t) = 1,

miké vield kerran todistaa samalla, ettd SU(n) on normaali aliryhmé U(n):ssa. Ku-
ten viime kerran demoissa saadaan — derivoimalla ensin ¢:n suhteen kohdasssa 0 ja
sitten s:n suhteen kohdasssa 0 — Lien sulku [X, Y] tangenttiavaruudessa T1(SU(n))
kulkevan polun nopeusvektorina, joka tietenkin kuuluu avaruuteen 73 (SU(n)).
2 tapa:
Ty(SU(n)) = su(n) = {X | X + X =0ja TrX =0}
C{X | X +X" =0} =u(n) = Ty(U(n))

0 on vektorialiavaruus. Lisiksi kaikilla X € T3(SU(n)) ja Y € T3(U(n)) on [X,Y] €
u(n), koska u(n) on Lien algebra, ja lisiksi Tr([X,Y]) = Tr(XY - Y X) = Tr(XY) —
Tr(YX) = Tr(XY) — Tr(XY) = 0, koska Tr on lineaarikuvaus ja aina Tr(XY) =
Tr(XY) (, mika todistettiin viime kerralla ja todistetaan uudelleen seuraavssa tehta-
véssé.) Kaikenkaikkian siis [X, Y] € su(n), kuten pitéékin.

2. Todistetaan (uudelleen), ettisl(n, C) on Lien algebran gl(n, C) ideaali. Itse asiassa
ndytetddan, ettd jopa minka tahansa kahden gl(n, C)-matriisin Lien sulku on joukossa

sl(n,C):

T11 Ti2 ... Tin
o1 T2 ... Lo o

Olkoon X = . o ] € gl(n,C). Olkoot €;; (1 <1i,j <n) avaruu-
Tpl Tp2 ... Tpn

den R™ ortonormaalin kannan muodostavat kantamatriisit, joilla kohdassa (1j) on 1,
muuten nollia.

a) Miti ovat matriisitulot e;;X ja Xe;;? Laske Tr[X, e;;]. Pitdisi olla 0. Osoita
tastd, ettd Tr[X,Y] =0 kaikilla X,Y € gl(n,C).

b) Osoita, ettd sl(n,C) on Lien algebran gl(n,C):n ideaali.

c¢) Laske [e;;,eji]. (Tulos on ey, kun i # j, muuten e; — e;;.

d) Yleisti edellinen laskemalla kaikki €5, ey]. (Tulos on d,,ey — djex;.

Ratkaisu
a) 1. tapa:
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e;; X saadaan matriisista X siirtdmaélld j:s rivi :nnen rivin paikalle ja nollaamalla
kaikki muut alkiot.

Xe;; saadaan matriisista X siirtdmallé i:s sarake jmnen sarakkeen paikalle ja nollaa-
malla kaikki muut alkiot.

Tr[X, e;;] = Tr(Xe;;) — Tr(Xe;) = x5 — xj; = 0. Koska mikd tahansa matriisi
Y € gl(n) on lineaarikombinaatio kantamatriisesta e;; ja kuvaus Y — [X,|Y] —
Tr([X,Y]) on kahden lineaarikuvauksen yhdistelméné lineaarinen, niin Tr(]X,Y]) on
lineaarikombinaatio nollista, siis 0. On osoitettu, ettd jopa minkd tahansa kahden
gl(n, C)-matriisin Lien sulku on nollajilkisten matriisien joukossa sl(n, C).

b) Osoitetaan, ettd sl(n,C) on Lien algebran gl(n,C):n ideaali. Tietysti se on
vektorialiavaruus. Olkoon X € gl(n,C) ja Y € sl(n,C). Silloin edellisen mukaan
Tr(|X,Y]) =0, joten [X,Y] € sl(n,C).

2. tapa:

(ein)kl = Z(eij)kamal
- Z 5ik5jaxocl
= 5219 Z 5ja$al

= 5ik96jl
(Xewu = Tralei)a

= Z$ka5ia5jl

= 5]'1 Zxkaam

= 01Tk;

c) Kohdan a) mukaan [e;;, ej;] = e, kun i # j, muuten e; — e;;. Tamén nékee
kummallakin tavalla sijoittamalla X = ej;,. Tai sitten laskee ensin d)-kohdan, josta
tdma on erikoistapaus.

d) Kohdan a) mukaan [e;;, x| = 0,x€4 — d;€j5. Témén nikee kummallakin tavalla
sijoittamalla X = ey;.

3. a) Osoita, ettei mydskdin Lien algebra u(n) = {X | X + X = 0} ole yksinker-

tainen etsimdlld Lien algebrasta u(n) = {X } X+X = 0} yksiulotteinen ideaali J.
(Lue tehtivd loppuun!)

b) Osoita, ettd I on aliryhmdan Z(U(n)) tangenttiavaruus.

¢) Osoita, ettd exp on surjektio I — Z(U(n)).

Ratkaisu
a) Olkoon J = RX Lien algebran u(n) = {X | X +X = 0} (reaalisesti) yksiulottei-
nen ideaali. Ideaaliominaisuus merkitsee, ettd kaikilla Y € u(n) on [X,Y] € RX eli
[X,Y] || X. Erityisesti kelpaa tilanne [X, Y] = 0, joka vallitsee ainakin kaikille ykkos-
matriisin suuntaisille X = a1. Mutta tassé tehtdvassa etsitdén ideaalia J = RX C u,
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joten on vaadittava X +7T =0eli al4+al =0 eli a € iR. Etsityksi yksiulotteiseksi
ideaaliksi kelpaa siis J = ¢R1.

b) Tunnetusti Z(U(n)) = {¢"1 | t € R} ~ U(1), jolle kuvaus ¢ — A(t) = 1
on surjektiivinen polku, jolla A(0) = 1 ja A’(0) = ie""1 = i1 =, joka juuri virittia
a)-kohdan ideaalin.

c¢) Nékyy olevan!

4. Osoita, etti jokainen su(n) on yksinkertainen Lien algebra: Luennolla osoitettiin,
etti sl(n,C) on yksinkertainen ja etti sl(n,C) = su(n) + isu(n). Osoita, etti jos
J C su(n) olisi epdtriviaali ideaali, niin J + i3 C sl(n,C) = su(n) + isu(n) olisi
epdtriviaali ideaals.

Ratkaisu
Ainakin J 4 ¢J on ilmeinen vektorialiavaruus. Se eroaa tietenkin triviaalista ideaa-
lista {0}, mutta myos triviaalista ideaalista sl(n, C) = su(n) + isu(n), silla sl(n, C)-
matriisin A hajoitelma A = B + iC' € su(n) + isu(n) on yksikésitteinen, joten jos
valitaan B € su(n) \ J, niin B 4+ iB € (su(n) +isu(n)) \ J + 7.

Lopuksi tutkitaan Lien sulkeet. Olkoon siis X + Y € J+iJ ja Z +iW € su(n) +
isu(n). Lasketaan

= (X +iY)Z+iW)— (Z+iW)(X +1iY)

=XZ-YW+i(XW+YZ)-ZX+WY —i(ZY + WX)

=X, Z| - [Y,W]|+i([X, W]+ Y, Z]) € T+17.
5. Lien algebra so(4) ei ole yksinkertainen, mutta suuremmilla n € N Lien algebra
so(n) on yksinkertainen. Todistus on samantapainen kuin sl(n,C):n tapauksessa,
mutta hieman mutkikkaampi, koska kantavektorit joudutaan valitsemaan toisin, silld

so(n) muodostuu kaikista reaalisista vinosymmetrisistd matriiseista. On luonnollista
valita kantavektoretksi matriisit:

Eij = eij — 6ji~

11 12 ... Tin

To1 T2 ... Top . . . .
Olkoon X = . . ] . . Laske X E;j. Mikd yksinkertaisuustodistusten

Tnlt Tp2 ... Tnn

vdlinen ero paljastuu? (Ei ole tarkoitus todistaa yksinkertaisuutta tdssdi.)
Ratkaisu
Jaettiin kirjasta kaikki tdhén liittyva.
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6. Luennolla on osoitettu, ettdlog on bijektio matriisiryhmdan G joltain ykkosen ym-
pdristolta Uy vastaavan Lien algebran g origon ympdristille Vi ja exp on sen kddnteis-
kuvaus, erityisesti ymparistot Uy ja Vo ovat siis homeomorfiset. Osoita tamdn avulla,
ettd ympdristdt voidaan valita siten, ettd matriisiryhmdssd jokaisella alkiolla A € Uy
on kaikilla n € N olemassa n:s juuri B, vielapa tasan yksi ympéaristoon U; kuu-
luva. (Vertailun vuoksi; ryhmdssi SO(2) on ykkdsalkiolla kaksi neliGjuurta, mutta
toinen on "kaukana” ykkisesti.)
Ratkaisu
Valitaan ryhméssa G neutraalialkion ympéristod

1
100}

jolloin logartimifunktio on diffeomorfismi Uy — Vy = log(U;) C g. Olkoon A € U ja

n € N. Tarkastellaan A:m kuvaa log A € g. Koska g on vektoriavaruus, niin + ~logAe€g

jasiis B = exp(Llog A) € G. Témd B on "VA € G, silli B" = (exp( logA))

exp(log A) = A. Mutta ei ole laskematta selviid, etté olisi B € Uy eli ~log A € V4.
Kun A € Uy, niin

—{AcG||A-1] <

o o

1og Al  [[Tog(1 — (1 — A Z S < Z”l"“”k <> L 1
- k100 90

Kaikille X € g on

8

1l = il — Xl _
k=1 k=1 =
Erityisesti
1 1
|B—1| = || exp(—log A)—1|| < elnlogdl_1 = enllogdl_1 < e —1 < emo—1 < T
n

Etta juuri B on ainoa ratkaisu joukossa U; johtuu siitd, ettd logaritmifunktio ja
eksponenttifunktio ovat toisilleen kdénteiset U; — V| ja toteuttavat yhteenlaskukaa-
vansa, joten A:n n:nnen juuren etsiminen vastaa tasan IOgA N MAAraamista.

7. Mietipd tata! (kirjan harjoitukset sivulta 153-154. )
Ratkaisu
Niissd harjoitustehtévissa todistetaan mm, etta

el =e'ef = XY =YX
ja

AT =XV — XY =YX,
mikd kumoaa aikaisemmissa harjoituksissa esiintyneen Wikipediasta poimimani "tu-
loksen” .

Todistus etenee niin: Olkoon aluksi eXe¥ = e¥eX Osmtetaan ettd XY =Y X.
Voi olettaa, etté || X|| ja ||Y]| ovat pienempié kuin Valkkapa -, jolloin e* —1 ja e’ —1
ovat < 1 ja siis logaritmisarja antaa X = log(e¥) ja Y = log(eY).

Siis XY = Y X, sarjan termithén voidaan vaihtaa. (Vrt. s. 141 eli logaritmin sum-
makaavan todistus.)
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Jos taas oletetaan, etti eXtY = eXe¥, niin Campbellin, Bakerin j Hausdorffin
lauseen mukaan

X+Y XY _

l e . s
e — Xe X+Y+5[X,Y]+ylemménasteisia termeja

e

Siis jélleen, jos || X|| ja [|Y| ovat pienempié kuin vaikkapa -, jolloin my&s [|[X, ||

on pieni (suurususluokka 1/100), niin ’

X +Y = X+Y + 3[X,Y] + ylemménasteisia termejd, joten 0 = +3[X,Y] +
ylemmaénasteisia termejé , erityisesti 0 = —i—%[X ,Y]. Koska tdmé pétee pienille XY
se patee aina. O



