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1. AFFIINIT KUVAUKSET LINEAARIKUVAUKSINA

Kuvaus fap : R" — R* : z — Ax + b (Tdssda A € GL(n,R) ja b € R") on
n-ulotteinen affiini kuvaus, siis yhdistelmé kaantyvésté lineaarikuvauksesta (alla) ja
siirrosta (paalld). Jos seuraavat laskut tuntuvat raskailta, voit olettaa, ettd n = 1,
jolloin A ja b ovat lukuja.

1. Totea suoraan, ettd n-ulotteiset affiinit kuvaukset muodostavat (myds tapauksessa
n = 1 epikommutatiivisen ryhmdn Aff(n,R), laskutoimituksena kuvausten yhdisti-
minen.

Jos haluat vield/jo vihdn miettid, niin huomaa, etti ryhmdlla Aff(n,R) on aliryh-
md Isomet(n,R) = {fay | A € O(n,R)}, joka muodostuu isometrisista eli etiisyyden
saulyttavistd kuvauksista R — R™ — itse asiassa jopa kaikista, minkd huomaaminen
vaatinee hetken harkintaa.

Ratkaisu
Kaikki bijektiot R” — R™ muodostavat ryhmén. Osoitetaan, ettd affiinit kuvaukset
muodostavat sen aliryhmén.

e identtinen kuvaus on affiini

e affiinin kuvauksen z — Ax + b kiifinteinen on y — A7'(y —b) = A} (y) —
A7Y(D), joka on affiini.(Erityisesti jokainen affiini kuvaus on bijektio)

e affiinien kuvausten x — Az 4+ b ja x — Bx + ¢ yhdistetty kuvaus on x —
B(Az +b) + ¢ = BAx + Bb + ¢, joka on affiini.

Epidkommutatiivisuuden toteamiseksi riittad havaita, ettd esimerkiksi

fie1 © fo1,2e1 = f21,3e1, Mutta fo1.2e; © f1.e; = f21,5e1
"Hetken harkinta”:

e Ortogonaalinen lineaarikuvaus A € O(n, R) on isometrinen. (Muita isometrisia
lincaarikuvauksia R" — R"™ ei ole olemassa). Siirto R™ — R™ on tietenkin myds
isometrinen (ei lineaarinen, koska origo siirtyy.), joten tutkittavat kuvaukset
ovat isometrioita. Samaan tapaan kuin ylld todetaan, ettd ne muodostavat
Aff(n,R):n aliryhmén.

e Jos z — f(x) on isometrinen, niin x — f(x)— f(0) on isometrinen ja sdilyttaa
origon paikallaan. Jos onnistumme osoittamaan, ettd tédllainen kuvasus on
lineaarinen bijektio, niin se on ortogonaalinen ja f siis affiini isometria.

e Todella, jokainen origon kiinnittdvé isometria R™ — R™ on lineaarinen (ja
siis ortogonaalinen), olennaisesti siksi, etté isometria kuvaa suorat suoriksi ja
suunnikkaat suunnikkaiksi. Liséksi isometria on injektio ja lineaarinen injektio
R™ — R"™ on bijektio. (Luennolla todistettiin samoja asioita vetoamalla siihen,
ettd isomertriset isomorfismit ovat peilausten yhdistelmia.)
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2. (jatkoa) Kuvausx = | : | — | ~ | = (f) on bijektio R" — R™ x {1}.
T, il’ln
by
Olkoon A € GL(n,R) jab= | : | € R". Osoita, ettd
bn

(A b - A b (2 [(Az+b
a) (n+1)x (n+1) -matriisilla (O 1) on ominaisuus (0 1) (1)_( 1 ),

joten se voidaan luonnollisella tavalla samaistaa affiiniin kuvaukseen fa, € Aff(n,R)
(ja ndin esim. tietokoneanimaatioissa tehdddnkin).
b) Osoita, etti yhdistettyd affiinia kuvausta fap o fary vastaa (n + 1) x (n+ 1)
/ /
-tulomatriisi (61 11) Ig Zi , eli kuvaus fap — (61 ll)) on ryhmdahomomorfismi
Aff(N,R) — GL(n + 1,R) eli "ryhmén Aff(n,R) lineaarinen esitys”.
c¢) Osoita, ettd em. homomorfismi on injektio ja affiini ryhmda siis on tulkittu mat-
ritsiryhmdn GL(n + 1,R):n aliryhmdksi. (Uskollinen esitys - faithful representation)
Kommentti: Sivutuotteena on todettu, etti yllittien myos (R, +) on matriisiryh-
mda — samoin jokainen (R™ +). Itse asiassa reaaliluvut voidaan em tarkasteluissa
korvata kompleksiluvuilla tai kvaternioilla, joten niidenkin additiiviset ryhmdt ovat
matriisiryhmid - viime demojen perusteella jopa reaalisiakin! Ratkaisu
A b\ (xz\  [(Ax+D
0 1 1) 1

b) (A b) (A’ b’> B (AA’+b-oo AV +b- 1> - (AA’ Ab’+b> e o same
0 1)\o 1) \oA+1-0 ov+1-1) "\ 0 1))

kuin yhdistettyé affiinia kuvausta fap o fary = faa apis vastaava matriisi (Vrt. ed.
tehtava).

a) Matriisit kertomalla nékee heti, etta

c) Jos on neutraalialkio eli ykkosmatriisi, niin A = 1 ja b = 0 € R™

b
0 1
Téll6in vastaava affiini kuvaus f4 5 on identtinen kuvaus, affiiniryhmén neutraalialkio.
Ryhmahomomorfismi on siis injektio.

2. SO(2)

Yksikkokompleksiluvut cos p + ising (ja kertolasku) muodostavat tason kiertojen
ryhmdn SO(2), joka

a) voidaan samaistaa matriisiryhmdadin {M € GL(2,R) ‘ M= = M7 ja det M =
1}

b) on kommutatiivinen

¢) voidaan joukkona samaistaa (tavalliseen yksiulotteiseen) ympyrddn Sy .

Ennenkuin jatkat lukemista, koeta arvata mitd ovat sen aliryhmdt. Vihje: On dd-
rellisid ja ddrettomid.

3. Tietenkin aliryhmid ovat itse SO(2) ja triviaali aliryhmd {1}. a) Mikd on pienin
SO(2):n epdtriviaali aliryhmd?
Ratkaisu: Eikohén liene {1, —1}
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b) Osoita, ettd jokainen darellinen syklinen ryhmda Z,, on (isomorfiaa vaille) SO(2):n
aliryhmd.

Ratkaisu: Olkoon n € N. Maaritelldan, ettd f,, on kierto kulman 27“ verran. T&lloin
fm on kierto kulman 227 verran ja f, virittdd alicyhmén {f*|m € Z}, joka on
isomorfinen Z, kanssa, koska n on ensimméinen luku m, jolla f* = 1 eli syklisen
ryhmén kertaluku.

c¢) Osoita, etti edelld mainittujen aliryhmien yhdiste on SO(2):n aliryhmd, ns. ra-
tionaalisten kiertojen ryhmé R.

Ratkaisu: E.m. ryhmien yhdiste on tietenkin R = {f™ | = € Q}, joka on helppo
todeta aliryhméksi.

4. jatkoa. d) Osoita, ettd myds ddreton syklinen ryhmda Z on (isomorfiaa vaille)
SO(2):n aliryhmd.

Ratkaisu: Olkoon s € R irratonaaliluku ja f kierto kulman 2s7m verran. Télloin
f™ on kierto kulman 2smm verran ja f, virittad aliryhmén {f™|m € Z}, joka on
isomorfinen Z kanssa, sillda mikdén f™ ei ole identtinen kuvaus 1, koska muuten olisi
2smm = 2k jollakin k € Z ja siis s = k/m € Q.

e) Mitké edellimainituista aliryhmistd ovat suljettuja joukkoja avaruudessa R1?
Mitka avoimia? Entd muut?

Ratkaisu: Adrelliset ovat tietenkin suljettuja.

Kohtien e) ja d) ddrettomét ryhmét eiviit ole avoimia, koska epétyhjé avoin joukko
R™:ssé on aina ylinumeroituva. , Kumpikaan ei myoskéén ole suljettu joukko, koska
koska kaikki kierrot ovat kummankin sulkeumassa, sillé erityisesti voi tietenkin irratio-
naalista kiertoa approksimoida jonolla rationaalisia kiertoja, mutta myos totta, etté
irrtionaalisen kieron monikerrat ovat tihedssd ympyrdn kehélla. (Tod. hahmoteltiin
demoissa). "Pikku bonuskysymys”) Onko olemassa muita ddrellisia SO(2):n aliryhmid
kuin sykliset?

Ratkaisu: Ei. dérellinen aliryhmé ei voi siséltdd irrationaalista kiertoa, koska d):n
mukaan sellainen virittda darettoméan

Lemma: Jos aliryhméd H C SO(2) sisaltdd kierron f, missd syt(m,n) = 1, niin
fn € H. Perustelu: Koska syt(m,n) = 1, niin Eukleideen algoritmin avulla 16ytyy
luvut s,b € Z, joilla an + bm = 1, jolloin f, = fl = fortbm — (frye(fmyb =
L (fm) e H.

Lemman seuraus: Jos aliryhma H C SO(2) sisdltédé kierron f*, missé syt(m,n) =
1, niin jokainen f* € H.

Ongelman ratkaisu: Jokainen SO(2):n aliryhmi H on lemman nojalla yhdiste joista-
kin dsrellisistd syklisistd ryhmisté (f,). Adrellisen monen yhdiste on itsekin syklinen,
miké riittdd tarkastaa kahden yhdisteelle (induktio!). Ja nythén (f., fr) = (foyit.k)),
sillé tietenkin f,, ja fi € (foyink)), mutta myos fovimr) € (fa, fi), koska pyj(n, k) =

nk . . . . . 1 _ syt(n,k) _ an+tbk a b © e aes
i) Ja siis Eukleideen algoritmilla R T ok = mk = g T Mistd viite
seuraa.

(On olemassa lyhempi ratkaisu, joka perustuu siiihen, etté syklisen ryhmén aliryh-
mé on aina syklinen . ... miké puolestaan perustuu edelliseen paittelyyn)



3. SU(2)

Yksikkokvaterniot muodostavat kvaternioiden vinokunnassa multiplikatiivisen ryh-

mén aliryhmén
SW%:{A:G+M'%_M)MaA:%.

b—ic a—1d
Geometrisesti SU(2) on 4-ulotteisen avaruuden H ~ R* yksikkopallo S3 C R*.

5. Ryhmén SU(2) nimi tulee sanoista "unitaarinen” ja “spesiaali”. Tarkasta, ettd
SU(2) muodostuu tasan niistd kompleksisista 2 X 2-matriiseista A = (in ?1),

12 222
joilla on seuraavat ominaisuudet.

(2117212> 1 (Zgl,ZQQ) ja H(ZH,ZlQ)H = H(Zgl,ZQQ)H =1 ja det A = 1. Téassa orto-
gonaalisuus L ymmaérretdin avaruuden C? tavallisen kompleksisen siséitulon mieles-
sid. Muista kompleksikonjugointi. Vihje: det A = a?® + b* + ¢ + d* on CZ?vektorin
(a +id,b — ic) pituuden nelio.

211 *21
—Z12 Z11
211221 + 212201 = 0 eli (211, 212) L (291, 290). Liséksi SU(2)-matriisilla on selvésti
|(z11, z12)|| = [|(221,222)|| = 1 ja det A = 1. Varsinainen véite on siis kdénteinen

Ratkaisu: Selvisti SU(2)-matriisi on muotoa ¢ = ), mistd nakyyy, etta

puoli. Sen todistamiseksi tarkastellaan kompleksista matriisia A = (Z ?l;)’ jolla on

ominaisuudet _
ab+ 2y =10
lal* + |2 =1
b +yl* =1
jaay —br = 1.
Ensimmaisestéd yhtéalosta seuraa, etta
lal _ Iyl
I
joten kahdedsta keskimmiisestd saadaan |z| = |b| ja |a| = |y|. Siis z = —ae™ ja
y = —be' joillain kulmilla 1), ¢. Ortogonaalisuusehto ab + 3 = 0 saa muodon

ab — beae™ = 0,

josta sieventamélld ab(1 — e'®~¥) = 0, siis 1 = €®~¥), ja siis ¢ = 1. Lopuksi determi-
nanttiehto ay — bx = 1 (, jota ei vield olekaan kiiytetty) on (|a|? + |b]?)e!® = 1, mistd
¢ =0.

HUOM: Tamén tehtavian tulokset yleistyva tn x n-mtriiseille, mutta etenkin vii-
meinen todistus hankloituu. Todistamalla unitaarisen matriisin ominaisuudet fiksum-
massa jarjestyksessd pédse vihemmalld. Néin on tehty kirjassa.

6. Totea, ettd yhtdipitivid on myds seuraava:

Kompleksilineaarikuvaus Ly : C*2 — C? : w = (wl) — Aw sdilyttid normin eli

W2
|Law|| = ||wl|| kaikille w ja lisiksi det A = 1.



Ratkaisu: Olkoon A = (_ab 2) unitaarinen ja (z,y) € C2. Nyt

[A(z, y)||* = |(az + by), (—bx + ay)|?
= (azx + by)(azx + by) + (—bx + ay)(—bzx + ay)
= (ax + by)(az + by) + (—bx + ay)(—bT + ay)
= |a?|z|* + axby + byaz + |b]*|y|* + [b]*|2]* — bray — aybz + |af*|y/?
= [al?|z|* + [0P|y[* + [b]*|2[* + [al*[y[*
= (lal* + [pP) (|2 + y1*) = (|2 + [y[*) = [[I(z, y)|I*.

Paluupuolessa kéytetddn tunnettua (!) tietoa, ettéd lineaarinen isometria sailyttad
myo0s sisdtulon: (Law|Lav) = (w|v) kaikille w, v € C". (Tehtévissd annettu perustelu
télle lemmallae alla.) Jos siis A séilyttdd vektorien pituuden, niin A séilyttda ortogo-
naalisuudenkin, erityisesti kantavektorien kuvat eli A:n sarakkeet ovat 1:n pituiset ja
ortogonaaliset, kuten véitettiin.

Lemman perustelu: Reaalisisdtulolle vastaava ominaisuus on varmaan tuttu LAG:sta.
Kompleksinen (ja sivutuottena reaalinenkin) versio perustuu “polarisaatioyhtdléon”
lu+vl* = (u+vfu+v) = (ufu) + (v]v) + (ufo) + (ulv) = [[u]]* + [[0]]* + 2 Re(ulv),
josta sisdtulon reaaliosa Re(u|v) voidaan laskea, kun kaikkien vektorien pituudet tun-
netaan. Imaginaariosa saadaan vastaavasti laskemalla auki |u + iv||*.

Kommentti: Normin sdilymisestd seuraa, etta La on bijektio (LAG!) ja metriikan
mielessd isometria, onhan nyt ||[Law — Lav|| = ||w — v|| kaikille w,v € C% Isomet-
rista kompleksilineaarikuvausta ja sen matriisia sanotaan unitaariseksi. Unitaarisella
matriisilla on |det A| = 1, siis yksikkokompleksiluku. Fi vdlttimdttd ole det A = 1,
vaan unitaarisen matritsin determinantti vor olla mikd tahansa yksikkékompleksiluku.
"Spesiaalisuus” viittaa sithen, ettd det A on nimenomaan 1. Unitaarista vastaava re-
aalinen kdsite on ortogonaalimatriisi (harhaanjohtavasti kylli). Ortogonaalimatriisin
determinantti on siten 1 tai -1.

7. Totea, etti yhtdipitivid unitaarisuuden kanssa on seuraava: A~' = A* eli AA* =
A*A =1, missi A* on A:n transpoosin kompleksikonjugaatti eli A:n adjungaatti.

Ratkaisu:Laske auki, niin huomaat, etti A~' = A* merkitsee, etti Am sarakkeet
ovat orotgonaaliset (nollanurkat!) ja ykkosen pituiset (diagonaalinurkat).

Kommentti: Sana “adjungointi” on matematiikassa ylikuormitettu ja tarkoittaa mil-
loin mitdkin “listtdmista”. Mydos tdhtisymboli * on kovin kuormitettu. Siksi komplek-
sisen matriisin adjungaattia merkitidin etenkin fysiikan kirjoissa usein symbolilla AY,
joka luetaan “A miekka”, tai "A tikari” ei "A risti”.

8. Todista, ettd SU(2) on kvaternioiden vinokunnassa multiplikatiivisen ryhmdan ali-
ryhmda. (Nyt helppoa!) Ratkaisu: Seura edellisesta!

4. HEIJASTUKSISTA JA KIERROISTA

8. Vakuuttaudu parhaasi mukaan seuraavien tasogeometristen (tai LAG!) vditteiden
todenperdisyydesta:
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a) Kahden erisuuntaisen suoran suhteen otettujen peilausten yhdistetty kuvaus on
kierto akselien leikkauispisteen ympdri. Jos akselien vdlinen kulma on o < m, niin
kiertokulma on 2c.

b) Olkoon kolmio AABC' terdvikulmainen (ts. kulmat alle 90° = 7). Kuvaus, jo-
ka saadaan suorittamalla ensin kierto pisteen A ympdri kulman 2A verran ja sitten
pisteen B ympdri kulman 2B verran on kierto kulman C' ympdri. Kuinka suuri?

A

¢ Ratkaisu. Kierto A:n ympéri kulman 2A verran vie

C'n peilikuvakseen sivun AB taakse ja kierto B:n ympéri kulman 2B verran tuo sen
takaisin, joten kiertojen yhdistetty kuvaus pitda C:n paikallaan ja on siis, isometria
kun on, kierto juuri pisteen C' ympéri. Kierron suuruus on tietenkin 2A 4 2B, koska
kiertoja yhdistdesséd kulmat lasketaan yhteen kiertopisteisté riippunatta. Lopuksi voi
sieventdd huomaamalla, ettd 24 4+ 2B = 2(A+ B) = 2(180 — C') = 360 — 2C = —2C.



