)

) ) MATEMATIIKAN JA H
JYVASKYLAN YLIOPISTO TILASTOTIETEEN LAITOS
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1. Ratkaise edellisen kierroksen tehtdvd numero 8 (Invariantti mitta tavalliselle pal-
lolle differentiaalimuotojen avulla.) Kdytossdasi on malliratkaisu! Piirrd kuva ja tul-
kitse laskussa esiintyneet kdsitteet geometrisesti.

Ratkaisu: Ks. kierros 10.

2. ja 3.Johda Haarin mitta ryhmdalle SU(2). (Ei vaikea, enemmdn pisteitd vain!)
Ohje: SU(2) ~ S3 C R* (Muista, miksi ja miten. Voit perustella lokaalia paramet-
risointiakin (ks alla)).
Lokaali parametrisointi: F :]0, w[x]0, 7[x]0,27[— R* : (0, p,v) > (21, 22, 3, 74),
missa
T, = cosf
o = sin @ cos ¢
3 = sin#sin g cos ¥
x4 = sin @ sin p sin Y
Laske F*w, missd
4 —~
W= Z(—l)’_lzi dey A ---Ndxz; A ... dxy.
i=1
Tulos on sin’ sin @ df A do A dip. Mitta on siis:
Ratkaisu: Oleellissti kutenb edellinen tehtiivil
Tata voi yksinkertaistaa, kun integroitavana on keskusfunktio: Ryhméissd mé&a-
ritelty funktio on keskusfunktio, mikéli se saa saman arvon kaikissa samaan konju-
gattiluokkaan kuuluvissa pisteissé eli on invariantti konjugaatioiden suhteen:f(z) =
f(gzg™) kaikilla x,g € G. Toisin sanoen keskusfunktio on itse asiassa méiéritelty
konjugaattiluokkien joukossa. Ryhméan SU(2) alkiot ovat kaikki diagonlisoituvia mat-
riiseja, itse asiassa jokaisella x € SU(2) on olemassa g € SU(2) siten, ettd
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Ryhmién SU(2) keskusfunktion arvo kohdassaz = | — _B TytiTy I3y
— Q —T3+1T4 X1 — 1o

riippuu siis ainoastaan z:n ominisarvoista, jotka ovat yksikkoé-kompleksilukuja ja tois-

tensa kompleksikonjugatteja. Itse asiassa f(x) riippuu ainoastaan niiden summasta eli

1 iliesta. sills apa—! — e 0 ]. [e™ 0 Koni . okvival
x:n jaljesta, silla grg™ = 0 it ja 0 ¢i¢ ovat konjugaatti- ekvivalen-
tit:, onhan jalkimméiinen h(gzg~')h~!, missd h on [ iO OZ
[—2,2] C R, niin on siis jokainen SU(2):n keskusfunktio muotoa f(3 Trz) = f(Rea) =

f(x1) = f(cos ).

IKirja sivut 130-132.

} .Koska Trz = e +¢' ¢
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Integroituvan keskusfunktion f(cos 6) integraali ryhméan SU(2) Haarin mitan suh-
teen on siis

/SU(2) fz)dz(p) = L /7T /”0 sin(ep) § flcos6) Sin29d9dgpdw

- 2m2 Jyg @ =0
1 K
=5 - f(cos ) sin? 0 do

1 [t >
= %/1f(t)\/1—t dt.

4. Ratkaise edellisen kierroksen tehtdvd numero 9: Kaytdssdsi on kaitkki "Lineaariset
Lien ryhmdt’- kurssin tiedot. Osoita, ettd lineaarisen Lien ryhmdn G C M™ "™ Lien
algebra on
g={X €M™ | exp(tX) € G kaikille t € R}.
Ratkaisu: Ks. kierros 11.

5. Olkoon A neliomatriisi. Todista, ettd matriisifunktio t — ~(t) = exp(tA) toteuttaa
differentiaaliyhtdlon ' (t) = Avy(t) ja alkuehdon v(0) = I eiki muita ratkaisuja ole.

Ratkaisu: a) Differentiaaliyhtélo: Derivoidaan v(t) = exp(tA). Koska kyseessd on
reaalimuuttujan funktio, voidaan laskea

+(t) = lim exp((t + h)A) — exp(tA) — tim exp(tA) exp(hA)) — exp(tA)
h—0 h h—0 h
exp(hA) — 1
h
silld eskponenttifunktion derivaatta kohdassa 0 on identtinen kuvaus.
Toinen tapa olisi vedota useamman muuttujan ketjusdantoon ja siihen, etta ekspo-

nenttikuvauksen derivaatta kohdassa A on

= exp(tA) }lgr(l) = exp(tA)I = exp(tA),

(k+1)!

missi ad A X = [4, X] = AX — X A jasiis (ad A)?2 X = [A, [A, X]] jne. TAmé& johtaisi
tilanteeseen, jossa A:n ja X:n rooleissa olisivat tA ja sA, siis kommutoivat matriisit,
jolloin ad A X = [A, X] = 0. Sarjasta jéisi siis vain vakiotermi 1.

b) Alkuehto: v(0) = exp(0A) = exp(0) = I.

c¢) Yksikésitteisyys: Funktiolla f(¢) = v(t) exp(—tA) on derivaatta (tulon derivoi-
miskaavahan pitee myos matriisitulolle):

F/(£) =/ (£) exp(—tA) + (1) expl (—tA) = Ax(2) exp(—tA) +(2) (— A) exp(—tA) = 0,
joten se on vakio, siis f(t) = f(0) = v(0) exp(—0A) = I, joten y(t) exp(—tA) = 1. O

< 1\k
(Dexp)aX = eprZ (=1) (ad A)F X,
k=0

6. Kdaytd edellisen kurssin tietoja todistaaksesi, ettd ryhmdn SU(2) adjungoitu esitys
Ad on surjektiivinen ryhméahomomorfismi SU(2) — SO(3) ja mddrdd sen ydin.
Ratkaisu: Lineaarisen ryhmén adjungoitu esitys liittdéa alkioon eli matriisiin g € G
konjugoinnin Ad, : G — G : h — ghg™!. Tehtévin tilanteessa siis adjungoitu esitys
liittad ryhmén SU(2) alkioon eli matriisiin g € SU(2) konjugoinnin SU(2) — SU(2) :
h — ghg~'. Edelliselld kurssilla olemme huomanneet, ettd SU(2) voidaan samais-
taa yksikkokvaternioiden ryhméén, jolloin SU(2) C (H*,-) ja ettéd yksikkokvaterniolla
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konjugointi on kierto imaginaaristen kvaternioiden avaruudessa Ri + Rj + Rk C H,
ettéd kaikki kierrot saadaan néin ja saatu kuvaus SU(2) — SO(3) on homeomorfismi,
jonka ydin on £/7. Riittad siis osoittaa, ettd kuvaus, joka liittda kaikkien yksikkokva-
ternioiden ryhméssi SU(2) tapahtuvaan konjugointiin SU(2) + SU(2) : h +— ghg™*
imaginaaristen kvaternioiden avaruudessa Ri+Rj+R ~ R? tapahtuvan konjugoinnin,
on isomorfismi. Luonnollisesti avaruuden kierrot voidaan tulkita pelkédn yksikkopal-
lon kierroiksi. Imaginaaristen yksikkokvaternioiden joukko S; = SU(2) N"Ri + Rj + R
on avaruuden Ri +Rj +R ~ R? yksikképallo , joten tarkasteltava isomorfismiehdokas
on kuvaus, joka konjugointiin SU(2) — SU(2) : h +— ghg™! liittd4 sen rajoittuman
Sy — Ss. Tietenkin rajoittuman muodostaminen on homomorfismi ja tieddmme, etta
se on myos surjektio, todettiinhan jo ylla, etta kaikki kierrot saadaan niin. Jaa todet-
tavaksi injektiivisyys. Injektiivisyys puolestaan seuraa siitéd, ettd konjugoinnin muo-
dostamiskuvauksen SU(2) — SO(3) ydin on %/ ja ettd myos Ad kuvaa +I samaksi
kuvaukseksi. O

Tama liittyy Haarin mitan konstruointiin ryhmélle SO(3), olemmehan edelld juuri
konstruoineet rotaatioinvariantin mitan R*:n yksikképallolle Sz eli ryhmélle SU(2) .
Tulos oli

1 m ™ 27
| @ = [ [ [ feF@ew)sintosing doded,
SU(2) T Jo=0 J =0 J p=0

missé F' on tehtédvien 2 ja 3 parametrisointi. Ad on edelld kuvattu surjektiivinen 2—1
-morfismi SU(2) — SO(3). (SO(3) on siis topologisena avaruutena sama kuin projek-
tiivinen avaruus Prg) . Koska ryhmét SU(2) ja SO(3) ovat "lokaalisti isomorfiset” on
niilla sma Haarin mitta - paitsi ettd tietenkin tarvitan kerroin 2, koska toinen ryhméa
peittdéd toisen kahdesti. Kiinnostavampaa on nyt kuitenkin lausua SO(3):n Haarin
mitta joissakin tutummissa koordinaateissa, esimerkiksi kiertoakselin ja kiertokul-
man avulla tai Eulerin kulmien avulla. Mentetelméksi tarjoutuu myoés koordinaatis-
ton vaihto Lien algebran kautta, onhan meilld lauseke Haarin mitalle Lien algebran
Lebesguen mitan avulla.

7. Luennolla 7.5. todistettiin, ettd A(g) = |det Ad(g)|™t. Todista timdn avulla. etti
jos Ad(G) on kompakti, niin G on unimodulaarinen eli sen vasen ja oikeainvariantti
mitta ovat sama.

Ratkaisu: Kuvaus Ad on jatkuva homeomorfismi ryhmélle (C*,-). Sen kuvajoukko
on siis multiplikatiivisen ryhmén aliryhmé ja oletuksen mukaan kompakti, siis C {A ‘

I\ = 1}. Siis A(g) = | det Ad(g)|"* = 1. O

8. Olkoon V = MP*? = {p x g-matriisit }. Olkoon A € GL(p,R) ja B € GL(q,R).
Kuvaus

T:V—->V:X— AXB

on vektoriavaruus-endomorfismi eli lineaarikuvaus avaruudelta itselleen. Mddrdd sen
determinantti.

Ratkaisu: Yhden sarakkeen kertominen on lineaarikuvaus, jonka determinantti on
det A, samoin rivin kertominen oikealta antaa det B. Siis koko kuvauksen determi-
nantti on (det A)P(det B)9.



9. (jatkoa)
Olkoon G muotoa
1A C
|0 B
olevien n X n-matriisien ryhmd, missi n = p + q.
Madrdda Lien algebra g, adjungoitu esitys ad ja modulifunktio A.
Ratkaisu: Huomatan aluksi, ettd tietenkin G muodostuu neliomatriiseista, joten
p = q. Monistossa G pisteen [ kautta kulkevan polun derivaatat ovat tietenkin juuri
%( }Z/ , X e MP*PY € M9 7 € MP*9 olevat matriisit, joten
namé muodostavat Lien algebran g. Koska kyseessd on lineaarinen Lien ryhmé, niin
G':n adungoitu esitys Lien algebrallaan g on

1 (XZ)_ACXZA(J*1

“ra cl'lo v[’=|o B]|0o Y]|0o B| -
B

Etsitty modulifunktio on siis edellisen tehtévin mukaan A(g) = |det Ad,| = | det Ad,| =

(det {A C} )0 =1.

] , A€CGL(p,R), B € GL(¢,R),C € MP*

muotoa t — g =

0 B



