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D 381 klo. 16-18.

1. Todista Jacobin identiteettt derivaatiotks: tulkittujen vektorikenttien kommutaat-
torille.

Ratkaisu:

Kahden vektorikentéan kommutaattori eli hakatulo [€,n] = £ o — n o & on biline-
aarinen ja antisymmetrinen. Tehtédvénd on todeta, ettid se toteuttaa myos Jacobin

identiteetin [[€,n],~] + [[n,7], €] + [[v,€],n] = 0.
1. tapa: Madritelmian mukaan saadaan, koska vektorikentté on lineaarikuvaus:

& m,7]=(on—no&)oy—yo(§on—nof)
=fonoy—nofoy—yofon+yonof,

joten

1€, n] ] + 1 7), €]+ [, €]l
=fonoy—nofoy—yofon+yonog
+noyof—yono§—§fonoy+Eoyon
+7yo0fon—§oyon—noyol+mnofoy
=0.

of

2. tapa: Lokaaleissa koordinaateissa sileiden vektorikenttien &, f = Z?Zl ()5
J

jan.f = Z;lzl ur (33)387’; hakatulo on vektorikentté, jonka i:s komponentti eli ai_ :n ker-

roin on Z;l:l ( j%’; — 1, gﬁj) . Siis [[€, 1], ] on vektorikentté, jonka i:s komponentti

2]

5N kerroin on
z;

eli

( (00 agj) oy 0T (G2 —miE))
) |

ox,  "oxy ) oz, 0

_2‘1: (om0 o OGay) | Olmg)
- “ow,or;  omgor; 1 om; 7 owy

(o 040w 0o Pn O d& 0%
— \ 0wy, Ox; nk@xkaxj %&Ejaxk O0x,0x; %893]-8.1:;C %nkaxkﬁmj

Todetaan, etté kolmen téllaisen summana - kiertden v — n — £ saadaan 0. Yhteen-
laskua helpottaa, kun ryhmitelldéin samannékdiset termit yhteen siitéd toivossa, etté
ne kumoavat toisensa. Pelkkid ensimmaisia derivaattoja siséltdvien termien summalksi



tulee

" o 0x; T 0wy, 0x; K Ox; Oy, M Ox; Oy,

. 9y, 0% ., On; 0& g Oy | . Oy Oy
"Owy0x;  Ox,0x; ~Ox; Omp 0w, Oxy,

¢ 377@ v On;i Oy, 0&; 08, i >

i< Oy Oy 0& O O& On O 06

j,k=1
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Poimitaan tésta ne, joiden derivoimaton kerroin on £:n komponentti

d
on; O O 93 Ok Oni 95 Oni
Z (5 Oy, O S ax, oz, g S )

Oxj Oz, Oxy, Ox;
— i (5 On; I _ékaw 0772-) Z <§j8vk O fiank 8%)
k=

k=1 Oy Oz; Oxy, Oz h Ox; Oxy 7 Oxj Oxy,
d d
In; i 9v; On; Ov; O Iy Ovi
= — _ — 0
2 (5’“89% oz, o, axj> +}; (& “Ou, 0x, o, axj)

Samalla tavalla kasitellaan - ja y-kertoimiset termit ja lopuksi toisen asteen derivaat.

2. Madritelmé: Lien ryhmdn (yleisemmin: topologisen ryhmdin) G osajoukossa E C
G mddritelty reaaliarvoinen (tai kompleksiarvoinen tms.) funktio f : E — R on
vasemmalta tasaisesti jatkuva, jos kaikille ¢ > 0 on olemassa neutraalialkion e € G
ympdristo V. C G siten, ettd |f(z) — f(y)| < € kaikilla x € F jay € ENVz.
Vastaavasti mddaritellddan oikealta tasaisesti jatkuva funktio.

Osoita, ettd kompaktissa osajoukossa E C G jokainen jatkuva funktio on vasem-
malta ja oikealta tasaisest: jatkuva.

Ratkaisu: Jéljitelldédn vastaavaa reaalimuuttujan reaalifunktiota koskevan lauseen
todistusta. Ryhmiéssi siirrot vastaavat alkiolla kertomista. (Keksimisvaiheessa olisi
varmaan ollut hyva kdyttaa additiivisesti merkittyéd abelin ryhméé.) Olkoon f : E —
R jatkuva kompaktissa osajoukossa Ef C G ja e > 0. Koska f on jatkuva, on jokaisella
z € F avoin ympaéristo U, C G siten, etta

lf(z) — f(y)] <e kaikilaye ENU,.

Koska alkiolla kertominen on homeomorfismi G — G, niin U, = V, z jollekin neutraa-
lialkion avoimelle ympiéristolle V,, nimittdin ympéristolle V, = U,z~!. Koska ryh-
min kertolasku on jatkuva, on olemassa neutraalialkion e ympéristoé W,
siten, ettda W_. W, C V., jolloin erityisesti W, C V.. Ympéristot W,z ovat kom-
paktin joukon E avoin peite, joten jo dérellisen monen yhdiste peittdd E:n. Valitaan
V:ksi vastaavien &dérellisen monen ympériston W; = W, leikkaus, joka on neutraa-
lialkion ympéristo. Jos nyt € £ jay € £'N Vz, niin

dj e {l,...,n}: x € Wz, Talloin |f(z) — f(z;)] <€

ye ENnVe c ENWe Cc ENW;W; C V,,. Télléin |f(y) — f(2;)] < €

Siis [f(2) — f(y)| < 2¢ kaikilaue ENU,. O

Toinen viite todistetaan vastaavasti.



3. Osoita, etti moduli A on jatkuva kuvaus G — (R, -).
Vihge: Tarkastele sellaista jatkuvaa kompaktikantajaista funktiota f: G — R, jolla

/G f(@) du(x) =
= /Gf(:vgl) dy(x).

ja kaytd edellisen tehtdvdn tulosta.
Ratkaisu: Oletuksena on tietenkin, ettd p on jonkin Lien ryhmén G Haarin mitta,
siis vaseninvariantti, jolloin modulin méaritelmén ja f:std tehdyn oletuksen mukaan

/fxg e /f )du(z) = Alg).

Siis A on kuvaus g — fG (xg™1) p. Oletuksen mukaan f on jatkuva, siis edellisen
tehtdvan mukaan molemmin puolin tasaisesti jatkuva, joten kaikille € > 0 on olemassa
neutraalialkion e € G ympéristo V' C G siten, etté | f(g)—f(h)| < e kaikilla g € supp f
ja h € supp fNgV. Jilkiviisaina huomaamme, ettd V' ~! on neutraalialkion ympéristo,
koska kéa#nteisalkion muodostaminen on homeomorfismi. Olkoon g € supp f ja h €

supp f NV ~lg

Ag) |—|/fxg ) dyu(a /fa:h ) dpu()

=| / R flag™) dp(x) — /x R Flah™h) dp(w)]
|f(xg™") — f(xh™)| dpu(x)

Osoita, etti

<

/acglesuppf tai zh—1€supp f

< edp(z),

/:cég supp fUh supp f

silla zh~t € xzg7'V, eli h! € g7V, koska oletettiin, ettd h € V1g.
Lopuksi huomataan, ettéa

/ cdpte) = ([ taut)+ [ Ldu(w) = 2eutsupp )
x€gsupp fUhsupp f gsupp f hsupp f

Tamaé riittad, silla supp f on #érellinen, koska Haarin mitan mééritelméssd on vaa-
dittu, ettd kompatit joukot ovat dérellismittaisia.

4. Osoita, ettd jos p on vaseninvariantti (eli Haarin) mitta, niin A(x=!)du(x) on
oikeainvariantti mitta.
Ratkaisu: Modulin mééaritelmén mukaan

/f ) dpu(a /farg ) dia(z).

Vaihtamalla ¢g:n rooliin ¢g~! saadaan

‘1/f ) dju( /f:cgdu
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Koska A on homomorfismi eli multiplikatiivinen, niin kaikilla ¢ ja x € G pétee

A(grg™') = A(x), erityisesti A(g)A(g™!) = 1.

[ £@) 86 duto) = alo) (87 [ ) A duto))
2 Ag) (/fxg (29)™) diu(a >)

— Alg) /G F(2g) Alg~'e~) du(z)
— Alg) /G f(29) Alg™)A) du(x)

) [ a9 Al duta)
~ [ $ag) A dutz) O
G
Seuraus Kaikilla ¢ € G ja kompaktikantajaisilla jatkuvilla funktioilla f on
[ 1@ dute) = [ 1@a6) dute)
Huomataan aluksi, etté
e / fl@™HA(@™Y) du(z)

G

on vaseninvariantti mitta, mink4 nikee heti soveltamalla mitan A(z~!)du(z) oikeain-
varianssia funktioon ¢(x) = f(x™1), jolloin saadaan

/ o(zg) Al du(z) = / o(x) M) dpa(z)
G G

eli /Gf(glx1)A(x1)du(x):/cf(x1)A(a:1)du(x).

Koska vaseninvariantit eli Haarin mitat eroavat toisistaan vain vakiokertoimella, on
siis olemassa luku C' > 0, jolla

[ A6 duta) =€ [ 1) dute)
G G

Soveltamalla tété valiten f:n rooliin vasemman puolen integroitavan funktion ¢ (z) =
f(x™HA(z™1) saa, huomaten aluksi, ettd 1 = A(z)A(z™!):

[ 1@ duta) = [ @ Mua) = [ faAG) duta),
sits € | (@) duta) = C° / P AGE) duu(a),
mutta C/f ) dp(z /f ) du(z),

joten C' = 1.
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5. Osoita, etti sarakevektoreille X, Y € R? ja 2x2-neliomatriisille A pitee det|AX, AY] =
det Adet[X,Y]. Huomaa ettei hakasulku tissd ole Lien algebran laskutoimitus, vaan
matriisisulkeet sarakkeiden ympdrilld.

Ratkaisu: Koska matriisi ikerrotaan sarakkeittain, niin Helppo: det[AX, AY] =
det(A[X,Y]) = det Adet[X,Y].

6. Luentotekstissi (1.30 ¢)?) on tarkasteltu tason M =R?*  1-muotoa
w = —xodr] + T1dXo,
jolle tavallisessa kannassa on tangenttivektorille X = (a,b) pisteessi p = (z,y)
wy(X) = xo(—dx1),(a, b) + x1(dxs),y(a, b) = —x9a + x1b = 210 — 220

1T a

= det {@ b

} = det|[p, X].

Differentiaalimuodolla w on rajoittuma alimonistoon S; C R2?, joten w antaa yk-
siulotteisen “tilavuusmuodon” yksikkoympyralle. Ylld laskettiin juuri, ettd pisteittdin
wy(X) = detp, X|. Tdstd voi padtelld, ettd w on rotaatioinvariantti eli invariantti
ryhmén SLo(R) suhteen, toisin sanoen

F*w = w kaikilla F € SLy(R),

silld lineaarikuvaus F' € SOo(R) on itsensd derivaatta, joten jokaisessa pisteessip on
edellisen tehtdvin mukaan — huomaten taas, etti [ | ovat matriisisulkeita:

(F*w)p(X) = wr@) ((DF),(X)) = det[F(p), (DF),(X)]
— det[F(p), F(X)] = det[p, X] = w,(X).

Ryhmd SO5(R) kuvaa tietenkin ympyran itselleen, joten on mielekdstd ja edelld las-
ketun mukaan myds totta, ettd myds w:n rajoittuma ympyrdlle on invariantti ryhman
SOy (R) suhteen. Ympyrd on yksiulotteinen, joten I1-muoto w mddrittelee ympyrdl-
la mitan |w|, joka edelld sanotun mukaan on invariantti ryhmdn SO9(R) suhteen ja
tietenkin myds peilausten suhteen, siis koko ortogonaaliryhmdn O(2) suhteen.

Todista, etti |w| on vakiokerrointa vaille sama asia kuin kaarenpituus.

Ratkaisu: Teoria tekee ongelman triviaaliksi: Kumpikin on Haarin mitta tason kier-
tojen ryhméssé Sy.

7. (Jatkoa)

Osoita, ettd koko ympyrdin |w|-mitta on 27, joten ympyrdn S; normeerattu Haarin
mitta on % |w|. Ratkaisu: Lasketaan koordinaateissa ja ratkaistaan samalla edellinen-
kin tehtédva uudelleen ilman Haarin mitan yksikasitteisyyttd. Melkein koko ympyréan
kattaa karttakuvaus

¢ :]0,27[— Sy : (z,y) — @(t) = (cost,sint).
Helpotetaan merkintojé:
w=—ydr +xdy € T*5,.
dx on kuvauksen R — R : ¢t — cost derivaatta, siis dzi(a) = —sint - a eli dx; =
—sintdt. Vastaavasti dy on kuvauksen R — R : ¢ + sint derivaatta, siis dy;(a) =

cost-a eli dy, = costdt. Kaiken kaikkiaan siis w = —y dz+x dy = sin® t dt+cos? t dt =
(sin? + cos? t) dt. Tissi koordinaatistossa siis w = 1dt, joten |w| = 1. Koko karttapalan
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mitaksi tulee siten fo% 1dt = 27w. Tdma on saman tien koko ympyrdn mitta, silla
toinen kartta peittdéd vain yhden lisépisteen.

8. Konstruoi differentiaalimuotojen avulla rotaatioinvariantt mitta pallolle So. Laske
eksplisiittisesti auki.

Ratkaisu: Luentotekstissé on esimerkkind 1.30 c¢) rotaatioinvariantti mitta avaruu-
dessa R". Tapaukseen n = 3 sovitettuna se on
w = Z(—l)j_1 xjdriN-- -/\d/x\j/\- - Adx,, = 11 dro Ndxs— 29 dX1 NdX3+ 235 dX NdTs.

j=1

Téassé w siis on n — 1 = 2 -muoto. Selvésti

we(X,Y) = 21deg Ndag(X,Y) — xodry ANdas(X,Y) + x3dey Adro(X,Y)

= det[z, X, Y], ( ="vektorikolmitulo” z - X x Y)

joka w on rotaatioinvariantti, ja siis myos sen rajoittuma yksikkopalloon S,_; on

rotaatioinvariantti. Pallolle rajoitettu mitta |w| on etsitty rotaatioinvariantti mitta.

Lasketaan pallon koordinaateissa o €] — 7, 5[, f €] — 7, 7.

=T — T2 Z3

r1 =sina
X9 = cos asin 8
T3 = COS (v Cos [3
eli lokaalissa parametrisoinnissa
x = F(a,B) = (sina, cos asin 3, cos a cos ),

jonka tangenttikuvaus on lineaarikuvaus, jonka matriisi (F:n Jacobin matriisi) on

COos 0 dx;
(DF)(a,p) = | —sinasin 8 cosacosf | (= |dza|).
—sinacos 5 —cosasin 3 dxs

Siirretéfin 2-muoto kartalle: Olkoot A ja B tangenttivektoreita kartalla C R2,
(F"w)(a,8)(AB) = wr(a,8) (DF)(a,5)A; (DF)(,8B)
= det [F(OA, ﬂ), (DF)(aﬁ)A, (DF)(aﬁ)B] .

Toisaalta

B, Bs

Etsityn mitan painofunktio on siis

10
jw, B)| = lwa, B) |y || = | det [F(Oé,ﬁ% (DF) (a5 (:%), (DF)m,g)(%)] |
sin « COS (v 0
= ||cosasinf —sinasinfS cosacosf || =|cosal,

cosacos 3 —sinacosf —cosasinf

kuten tietysti pitaédkin.
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9. Kaytossisi on kaikki “Lineaariset Lien ryhmdt™ kurssin tiedot. Osoita, ettd line-
aarisen Lien ryhmdn G C M™™ Lien algebra on

g={X € M™" | exp(tX) € G kaikille t € R}.

Ratkaisu: On todistettu, ettd eksponenttifunktio on kuvaus Lien ryhméin G lien
algebralta g ryhmélle G, joten ainakin

g C {X € M™" | exp(tX) € G kaikille ¢ € R}

Olkoonpa sitten exp(tX) € G kaikille ¢t € R. Tésséhédn on mita ilmeisimmin siled pol-
ku ryhmaélla G, joten sen derivaattana orogossa on X € g. Siiné kaikki! Merkittavia
téssd on se, ettei muita polkuja kuin eksponenttifunktiosta tulevia, lainkaan tarvita
Lien algebran tekoon.



