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D 355 klo. 10.15-11.45 ja D 381 klo 16.15-17.45

1. KOMPLEKSILUVUT REAALISINA MATRIISEINA

Kuvaus C — (2 X 2 -matriisien rengas):

) a —b 1 0 0 —1
z—a+bz~—><b a>_a(0 1>+b<1 0)

on injektivinen rengashomomorfismi, sits isomorfismi kuvajoukolleen, joka siis on
kompleksilukujen kanssa isomorfinen kunta. Kompleksiluvut voi siis samaistaa tdtd
muotoa oleviin reaalisiin 2 X 2 -matriiseihin.

1. a) Totea, ettd |a + bi| = \/det(a + bi)

b) Todista edellisen avulla, ettid kompleksilukujen normi eli itseisarvo on multipli-
katiivinen, ts. |z122| = |21]|22].

c) Totea, ettd kompleksiluvun z = a+ bi kompleksikonjugaatti Z on vastaavan mat-
T1189N 1ranspoosi.

d) Mitd matriiseja vastaavat reaaliluvut?

e) Mitd matriisia vastaa 2z ¢ Mitd huomaat?

f) Onko edelld mainittu isomorfismi ainoa tapa upottaa C alirenkaaksi kaikkien
2 x 2-matriisien renkaaseen? (Al mieti liikaa: Muita emme ainakaan kiytd. )

Ratkaisu:

a) |a—+bi| = a?+b® =, /det (Z _b)
a

b) |z122] = \/det(z1)y/det(z2) = \/det(z1) det(z9) = y/det(21)/det(z9) = |21]|2a].
c)z=a+bi~ <Z _ab). Kompleksikonjugaatti Z = a — bi ~ _ab 2 .
0y (1 0\
a) = \0 1)~
a

a
0
_ f[a =D b _ [a*+b* 0 e N
e) zZ ~ (b &) (—b a) = ( 0 2 +62> = |2|*1. Huomaan, ettd ndinkin

voi todistaa, ettd |z| = v/zZ.

f) Keksitddn toinen tapa upottaa C alirenkaaksi kaikkien 2 x 2-matriisien renkaa-
seen. Upottaminen tarkoittaa injektiivistd rengashomomorfismia. Ykkosen kuvan on
siis oltava ykkonen ja 7:n kuvaksi on saatava jokin matriisi J, joka itsellaéan kerrottuna
on on miinus ykkosmatriisi. Kun tdmé on 16ydetty /valittu, isomorfismiksi maaraytyy

d)a=a+0i~ al.

(reaalilineaarisuutensa perusteella) kuvaus a + bi — 1 4+ bJ. Edelld valitun (8 _11)

liséksi kelpaa ainakin (_01 (1)> . Onko muita? Etsitdén kaikki. Tehtévéksi jad méaaratéa



reaaliset 2 x 2— matriisit J, joiden nelié on J? = —1, eli ratkaista matriisiyht#lo

(o)D)= ( %)

a>+bc (a+dp) (-1 0
cla+d) ecb+d* )\ 0 —1)°
Neljén yhtélon ja neljan tuntemattoman epélineaarinen yhtaléryhmaé. Jos olisi a+d #

0, niin b=c=0 ja siis a®> = d*> = —1, mikd on mahdotonta, koska a,b,c,d € R. Siis
a+d =0 eli d=—a ja matriisiyhtdloksi jaa

a? + be 0 (-1 0
0 a+bc) 0 -1
eli —a? — be = 1. Mahdollisia ehdokkaita imaginaariyksikkod i edustavaksi matriisiksi

ovat siis tasan kaikki sellaiset J = (CCL _ba> , joilla —a®? —bc=1eli detJ = 1.

2. Kompleksilukua z = a + bi vastaavalla matriisilla kertominen on reaalisen 4-
ulotteisen vektoriavaruuden R* reaalilineaarikuvaus itselleen, joten silld on ndin tul-
kittuna 4 X 4-matriisi. Mddrda se.

Ratkaisu:

. : 1 0 0 1 0 0 00 e
Kaytamme luonnollista kantaa {(0 O) , (0 0) , (1 O) , (O 1) , } . Riittaa las-

kea néiden kuvat (ndiden lineaarikombinatioina, miké tulee luonnostaan.)
(Z _ab> ((1) 8) - (Z 8) ~ (a,0,b,0)
(D0 -0
(0= )~ choan
(DO -0 )~ 0noo

Kirjoittamalla kantavektorien kuvat sarakkeiksi saadaan pyydetty matriisi

a 0 =b O
0 a 0 =b
b 0 a O
0 b 0 a

3. Kaikkien 2 x 2-matriisien rengas on reaalisena vektoriavaruutena tietenkin hel-
posti samaistettavissa avaruuteen R lineaari-isomorfismina esimerkiksi (a,b, c,d) —

(Z ccl) . Tunnetulla tavalla R* on euklidinen avaruus, siis sisdtuloavaruus ja siis edel-

leen normiavaruus ja metrinen ja lopulta topologinen avaruus. Osoita, ettd edellisen
tehtdvin isomorfismin mielessd:
a) C on R*:n vektorialiavaruus (joten se perii sisitulon, normin ja topologian,).



b) Onko kompleksiluvun |z| itseisarvo on sama asia kuin vektorin z € R* normi?

¢) Yksikkokompleksiluvulla z = cos p+isin ¢ kertominen on (reaalisen, 2-ulotteisen)
tason C C R* kierto ja jos ¢ = 7, (tehtavaa korjattu) niin se kuvaa avaruudessa C
I-ulotteisen aliavaruuden R ortogonaalikomplementikseen {x € C | (z|y) = OVa € R}.

Ratkaisu:

a) Kuvaus C on R*:n vektorialiavaruus, silld kuvaus C — (2 x 2 -matriisien rengas):

) a —b 10 0 —1
z:a+bzr—><b a)za(() 1>+b<1 0)

on injektiivinen rengashomomorfismi, siis isomorfismi kuvajoukolleen, joka on komplek-
silukujen kanssa isomorfinen kunta ja jonka samaistimme kompleksilukuihin. Téssé

tehtavissa C tarkoittaa tuota kuvajoukkoa ja siséltéa siis alkioidensa summat ja ero-

tukset (lisdksi myds tulot ja muiden kuin nollan kddnteiset.) Tietenkin se sisiltda nol-

lamatriisin. Matriisin kertominen reaaliluvullakaan ei vie ulos tuosta kuvajoukosta,

silld reaaliluvut ovat kompleksilukuja.

b) Kompleksiluvun z = (a _ab) itseisarvo on |z| = va?+ b?. Vektorin z =

b

a —b

b a
vakiokerrointa vaille sama.

c) Kohdan b):n nojalla C on myds R*n osajoukkona sama normiavaruus kuin
tavallisesti, paitsi ettd kaikkien vektorien pituudeksi on sovittu /2 kertaa isompi
luku. Siksi kierrot ja ortogonaalisuus séilyttéavit alkuperdisen merkityksensé ja siis
kompleksiluvulla z = cos ¢ + i sin ¢ kertominen on myos (reaalisen, 2-ulotteisen) ta-
son C C R* kierto ja jos ¢ = 5, niin se suoraan kulman suuruisena kiertona tieten-
kin kuvaa avaruudessa C 1l-ulotteisen aliavaruuden R ortogonaalikomplementikseen
{z € C | (z]y) = OVz € R}. Korkeintaan voi moittia tehtévinantoa siité, ettd sa-
nomme edelleen lukua z = cos ¢ + ¢ sin ¢ yksikkokompleksiluvuksi, vaikka sen normi
neliulotteisessa tulkinnassa onkin # 1. Enpé tullut huomanneeksi tuota normin muut-
tumista - eihdn koko avaruuden mittakaavalla juuri ole merkitystikddan geometriassa.

€ R* normi on Va2 + b2 4 b2 + a2 = /22|, siis ei ihan sama normi, mutta

4. a) Osoita, etti kompleksilukujonon konvergenssi z, — z vastaa matriisien z, € R*
jonon suppenemista avaruuden R* euklidisessa topologiassa eli tavallisessa mielessd.

b) Osoita, ettid kompleksilukujonon konvergenssi z, — z vastaa matriisien z, € R*
jonon suppenemista alkioittain eli siind mielessd, ettd (reaalisille) 2 X 2-matriiseille

A, = A = (A — A, (An)iz = Asa, (An)2r = Asr Ja (Ay)ae — Ass.

Ratkaisu:
a) seuraa edellisen tehtdvan b)-kohdasta.

b) Yleensikin R™sséd © = (z1,...,2,) = ¥y = (Y1,-..,Yn) <= x; = y;Vj =
1,...,n. Taméan todistamiseksi riittdd tutkia tapaus y = 0 eli x, — 0. Katsotaan

kumpikin suunta erikseen.



= (21,...,2,) 2 0=(0,...,0) = 2; = 0Vj=1,...,n,sild
0< |oy = /22 < af = ||z — 0.
j=1
;> 0vj=1,....n = x=(21,...,2,) > 0=1(0,...,0), silla

n

|z]|* = E 23 < n max 2% — 0.
— 1<j<n

J:

2. KVATERNIOT REAALISINA MATRIISEINA

Kuvaus H — kompleksisten (2 x 2 -matriisien rengas):

.. a+id —b—icy (1 0 0 -1 0 —i v 0
a+bi+cj+dk — (b—z’c a—id) —a(O 1)—!—6 (1 0 >+c (—z’ 0>+d (O _
on injektiivinen rengashomomorfismi, siis isomorfismi kuvajoukolleen, joka siis on kva-

ternioidenen kanssa isomorfinen vinokunta. Kvaterniot voi siis samaistaa tatd muotoa
oleviin kompleksisiin 2 x 2 -matriiseihin, erityisesti

1o\ . (0 -1\ . [0 —i\. i 0
) () (80 e (6,

Niin teemme seuraavassa.

5. a) Osoita, ettd Hamiltonin alkuperdisen kvaternioiden mddritelmdn ehdot i* =
j2 = k? = ijk = —1 pitevdt ndille matriiseille.

Ratkaisu: Neliot on helppo laskea ja

w4666 -6 -

0

Juuri ylla laskettiin jo ij = i) = k. Yhté helposti lasketaan matriisit kertomalla

1
0
muutkin, mm. ki = j seké edelleen esimerkiksi

= (036 %)= (o)

Naiille kantakvaternioille pétee siis gr = —rq, kun r # q.
. . 1 . . -1
Tulkinta: C on upotettu H:hon valitsemalla 1 (O ?) jai =i = (? 0 )
Olemme siis kompleksi- i-ksi valinneet tdmén -1:n nelidjuuren eli imaginaariyksikon,
vaikka niistd kvaternioissa olisi ollut valinnan varaa, esimerkiksi j tai k. (Huomaa,
ettd vinokunnassa siis polynomilla voi olla enemmén juuria kuin sen aste ilmaisee.
Ks. myos lisdtehtavi ratkaisujen lopussa.)

)
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b) Koska kompleksiluvut on samaistettu reaalisiin 2 X 2 -matriiseihin, voi kvaterniot
samaistaa reaalisiin 4 X 4 -matriiseihin, siis

a —d -b ¢ a —d —-b ¢
a+id —b—ic\ d a —c =b)| |d a —c —b
b—ic a—1id

N b ¢ a d b ¢ a d
—c b —d a —c b —d a

Tulkintaa: Kdytamme monesta syysta mieluummin kompleksista esitystapaa, mutta
kvaterniot voi siis tulkita (paitsi kompleksilineaarikuvauksiksi C* — C?) myds reaali-
lineaarikuvauksiksi R* — R*), siis reaalisiksi matriiseiksi, joita tdlli kurssilla kdisitel-
lddn. Y114 esitetty triviaali tapa ei ole sama samaistus kuin luennolla kiytet-
ty, jossa kvaternio samaistettiin konjugointiin kvaternioiden ryhméssa H,
joka samalla on lineaarikuvaus siini reaalisessa vektoriavaruudessa H ~ R*,
jossa kantavektoreina ovat kvaterniot 1, i, j ja k. Konjugointi osoittautui
jo geometrisesti merkityksellisemmaiksi, koska se antoi tulkinnan imaginaa-
risten kvaternioiden kolmiulotteisen avaruuden rotaatioina.

a’) Totea, etti kvaternionormin neli |a+bi+cj+dk|* = a®>+b*+c*+d* on sama kuin
vastaavan kompleksisen 2 x 2 -matriisin determinantti ja kvaternioidenkin norms
on siis multiplikatiivinen: |qq'| = |q||¢'|. Huomaa, ettd kvaternionormi tietenkin antaa
euklidisen metriikan, kun tulkitaan yksinkertaisesti a+bi+cj+dk = (a,b,c,d) € R™.

a+bitcj+dk — (

Ratkaisu:

det (“b T 0TI (v id)(a — id) — (b~ i0)(~b — ic) = (a + id)(a — id) +

(b —ic)(b+ic) = a® — (id)?> + 1 — (ic)> = a> + &> + V> + 2 = |q*.

b) Totea, etti kvaternion q = a + bi + cj + dk konjugaatti § = a — bi — cj — dk on
vastaavan matriisin kompleksikonjugaatin transpoosi.
Ratkaisu:

Kvaterniota ¢ = a + bi + ¢j + dk vastaavan matriisin (a +id —b—1c

b—ic a—1id

a—id —b+ic)

> kompleksi-

konjugaatti on tarkoitettu otettavaksi termeittédin ja se on siis (b e atid
a—1id b—ic
—b+ic a+id
vaamalla a, b ja ¢ vastaluvuillaan.

c) Miti kompleksisia 2 X 2-matriiseja vastaavat reaaliluvut?

Téamén transpoosi on ), joka tosiaan saadaan alkuperdisestd kor-

Ratkaisu:

Reaaliluvut vastaavat niitd kompleksisia 2 X 2-matriiseja <Z i ;ccl ab—_iilc)’ joilla

b:c:d:()eliarv(a 0):(11.
0 a

d) Miti kompleksista 2 X 2- matriisia vastaa q§ ¢ Mitd huomaat?



Ratkaisu:

_ a+1id —b—ic a—1id b—ic
qq:(b—m af%d)(—b+w a+ua
_ ((a +id)(a —id) + (—=b —ic)(=b+ic) (a+id)(b+ic)+ (—=b—ic)(a+ id))
(b—ic)(a —id) + (a —id)(a + id) (b—ic)(b—ic) + (a —id)(a + id)
:(a2+d2+b2+02 0

0 214t t bz) = (a* + b* + & + d*)1. ~ |q|*kuten luvuilla.

6. Mdarad kvaterniota q = 1 + 1 vastaava

a) kompleksinen 2x 2 -matriisi

b) sitd vastaava reaalinen 4x 4 -matriisi (syotd dskeiseen kompleksiluvut reaalisina
2x2-matriiseina.)

c) reaalinen 4x 4 -matriisi edellisen tehtivin mielessd

d) kuwvausta H — H : ¢’ — qq¢' vastaava reaalinen 4x 4 -matriisi

e) kuvausta H — H : ¢’ — ¢'q vastaava reaalinen 4x 4 -matriisi

f) kuvausta H — H : ¢’ — qq'q”" vastaava reaalinen X 4 -matriisi

Ratkaisu:

(1 -1
a)q—1+2—(1 1)
10 _(1% 10 -1 0
(140 —110)y  [\o 1 01)| o1 0 -1
mq_LH_(HWi1+m)_ 1oy (rtoy | |to 1 o0
01) \o1 01 0 1

c) Kuten b). (Vahingossa sama tehtivi kahdesti)

d) Ratkaisu:

Kuvaus H - H: ¢ — q¢’ on a + bi + ¢j + dk — (1 +i)(a + bi + ¢j + dk)
=(a+bi+cj+dk) +i(a+bi+cj+ dk)

= (a+bi+cj+dk) + (ai — b+ ck — dj)

=(a—b)+ (a+b)i+ (c—d)j+ (d+ c)k, misté nékee kantavektorien 1,1, j, k kuvat,
jotka kirjoitetaan sarakkeiksi saaden

-1

OO

oo

—_ o O
o

e) Ratkaisu:

Kuvaus H - H : ¢ — ¢'q on a + bi + ¢j + dk — (a + bi + ¢j + dk)(1 + )
=(a+bi+cj+dk)+ (a+bi+cj+dk)i

= (a+bi+cj+dk)+ (ai —b— ck + dj)

=(a—0b)+ (a+b)i+ (c+d)j+ (d— c)k, mista nikee kantavektorien 1,4, j, k kuvat,



jotka kirjoitetaan sarakkeiksi saaden

1 -1 0 O
11 0 O
0O 0 1 1
0 0 —-11

f) Ratkaisu:

Kayttden kadnteisen lauseketta ja d)-kohdan tulosta saadaan, ettd kuvaus H — H :

¢ —=qfdqg ona+bi+cj+dk— (1+i)(a+bi+cj+dk)(1+i)!
=((a—b)+(a+bi+(c—d)j+ (d+ c)k)%(l —1)

= %(((a—b)%—(a—kb)i’—f—(c—d)j’—l— (d+c)k)— ((a—b)»—i— (a+b)i+(c—d)j+(d+c)k)?i

=1((a=b)+(a+b)i+(c—d)j+(d+c)k+ (b—a)i+ (a+b)+ (c—d)k— (c+d)j)

= 2((2a) + (2b)i + (—2d)j + (2c)k) = a + bi — dj + ck, misté nikee kantavektorien

1,7, 7, k kuvat, jotka kirjoitetaan sarakkeiksi saaden

10 0 O
01 0 O
00 -0 -1
00 1 O

Toinen tapa: Kiytetddn ensin hyvéksi sitd, ettd i:n kaikki (pos ja neg) potenssit
kommutoivat ja lasketaan sitten kuten edelld: H — H : ¢ — gq¢’q~ ! on
a+bi+cj+dk— (1+1)(a+bi+cj+dk)(1+1i)!

= (1 +4)a(l + i)’l +(1+ i)bz‘(l +i) L+ (T 4+d)ej(1+ )7+ (14 d)dk(1 + i)~
=a+bi+c(l+1)j(1+1i)" +du+wul+04
=a+bi+5(1+i)j(1—4)+(1+i)k(l—1)
=a+bi+5(G+k)(1—i)+ 4 (k (1 =)
=a+bi+5(+k+k—g)+4k—j—j—k)
=a+bi+ dj + ck, misté nakee kantavektorien 1,7, j, k kuvat kuten yll4.

Kolmas tapa: Laske kantavektorien kuvat erikseen. (Suunnilleen sama vaiva, mutta
vie vihén enemmén tilaa. )

7. Suomenna ja todista tai kumoa: The quaternions 1,i,5 and k form a non-Abelian
group of order eight (with multiplication as the group operation).

Ratkaisu:

Kvaterniot 1,7, j ja k& muodostavat (oikeammin: virittavéit!) epdkommutatiivisen 8-
alkioisen ryhmén, jossa laskutoimituksena on (kvaternioiden) kertolasku. Viite sanoo
siis, ettd aliryhmé (7, j, k) C H* on epikommutatiivinen ja 8 -alkioinen.

Ratkaisu:

Epékommutatiivisuuden toteamiseksi riittdd huomata, etta ij # ji.

Aliryhméén (i, 7, k) C H* kuuluvat tietenkin annetut 3 kvaterniota ja ykkosalkio 1.
Liséksi sithen kuuluvat annettujen kaénteiset —i, —j ja —k ja neliot, jotka ovat —1.
Néin (1,4,7,k, —1,—i,—j,—k) C (i,7, k). Mutta tédssd on "=** silla 1oydettyjen 8
alkion tulot (64 kpl, mutta voi vihén niputella) ja kddnteiset kuuluvat kaikki joukkoon
{1,1,7,k,—1,—i,—j,—k}, joka siis on aliryhma.
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8. Kompleksiluvun z € C* kompleksikonjugaatin, normin ja kddnteisluvun vililld on
yhteys: 271 = @ Piteeko samanlainen kaava kvaternioille?

Ratkaisu: Pétee. Oli jo edella!

9. Taydentava tehtdava: Olkoon u € H imaginaarinen yksikkdkvaternio. (u
niin kwin unit length.) Osoitetaan, etti u?> = —1, joten kvaterniovinokunnassa voi 2.
asteeen yhtdlolla olla oo monta ratkaisua.

Ratkaisu:

Koska i, j ja k ovat ortogonaalisia (ovathan niiden sisdtulotut eli tulojen reaaliosat
nollia), niin v = ai+bj+ck siten, etté |u|? = a®*+b*+c* = 1. Siis u? = (ai+bj+ck)? =
a*i2+0%2 4+ *k2+ab(ij + ji)+ac(ik + kj) +bc(jk + kj) = —a*—0*—2+0+0+0 = —1.

10. Ja vield voi kysella: Miksi kvaternion kddnteinen on hyvin mddritelty, siis
otkean- ja vasemmanpuoleinen kdadnteinen ovat samat? Vastaus: Nainhdn ryhméssé
kdy, kun molemmat ovat olemassa. Ja neliomatriisihan on kdéantyvé, kun silld on edes
toinen!

Lopuksi. Kaikenlaista tietoa kvaternioista 16ytyy mm sivulta
http:/ /nethelper.com /article/Quaternions#Multiplication_of_basis_elements



