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D 355 klo. 8-10 ja D 381 klo. 16-18.
LASKUHARJOITUKSIA
1. Madrad kuvauksen f: Myyn — My, @ A — A% derivaatta kohdassa X € M,, ..

2. Olkoon A € M, ,. Laske kuvauksen f : R — M, , : t — €' derivaatta kohdassa
t € R. (Vastaus on Ae*. Siis miki lineaarikuvaus?)

3. Ortogonaaliryhmien O(3) ja SO(3) yhteinen tangenttiavaruus kohdassa 1 eli Lien
0 —x —y

algebra on s0(3) = {X € Mjy3 ‘X+XT:O}:{ r 0 -z z,y,zER}.
y z O
Taméan virittavat esimerkiksi kantavektorit
0 -1 0 0 0 —1 00 O
I=1(1 0 0}, J=10 0 O ja K = [0 0 —1]. Laske kaikki nédiden
0 0 O 1 0 0 01 0

keskindiset Lien sulkeet ja osoita siten, ettd so(3) siséltééd alkioidensa Lien sulkeet,
kuten Lien algebran kuuluukin.

Jos vield huvittaa, huomaa, ettd so(3) = {X € Msy3 ’ XT = —X} ja todista tésté
suoraan, ettd X,Y € s0(3) = [X,Y] —[Y, X] € s50(3).

4. Todista, ettd kaikille X, Y € M,y,, on Tr(XY) = Tr(Y X).
Vihje:
T11Y11 + T12Y21 + - + T1pYnl
To1Y12 + TooYoo + -+ - + TopYno

Tn1Yin + Tn2Yon +--+ TnnYnn

5. Lue liite 1. Kommentoi sita parilla rivilla.

6. Lue liite 2. Kommentoi sitd parilla rivilla.

LIEN SULKEET JA POLKUJEN KOMMUTAATTORI

Olen sanonut "kommutaattoriksi” milloin mitédkin suuretta, mm Lien sulkeita. Té&-
mén puhetavan taustalla on seuraava tarkastelu: Maéaritellddn ensin kommutaattori-
kisite ryhmaéssa: Maar: Ryhméan G alkioiden g ja h kommutaattori on

ghg 'h7t.
Polkujen g ja h: [a,b] — G kommutaattori on

[a,b]> = G : (s,t) = g(s)h(t)g(s) " h(t)™ .
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7. Olkoot A ja B : [a,b] — GL(n) = G (mikd tahansa muukin metriisiryhmistdmme
kelpaa) kahdesti differentoituvia polkuja, joilla A(0) = B(0) = 1 ja olkoot X = A’(0)
ja' Y = B’(0). Kiinnitetdan muuttuja s ja tarkastellaan (osittais)kuvausta

D, it s A(s)B(t)A(s)" B(t)~.

Laske (osittais)derivaatta

0

ja osoita, etta
D(0) = A(s)Y A(s) ' =Y.
8. (jatkoa) D.(0) kuuluu tangenttiavaruuteen 771G, joten kuvaus
E:s— D.(0)

on differentioituava polku avaruudessa T;G. Laske sen derivaatta eli nopeus kohdassa
s = 0. (Tulos on XY — Y X ja kuuluu avaruuteen 71G).



