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1. AFFIINIT KUVAUKSET LINEAARIKUVAUKSINA

Kuvaus fap : R" — R" : z — Ax + b (Tdssd A € GL(n,R) ja b € R".) on
n-ulotteinen affiini kuvaus, siis yhdistelmé kadntyvéstéd lineaarikuvauksesta (alla) ja
siirrosta (paalld). Jos seuraavat laskut tuntuvat raskailta, voit olettaa, ettd n = 1,
jolloin A ja b ovat lukuja.

1. Totea suoraan, etti n-ulotteiset affiinit kuvaukset muodostavat (myds tapauksessa
n = 1 epikommutatiivisen ryhmdn Aff(n,R), laskutoimituksena kuvausten yhdisti-
minen.

Jos haluat vield/jo vihdin miettid, niin huomaa, ettd ryhmdalld Aff(n,R) on aliryh-
md Isomet(n,R) = {fa, | A € O(n,R)}, joka muodostuu isometrisista eli etiisyyden
sailyttavistd kuvauksista R — R™ — itse asiassa jopa kaikista, minkd huomaaminen
vaatinee hetken harkintaa.
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2. (jatkoa) Kuvausx = | : | — | ~ | = (317> on bijektio R" — R™ x {1}.
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Olkoon A € GL(n,R) jab= | : | € R". Osoita, ettd
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a) (n+1) x (n+1) -matriisilla <61 Zi) on ominaisuus (61 11)) (T) = (Aml—i- b>;

joten se voidaan luonnollisella tavalla samaistaa affiiniin kuvaukseen fa, € Aff(n,R)
(ja ndin esim. tietokoneanimaatioissa tehddadinkin).

b) Osoita, etti yhdistettyd affiinia kuvausta fap o fary vastaa (n + 1) x (n+ 1)
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-tulomatriisi , eli kuvaus fap — on ryhmdahomomorfismi
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Aff(N,R) — GL(n + 1,R) eli "ryhmén Aff(n,R) lineaarinen esitys”.
c¢) Osoita, ettd em. homomorfismi on injektio ja affiini ryhmda siis on tulkittu mat-
risiryhmdan GL(n + 1,R):n aliryhmdksi. (Uskollinen esitys - faithful representation)
Kommentti: Sivutuotteena on todettu, ettd yllattaen myos (R, +) on matriisiryh-
mda — samoin jokainen (R™, +). Itse asiassa reaaliluvut voidaan em tarkasteluissa
korvata kompleksiluvuilla tai kvaternioilla, joten nitdenkin additiiviset ryhmdt ovat

matriisiryhmid - viime demojen perusteella jopa reaalisiakin!



2. SO(2)

Yksikkokompleksiluvut cos p + ising (ja kertolasku) muodostavat tason kiertojen
ryhmdn SO(2), joka

a) voidaan samaistaa matriisiryhmddan {M € GL(2,R) ‘ M= = M7 ja det M =
1)

b) on kommutatiivinen

¢) voidaan joukkona samaistaa (tavalliseen yksiulotteiseen) ympyraidin S;.

Ennenkuin jatkat lukemista, koeta arvata mitd ovat sen aliryhmat. Vihje: On dd-
rellisid ja ddrettomaid.

3. Tietenkin aliryhmid ovat itse SO(2) ja triviaali aliryhmd {1}. a) Mikd on pienin
SO(2):n epdtriviaali aliryhmdi?

b) Osoita, ettd jokainen ddrellinen syklinen ryhmd Z,, on (isomorfiaa vaille) SO(2):n
aliryhmd.

c¢) Osoita, etti edelld mainittujen aliryhmien yhdiste on SO(2):n aliryhmd, ns. ra-
tionaalisten kiertojen ryhméa R.

4. jatkoa. d) Osoita, ettd myds ddreton syklinen ryhmda Z on (isomorfiaa vaille)
SO(2):n aliryhmd.

e) Mitki edellimainituista aliryhmisti ovat suljettuja joukkoja avaruudessa R*?
Mitkd avoimia? Entd muut?

"Pikku bonuskysymys”) Onko olemassa muita ddrellisia SO(2):n aliryhmid kuin
sykliset?

3. SU(2)

Yksikkokvaterniot muodostavat kvaternioiden vinokunnassa multiplikatiivisen ryh-

mdn aliryhmdan
sue) = o= (3210 ) laera=1}

Geometrisesti SU(2) on j-ulotteisen avaruuden H ~ R* yksikkdpallo S3 C R*.

5. Ryhmdn SU(2) nimi tulee sanoista “unitaarinen” ja “spesiaali”. Tarkasta, ettd
SU(2) muodostuu tasan niista kompleksisista 2 x 2-matriiseista A = (?1 ?2),

21 222
joilla on seuraavat ominaisuudet.

(z11,201) L (221, 222) ja ||(z11, 221)|| = |[(221,2922)]] = 1 ja det A = 1. Tdssd or-
togonaalisuus L ymmdrretiin avaruuden C?* tavallisen kompleksisen sisditulon mie-
lessii. Muista kompleksikonjugointi. Vihje: detq = a® + b? + ¢ 4+ d* on C%-vektorin
(a+id,b—ic) pituuden nelio.

6. Totea, ettd yhtdpitivid on myds seuraava: Kompleksilineaarikuvaus L,C?* — C? :
w = (51 — Aw sdilyttia normin eli | Law|| = ||w]| kaikille w ja lisiksi det A = 1.
2

Apu: Paluupuolessa voit kdyttad tunnettua (!) tietoa, ettd lineaarinen isometria
sailyttad myos sisdtulon: (Law|Lav) = (w|v) kaikille w,v € C". Reaalisisitulol-
le vastaava ominaisuus on varmaan tuttu LAG:sta. Kompleksinen (ja sivutuottena



reaalinenkin) versio perustuu “polarisaatioyhtiloon” |lu + v||> = (u + v|ju + v) =
(ulu) + (v|v) + (uv) + (ulv) = ||ul|* + ||v]|* + 2Re(ulv), josta sisitulon reaaliosa
Re(ulv) wvoidaan laskea, kun kaikkien vektorien pituudet tunnetaan. Imaginaariosa
saadaan vastaavasti laskemalla auki ||u + iv||?.

Kommentti: Normin sdilymisestd seuraa, ettd La on bijektio (LAG!) ja metriikan
mielessi isometria, onhan nyt ||Law — Lav|| = ||w — v|| kaikille w,v € C*. Isomet-
rista kompleksilineaarikuvausta ja sen matriisia sanotaan unitaariseksi. Unitaarisella
matriisilla on |det A| = 1, siis yksikkokompleksiluku. Ei vdlttimdtti ole det A = 1,
vaan unitaarisen matriwsin determinantti voi olla mikd tahansa yksikkokompleksiluku.
"Spesiaalisuus” viittaa sithen, ettd det A on nimenomaan 1. Unitaarista vastaava re-
aalinen kdsite on ortogonaalimatriisi (harhaanjohtavasti kylli). Ortogonaalimatriisin
determinantti on siten 1 tai -1.

7. Totea, etti yhtdpitivid unitaarisuuden kanssa on seuraava: A=t = A* eli AA* =
A*A =1, missi A* on A:n transpoosin kompleksikonjugaatti eli A:n adjungaatti.

Kommentti: Sana “adjungointi” on matematiikassa ylikuormitettu ja tarkoittaa mil-
loin mitdkin “litttdmista”. Myds tdhtisymboli * on kovin kuormitettu. Siksi komplek-
sisen matriisin adjungaattia merkitidin etenkin fysiikan kirjoissa usein symbolilla At,
joka luetaan “A miekka”, tai "A tikari” ei "A risti”.

4. HEIJASTUKSISTA JA KIERROISTA

8. Vakuuttaudu parhaasi mukaan seuraavien tasogeometristen (tai LAG!) vditteiden
todenperdisyydesta:

a) Kahden erisuuntaisen suoran suhteen otettujen peilausten yhdistetty kuvaus on
kierto akselien leikkauispisteen ympdri. Jos akselien vdlinen kulma on o < m, niin
kiertokulma on 2c.

b) Olkoon kolmio AABC' terdvikulmainen (ts. kulmat alle 90° = 7). Kuvaus, jo-
ka saadaan suorittamalla ensin kierto pisteen A ympdri kulman 2A verran ja sitten
pisteen B ympdri kulman 2B verran on kierto kulman C' ympdri. Kuinka suuri?
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