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1. Kéytd ehtoa g = {X € M™" | exp(tX) € G kaikille t € R} ja tarvittaessa tietoa
det exp A = exp Tr A todistaksesi yhden tai useampia seuraavista.

(1) so(n,R) = {X € M™" | X + X" =0}
(2) u(n,C) = {X € M™" | X + X =0}
(3) su(n,C) = {X € M™" | X + X =0ja TrX =0}
2. Osoita, etta
exp(ad X) = Ad(exp X)
Ohje: Seké kuvaus v (t) = exp(t ad X) ettd kuvaus v,(t) = Ad(exp(tX)) ovat lineaa-

risen Lien ryhmén G yhden parametrin aliryhmié samalla alkuarvolla v (0) = v1(0) =
ad X, joten ne ovat sama kuvaus. Tarkasta yksityiskohdat.

3. Téydenna merkityt yksityiskohdat:
Lien sulkeiden siilymisen toteamiseksi vektorikentdt ¢ € =G kannattaa tulkita

derivaatioiksi, onhan derivaatioiden £ ja 7j Lien sulje yksinkertaisesti [¢, 7] = Eofj—7jo€.
Merkitsemme vektorikenttéé £ vastaavaa derivaatiota téssé selvyyden vuoksi £ € ZG.
Muistin virkistykseksi:

§:C%(G) = €= (Ef)(9) = (D)gks-
Erityisesti vektorikenttdd &y vastaa derivaatio

(ExF)(9) = (Df)g(éx)g = (Df)y(9X).

Erityisesti, jos X € T,G tulkitaan 1. tehtdvin méaéritelméan mielessé, siis matriisina,
jolla jokainen exp(tX) € @), niin ketjusddnnon mukaan derivoiden ((a) Tarkasta
tamal):
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(&x)(g) = (Df)y(gX) = = |, flgexptX).
Téastd saadaan sulkeiden sidilymiskaava. Viite on

([Ex, &1F)(9) = (Exn )(9)-

Maaritelman mukaan

(1€, &D(9) = (Ex (& H)9) = (& (€ ) (9)-
Téssé pitee kaava (x):
(Ex(&)(g) = % - pr |,y flgexpsX exptY)
= (D*f)4(9X, gY) + (Df)y(9XY).

(b) Osoita, etti viite seuraa kaavasta () ja tuloksesta (a).
(c) Todista kaava (x)*
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En ole viels itse laskenut.



4. Olkoon w d-ulotteisen lineaarisen Lien ryhmén vaseninvariantti d-muoto ja

x = p(r) = z

Kadnteisen muodostamiskuvaus G — G. Osoita, etta

¢*'w = det(— Ady)w.
Ohje: a) Muista (tai osoita) ettd (Dy).X = —X. b) Osoita sitten, ettd kaikilla g € G
on (Dy),(9X) = g *(Ad,X). ¢) Loput.

5. Osoita, ettd jos Lien ryhmén G esitys 1 on unitaarinen ja W C on invariant-
ti aliavaruus, niin W:n ortogonaalinen komplementti W+ = {v € V | (v,u) =
0 kaikilla w € W} on my6s invariantti.

6. Olkoon G kompakti Lien ryhmé ja n sen dérellisulotteinen esitys. Silloin on ole-
massa “korjattu” sisdtulo avaruudessa V' siten, ettd n on sen suhteen unitaarinen.
Ohje: Osoita, etté (ulv), = [,(n4ulnyv) du(g) kelpaa. Huomaa, ettd kun g € G, niin
{gh | h e G} =G.



