Matematiikan historia 2007
Harjoitus 7 ma 26.2. 14-16 MaD 380, 16-18 MaD 355.

. Lue Boyerin tehtéviit luvuista ” Europe in the Middle Ages” ja ”The Renaissance”
ja ratkaise niistd mieleisesi.

. Maarda (alla kuvatulla) kahden vddrin sijoituksen menetelmilli sadasosan tark-
kuudella yhtélon 22 + 222 + 10z = 20 juuri, joka on 1:n ja 2.n vililli.

(Kirjassa 'Flos’ eli 'Kukka’' Pisan Leonardo eli Fibonacci ilmoittaa juurelle 60-
jirjestelmissi likiarvon 1022777742111331V AV 40TV eli 1 +22-60 + 7 - 60% + ...,
joka antaa yhdeksdn oikeaa desimaalia. H&n ei kerro, miten hén on sen laskenut,
mutta hin tunsi kahden viirin sijoituksen menetelméin, jossa lihdetdin kahdesta
arvauksesta, aliarviosta x; ja yliarviosta xo. S&idnnollé, joka vastaa lineaarista inter-
polaatiota, saadaan niiden viliin sijoittuva arvo zs, yhtélon f(z) = 0 tapauksessa

2s = v f(x1) — 21 f(22)
f(z1) = f(2) .

Ottamalla x3 uudeksi ali- tai yliarvioksi ja toistamalla menettely saadaan juuri
vield kapeampaan haarukkaan jne.)

. Ratkaise seuraava Pisan Leonardon ’Liber Abacin’ (1202, séilynyt vuoden 1228 lai-
toksena) ongelma, joka tunnetaan monina muunnelmina ja joka siséltdd koronkoron
ajatuksen: Puutarhuri astui puutarhaan seitsemén portin ldpi ja kerési korin ome-
noita. Palatessaan hin antoi ensimmaéisen portin vartijalle puolet omenoista ja viela
yhden, toisen portin vartijalle puolet jiljelle jdéneistd omenoista ja vield yhden ja
samalla tavalla viidelld muullakin portilla. Hénelle jii yksi omena itselleen. Kuinka
monta omenaa hin poimi puutarhasta?

. (?7) Todista, ettd Fibonaccin luvuille 1,1,2,3,5,8,13, ..., jatkaen siten, ettd kukin
on kahden edellisen summa, pétee ”Simsonin identtisyys”

facifogr — f2 = (D"

(Identtisyys antaa mahdollisuudeen tunnettuun geometriseen jekkuun, jolla muka
todistetaan, ettd 64=65.)

oz
(1—z—2x2)
nousevien potenssien mukaan ensimméiset kertoimet ovat Fibonaccin lukuja ja to-
dista, ettd loputkin ovat. Osoita esimerkiksi osamurtokehitelméa kiyttden, ettd
perikkiisten kertoimien — siis periikkiiseten Fibonacci-lukujen — suhde ldhestyy
kultaisen leikkauksen ”jumalaista suhdetta” (1 4+ v/5) : 2. (Tdmén tuloksen johti
ensimméisend v. 1753 samainen Robert Simson, joka on antanut nimensé edellisen
tehtdvin identiteetille. Nimitys ”jumalainen suhde” on Luca Paciolin teoksesta 'De
divina proportione’ (1509), johon Leonardo da Vinci laati kuvituksen.)

. Todista polynomien jakolaskulla, ettd osaméirin sarjakehitelméissd x:n

. Euroopan vanhimmat yliopistot syntyivit vuoden 1200 kahden puolen, ensimméiset
Pariisiin, Oxfordiin (sielld osana Merton College) ja Bolognaan. Mestarit ja oppilaat
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muodostivat aika pian 4 tiedekuntaa, teologian, lakitieteen, lidketieteen ja filoso-
fian, johon kuuluivat ”kaikki muut”, nimittédin arvostetumpi kolmen aineen ryhmé
trivium (Aristoteleen logiika, kielioppi, retoriikka) ja neljin aineen ryhmé kvadri-
vium: (aritmetiikka, geometria, musiikki, tdhtitiede). Merton Collegessa Thomas
Bradwardine ja William Heytesbury yrittivit menestyksellisesti méiritelld nopeu-
den ja kiihtyvyyden kisitettd, jota Nicole Oresme selvitteli Pariisissa. He tutkivat
muutakin kuin tasaista ja tasaisesti kiihtyvéid liiketd, mutta pédtulos oli keskino-
peuskaava: Tasaisesti kiihtyviissi liikkeessi levosta ldhtevi piste ehtii tie-
tyssd ajassa kulkea puolet siitd matkasta, jonka se olisi ehtinyt kulkea,
jos silld koko ajan olisi ollut lopullinen nopeutensa eli nopeus at.

a) Totea, ettd tdmé on fysiikan kaava s = %atz.

b) Osoita keskinopeuskaavan avulla: jos aikaviili jaetaan neljdin osaan, niin niilld
lausen tilanteesa kuljetut matkat suhtautuvat toisiinsa kuten 1:3.5:7. Muistuuko
mieleen mitddn muinaista?

Todista ORESMEN graafisella menetelmélld, etté

) 34+2-2+3-Z++n- &+ =3,

2 §-3+3-1+5- 5+ .5+, onlnja2n vl

(Tulkitse yhteenlasketttavien ensimmaéiset tekijit nopeuksiksi ja toiset tekijéit pe-
rikkaisten aikavilien pituuksiksi, jolloin sarjojen summat merkitsevit yksikkovililla
kuljettuja matkoja. Havainnollista matkat pylvisdiagrammein ja yritd muodostaaa

pylviistd summan suuruinen rajoiettu alue. Jélkimméiisen summan tarkka arvo on
1+log2.)

Oresmen idea havainnollistaa nopeuksia ja muitakin suureita janoilla saattaa muu-
ten olla Aristoteleen peruja, silld Aristoteleen mukaan suureita ja niiden suhteita
tulee tulkita geometrisesti, ei luvuin.
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. Ratkaise seuraava Pisan Leonardon ’Liber Abacin’ (1202, sdilynyt vuoden 1228 lai-

toksena) ongelma, joka tunnetaan monina muunnelmina ja joka siséltdd koronkoron
ajatuksen: Puutarhuri astui puutarhaan seitsemén portin ldpi ja kerési korin ome-
noita. Palatessaan hidn antoi ensimméisen portin vartijalle puolet omenoista ja viel&
yhden, toisen portin vartijalle puolet jiljelle jdéneistd omenoista ja vield yhden ja
samalla tavalla viidelld muullakin portilla. Hénelle jii yksi omena itselleen. Kuinka
monta omenaa hin poimi puutarhasta?

. (Piero della Franciscan. 1420-1492) Suihkuléhteessé on kaksi allasta, toinen ylempi,

toinen alempi, ja kummassakin on kolme tyhjennysaukkoa. (Piirrd kaunis kuva.)
Ylemmain altaan ensimméisestéd aukosta valuttamalla vesi tayttdd alemman altaan
kahdessa tunnissa, toinen tayttdd sen kolmessa ja kolmas neljéssd tunnissa. Kun
kaikki ylemmaén altaan aukot ovat kiinni, alemman altaan ensimméinen aukko tyh-
jentdd sen kolmessa tunnissa, toinen neljissé ja kolmas viidessd tunnissa. Kuinka
kauan aikaa menee alemman altaan tdyttidmiseen, jos kaikki aukot avataan?

Tehtéva Tartaglian ja Ferrarin kilpailusta: Jaa 8 kahden luvun summaksi =z + y
siten, ettd xy(x — y) on mahdollisimman suuri. (Et tietenkién saa kdyttéaa diffe-
rentiaalilaskentaa, koska sité ei ole vield keksitty!)



11. Yllatystehtédvd: Jos osaat algebraa, laadi dihedraalisen 6-alkioisen ryhmdn kerto-
taulu. (Ryhmén alkiot ovat neutraalialkio e ja kahden kirjaimen m ja f muodos-
tamat sanat, joilla pitevit lisiksi relaatiot f2 = e, m® = e ja fmfm = e.) Jos
et osaa algebraa, koeta ottaa selvid, miten tdmé asia voi liittyd Vanuatun saaren
polynesialaisten alkuasukkaiden kulttuuriin. (Jidlkimméinen vaihtoehto on toden-
nikoisesti hankalampi asia kuin ensimmaéiseen vaihtoehtoon tarvittavan algebran
dkillinen omaksuminen.)



