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Olkoon C ympyrin v keskipiste ja ¢ sen sidide. Lauseen 4.1.3 nojalla i(y) on ympyri,
jonka keskipiste on i(C) ja siide c¢. Lauseen 4.1.2 nojalla CO = i(C)i(O), joten

CO = i(0)0. Siten P(i(C),a) = 0i(C)° —1 = 0C" — 1 = P(C,a) = 2, missi
viimeinen yhtélo seuraa lauseesta 4.1.11. Kéyttiden samaa lausetta toiseen suuntaan
nihdddn, ettd i(y) on ortogonaalinen a:n kanssa. Lauseen 4.2.2 nojalla i(¢) =
i(ANy) =1i(A)Ni(y) = ANi(y), joten i(¢) on tyyppid 2 oleva P-suora.

Tapaus b) Oletetaan, ettd 5 on ympyrédn « kanssa ortogonaalinen ympyré. Tis-
sidkin on kaksi eri tapausta; joko £ on tyyppid 1 tai tyyppié 2.

Tapaus b1°) Olkoon ¢ tyyppid 1. Olkoon B ympyrén [ keskipiste ja b sen side.
Olkoon ¢ = AN L, missd L on O:n kautta kulkeva euklidinen suora. Erotetaan
vield kaksi ala-alatapausta: i) B € L jaii) B ¢ L.

i) Lauseen 4.1.5 nojalla i(L \ {B}) = L ~ {B}, joten i({) = i(AN (L~ {B}) =
i(A)Ni(L~{B})=ANn(L~{B})=ANL =1/, joka on P-suora.

Kuva 207: 8 ON EUKLIDINEN YMPYRA, /f = ANL JA Be L

Tassé kiiytettiin lausetta 4.1.10, jonka mukaan ANL = AN (L~ {B}) ja lausetta
4.1.12, jonka mukaan i(A) = A.
ii) Olkoon B ¢ L.

Kuva 208:  ON EUKLIDINEN YMPYRA, { = ANL JA B¢ L

Lauseen 4.1.6 nojalla i(L) = v~ {B}, missd v on B:n kautta kulkeva ympyré.
Tilloin ¢(£) = i(ANL) =i(A) Ni(L) = AN, joten i(£) on P-suora, mikili v ja a
ovat ortogonaalisia. Olkoon j peilaus a:n suhteen. Koska B € v \ «, niin lauseen
3.1.10 nojalla riittéé osoittaa, etté j(B) € 7. Lauseen 4.1.14 mukaan j(B) = i(O).
Koska O € L, niin ¢(O) € i(L) C 7 ja asia on selvé.

Tapaus b2°) Oletetaan, ettd ¢ on tyyppié 2, toisin sanoen £ = AN+, misséd v on
a:n kanssa ortogonaalinen ympyré. Olkoot B ja C' ympyroiden (3 ja v keskipisteet
ja b ja c niiden séteet. Erotetaan téissikin kaksi alatapausta: i) B € v jaii) B ¢ ~.

i) Oletetaan, etti B € 7.
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Kuva 209: § ON EUKLIDINEN YMPYRA, { = AN~ JA B€~y

Lauseen 4.1.7 nojalla i(-y) on suora, josta puuttuu piste B, jolloin i(¢) = ANi(y) on
P-suora, mikéli i(y) kulkee O:n kautta. Olkoon taas j peilaus a:n suhteen, jolloin
4.1.14:n mukaan j(B) = ¢(0). Koska B € ~, niin téllsin ¢(O) = j(B) € j(vy). Koska
a ja 7y ovat ortogonaalisia, niin lauseen 4.1.12 nojalla j(v) = ~ ja siten i(O) € 7.
Mutta télloin O = i(i(0)) € i(7y).

ii) Olkoon B ¢ ~. Téllosin lauseen 4.1.15 nojalla i(y) on a:n kanssa ortogonaali-
nen ympyré ja i(¢) = i(AN~y) =i(A) Ni(y) = ANi(y) on P-suora.

Kuva 210: $ ON EUKLIDINEN YMPYRA, { = AN~y JA B ¢~

Lauseen 4.2.5 avulla voidaan nyt todistaa, ettd Poincarén malli toteuttaa ak-
siooman (H1).

LAUSE 4.2.6. Poincarén malli toteuttaa aksiooman (H1).

Todistus. Olkoot P ja @ eri P-pisteitd. Osoitetaan, ettd niiden kautta kulkee tasan
yksi P-suora. Lauseen 4.2.3 nojalla on olemassa liike i siten, ettd i(P) = O. Pis-
teiden i(Q)(# i(P) = O) ja O kautta kulkee euklidinen suora L. Tlloin ¢ = AN L
on P-suora ja pisteet O ja i(Q) ovat P-suoralla ¢. Lauseen 4.2.5 nojalla i(¢) on

P-suora ja P =i(i(P)) =i(0) ja Q =i(i(Q)) € L.
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KuvA 211: POINCAREN MALLI TOTEUTTAA AKSIOOMAN (H1)

Pitdaa vield osoittaa P-suoran yksikisitteisyys. Olkoon m toinen P-suora, joka
kulkee P:n ja @Q:n kautta. Tillsin lauseen 4.2.5 nojalla i(m) on P-suora, joka
kulkee O:n ja i(Q):n kautta. Lauseen 4.2.4 nojalla i(m) on tyyppié 1, siis muotoa
i(m) = AN M, missi M on euklidinen suora. Nyt M ja L kulkevat pisteiden O
ja i(Q) kautta, joten on M = L. Siten i(m) = ANM = AN L =/ ja edelleen
m =1i(i(m)) = i(¥). O

LAUSE 4.2.7. Poincarén malli toteuttaa aksiooman (H2).
Todistus. Olkoon ¢ P-suora. Osoitetaan, etti £:114 on ainakin kaksi pistetta. Jos £
on tyyppid 1, niin £ = AN L, missd L on origon kautta kulkeva euklidinen suora.
L leikkaa origokeskistd %—sateistéi ympyrid lauseen 2.6.6 mukaan kahdessa eri pis-
teessé, jotka ovat P-pisteitd ja myos suoran ¢ pisteiti.

Jos taas £ on tyyppié 2, niin £ = A N G, missd # on «a:n kanssa ortogonaalinen
euklidinen ympyréd. Olkoot P ja () ortogonaalisten ympyroiden « ja 3 leikkauspis-
teet.

KUvA 212: POINCAREN MALLI TOTEUTTAA AKSIOOMAN (H2)

Euklidiselta janalta PQ voidaan valita eri pisteet R, S (# P,Q). Lauseen 2.6.5
nojalla R ja S ovat ympyrin « sisélld. Lauseen 2.6.2 nojalla OR ja OS leikkaavat
ympyrai [ pisteissd T ja U, joilla O T x R ja O = U % S. Lauseen 2.6.5 nojalla U
ja T ovat P-pisteitd, vilttamétta eri pisteitd ja U ja T ovat P-suoralla £. U

LAUSE 4.2.8. Poincarén malli toteuttaa aksiooman (H3).

Todistus. Etsitddn Poincarén mallista kolme pistetté, jotka eivit ole samalla P-
suoralla. Yhdeksi pisteeksi otetaan keskipiste O. Muut valitaan néin: Olkoon
B O-keskinen %—séiteinen ympyri ja L jokin O:n kautta kulkeva euklidinen suora.
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Lauseen 2.6.6 nojalla L leikkaa (3:aa pisteessd P ja P on P-piste. Olkoon M pisteen
O kautta kulkeva L:n normaali. Se leikkaa myos (3:aa; olkoon leikkauspiste @), joka

@y
o

KuvA 213: POINCAREN MALLI TOTEUTTAA AKSIOOMAN (H3)

\<
=™

Nyt pisteiden O, P ja ) kautta ei kulje mitdén P-suoraa, silld 4.2.4:n nojalla sen
tulisi olla tyyppid 1, miké ei ole mahdollista, silld O, P ja @ eiviit ole samalla
euklidisella suoralla. U

Huomautus 43. Lauseesta 4.2.6 seuraa viilittomiisti, etté pisteiden A ja B hyper-
bolinen etéisyys on yksikésitteisesti madritelty. Liséksi d(A, B) = d(B, A), silld

log ———=| = |~ log —==— :‘long_Q =d(B, A).
AQ BP BQ AP

d(A,B) =

Niin myods hyperboliseen etédisyyteen perustuvat vilissdolon ja yhtenevyyden
méadritelmét ovat jarkevid. Tamin huomion jilkeen voidaan lihted todistamaan
seuraavia aksioomia. (H4) on helppo:

LAUSE 4.2.9. Poincarén malli toteuttaa aksiooman (H4).

Todistus. Olkoon Ax BxC. Méaéritelmén mukaan A, B ja C' ovat samalla suoralla ja
d(A, B)+d(B,C) = d(A,C). Tallsin myos d(C, B)+d(B, A) = d(C, A) eli Cx B A.
O

Muut vilissdoloaksioomat ovat viihién vaikeampia verifioitavia. Ne todistetaan
siirtdmalld tarkastelu tyyppié 1 olevalle suoralle. Tété varten todistetaan ensin pari
aputulosta.

LAUSE 4.2.10. Jos ¢ on tyyppid 1 oleva P-suora ja A, B,C € {, niin Ax B xC
Poincarén mallin mielessé, jos ja vain jos A x B x C euklidisessa mielessé.

Todistus. Kaytetidn téssd selvyyden vuoksi merkintéd Ao Bo C, kun B on A:n ja
C'n vilissd Poincarén mallin mielessé, so., kun d(A4, B)+d(B,C) = d(A, C). Olkoot
P ja @) P-suoran /¢ ”péitepisteet” eli a:n ja L:n leikkauspisteet, missd £ = AN L.
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Kuva 214: A x B« C POINCAREN MALLIN MIELESSA

1°: Oletetaan aluksi Ao BoC'. Tam# merkitsee, ettd d(A, B)+d(B,C) = d(A,C)
eli

. s TP PP, AP

®Zosp| " [*®Bgcp| | *agcp|

Muuttamalla tarvittaessa merkintdja (P < Q) voidaan olettaa, ettd Qx*xAxC,
jolloin A % C % P ja siten CQ > AQ ja AP > CP. Tillsin 42582 > 1 ja siis

_ AQCP
log %g—g > (), joten
APCQ APCQ APBQ BPCQ AP BQ BPCQ
log =———=| =log =——=—= = 1o . = log =——=——=+log ———.
AQCP AQCP AQ BP BQCP AQ BP BQCP

Siksi (*) voi toteutua ainoastaan, mikéli alemmassa kaavassa kaikki yhteenlasket-
tavat ovat positiivisia eli kun

AP BQ BPCQ

¥ s lja =——2 > 1.
AQBP BQCP

Olemme todistamassa, ettd A x B « C. Tille riittdid lauseen 2.3.4 nojalla, etté
Q*AxBjaQxBxC. Koska A ja B ovat ympyrén 7 sisépuolellaja () € 7, niin
joko Q *x Ax B tai Q * Bx A. Josolisi Q* Bx A, niin Bx Ax P ja QB < QA ja

BP > AP ja tilloin olisi %%ﬁ < 1, ja nédinhén ei ole. On siis oltava @ * A x B.
Vastaavasti padtellddn, ettd on @ « B x C' ja siis todella A x B *x C'.

2°: Oletetaan seuraavaksi, ettd AxBxC. Kuten edellisessi tarkastelussa nihdéian
nytkin, ettd (kun @ x A x C') kaavan (x) logaritmit ovat positiivisia, joten (x) pétee
suoraan logaritmin ominaisuuden log(xy) = log x 4 log y nojalla ja siten Ao Bo C.
O

Seuraava lause sanoo, etté liikkkeet ovat Poincarén mallin ”isometrisia isomorfis-
meja”, toisin sanoen ettd ne siilyttivit pisteiden viliset etédisyydet. Téamé on hyvin
merkityksellistd, koska viilissdolo ja yhtenevyyskisitteet on mééritelty etédisyyden
avulla ja nekin siis séilyvit liikkeissé.

LAUSE 4.2.11. Olkoon i liike ja A, B,C eri P-pisteité. Télloin

d(A, B) = d(i(A),i(B)).
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Liséiksi pédtee A x B x C, jos ja vain jos i(A) xi(B) * i(C).

Todistus. Olkoon ¢ pisteiden A ja B kautta kulkeva P-suora, £ = A N (3, missi
B on euklidinen suora tai ympyra. Olkoot P ja ) suoran ¢ ”péitepisteet”, so.
{P,Q} = an g, jolloin i(P) ja i(Q)) ovat samassa mielessi i(¢):n péitepisteet.
Olkoon i peilaus v:n suhteen. Jos 7 on suora, niin lauseen 4.1.2 nojalla ¢ siilyttia
euklidisten janojen pituudet, joten tietenkin

i(A)i(P) i(B)i(Q) _ AP BQ
i(4) i(Q) i(B)i(P) AQ BP

eli d(i(A),i(B)) = d(A, B).

Voidaan siis olettaa, ettd v on ympyrdd o vastaan ortogonaalinen ympyri, sen
keskipiste C' ja siide c¢. Osoitetaan, etté

C JEE—

(+) i(Ai(P) = s AP,

Téssé on kaksi mahdollisuutta: joko a) C, A ja P ovat samalla euklidisella suoralla
tai b) ne eivit ole.

Tapaus a) Jos tutkittavat pisteet ovat samalla euklidisella suoralla, niin joko
C x A x P tai sitten C' x P x A, silld tapaus A * C' x P ei tule kysymykseen, koska
jana AP on ympyrin « sisilld, mutta C sen ulkopulella.

g

Kuva 215: TApAuS a) C'x Ax P

Tapauksessa C'* Ax P saadaan C'xi(P)*i(A) ja kaava (*) saadaan siis laskemalla

2 2 OP—-CA 2 S

i(A)i(P) = Ci(A) — Ci(P) = —— — —— = 2 <O_ o > - 7P
CA-CP CCP

Tapauksessa C' * P x A toimii vastaava pééttely, merkkejd vaihtamalla.

Tapaus b) Kun C, A ja P eiviit ole samalla suoralla, niin AACP on kolmio,
samoin Ai(P)Ci(A), ja kulmat LACP ja £Li(P)Ci(A) ovat yhtenevét.
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Kuva 216: TapAus b) AACP ON KOLMIO

Koska Ci(A) = éi:zA ja Ci(P) = (?:;’ niin % = %. Téstd voidaan padtelld

kosinilauseen avulla kuten lauseen 4.1.15 todistuksessa, etti kolmiot AACP ja

ANi(P)Ci(A) ovat samanmuotoiset. Tilloin on 3.1.10:n nojalla i(‘%m = i(i%c =

_
AC CP’

joten

eli kaava (%) pétee myos tapauksessa b).

Analogisesti kaavan (x) kanssa saadaan vastaavanlaiset kaavat

2

- 2 -

{(BYi(P) = ﬁ BP ja
2 -

Varsinainen viite d(i(A),i(B)) = d(A, B) saadaan yhdistamailld ndmé:

iCA)i(P) - AB)Q) _ 3cr soca _ AP-BQ
i(A)i(Q-i(B)i(P) 29 . ;BE.  AQ-BP

Lauseen liséviiite seuraa nyt suoraan vilissdolon méiritelméstd ja lauseesta 4.2.5.
O

LAUSE 4.2.12. Poincarén malli toteuttaa aksiooman (H5).

Todistus. Olkoot A ja B eri P-pisteitid ja ¢ niiden kautta kulkeva P-suora. Pitéé
osoittaa, ettd £:1td 1oytyy pisteet C, D ja FE siten, ettd C'x Ax B, Ax D x B ja
A x B x E. Lauseen 4.2.3 nojalla on olemassa liike i siten, ettd i(A) = O. Lauseen
4.2.5 mukaan i(¢) on P-suora ja lauseen 4.2.4 mukaan tyyppid 1, eli i(¢) = AN L,
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missé L on euklidinen suora. Olkoot P,Q € « N L siten, ettd P * O * i(B) ja
O % i(B) * @ euklidisessa mielessd. Valitaan pisteet R, S ja T siten, ettd P * R* O,
OxSxi(B) jai(B)+«T*Q. Télloin R, S ja T ovat P-pisteitd ja ne toteuttavat ehdot
R+ O xi(B) ja Oxi(B)*T. Lauseen 4.2.10 nojalla R x O xi(B), O % S * i(B) ja
O xi(B) * T myos P-mielessi. Tilloin lauseen 4.2.11 mukaan i(R) x i(O) *i(i(B)),
i(0) xi(S) xi(i(B)) ja i(O) xi(i(B)) *i(T). Koska i(i(B)) = B ja i(O) = A, niin
i(R), i(S) ja i(T) kelpaavat haetuiksi pisteiksi C, D ja E. O

LAUSE 4.2.13. Poincarén malli toteuttaa aksiooman (H6).

Todistus. Olkoot A, B ja C' eri P-pisteitd P-suoralla /. Kuten lauseen 4.2.12 to-
distuksessa valitaan liike i s.e. i(A) = O, jolloin i(¢) on tyyppid 1 oleva P-suora.
Télloin tdsmélleen yksi ehdoista i( A)xi(B)*i(C), i(B)*i(A)*i(C) jai(A)xi(C)xi(B)
on voimassa euklidisessa mielessé ja siten lauseen 4.2.10 nojalla myos P-mielessi.
Lauseen 4.2.11 nojalla siis P-mielessé tédsmiilleen yksi ehdoista A* BxC, Bx AxC
ja A x C * B on voimassa. U

Aksiooman (H7) todistamiseksi tarvitaan aputulos.

LAUSE 4.2.14. Olkoon ¢ = AN L tyyppiéd 1 oleva P-suora. Télloin P-pisteet
A, B ¢ { ovat samalla puolella suoraa ¢ P-mielessé, jos ja vain jos ne ovat samalla
puolella euklidista suoraa L euklidisessa mielessé.

Kuva 217: SAMALLA PUOLELLA 1. TYYPIN P-SUORAA ¢

Todistus. 1°: Olkoot A ja B samalla puolella /:44 P-mielessé, ts. oletetaan, etté
A:n ja B:n viilinen hyperbolinen eli P-jana ei leikkaa suoraa ¢. Pitdd osoittaa, ettd
A:n ja B:n vilinen euklidinen jana ei leikkaa L:id. Olkoon m pisteiden A ja B
kautta kulkeva P-suora ja AB pisteiden A ja B vilinen euklidinen jana.

Antiteesi: AB leikkaa L:#4 ja siis myos £:44 pisteessd C. Jos m on tyyppid 1,
niin lauseen 4.2.10 nojalla AB on myts A:n ja B:n vilinen P-jana, joten joudutaan
ristiriitaan oletuksen kanssa. Voidaan siis olettaa, ettd m on tyyppid 2: m =
AN B, missé B on a:a vastaan ortogonaalinen ympyri. On osoitettava, ettd m ja ¢
leikkaavat toisensa. Teemme sen seuraavasti:
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Kuva 218: m JA ¢ LEIKKAAVAT

Lauseesta 2.6.5 seuraa, ettd C' on (3:n sisédpuolella, joten 2.6.6:n nojalla suora
L leikkaa (:aa kahdessa pisteessd P ja (). Ei voi olla P € q, silld silloin 4.1.9:n
nojalla L olisi :n tangentti ja leikkauspisteitéi olisi siis vain yksi. Siis P ¢ «. Jos
merkitddn peilausta a:n suhteen j:114, niin 4.1.12:n mukaan j(P) € [ ja joko P
tai j(P) € A. Siten joko P tai j(P) on £:n ja m:n leikkauspiste, jollainen siis on
olemassa.

Merkitdéan £:n ja m:n leikkauspistettd D:114. Koska m on tyyppié 2, niin lauseen
4.2.4 nojalla D # O. Tilloin lauseen 4.2.3 mukaisesti on olemassa liike 7 siten, ettd
i(D) = O. Téllsin sekd i(€) etté i(m) kulkevat O:n kautta ja ovat siten 4.2.4:n ja
4.2.5:n mukaisesti tyyppié 1 olevia suoria. Tadmé& on 4.1.3:n nojalla mahdollista vain,
kun 7 on ympyripeilaus ja 4.1.6:n mukaan peilausympyrian keskipiste R sisédltyy

suoraan L. Koska i(A) € 13)4, niin Ai(A)L euklidisessa mielessid ja vastaavasti
Bi(B)L. Antiteesin nojalla ALB, joten i(A)Li(B) eli i(A):mn ja i(B):n vilinen
euklidinen jana leikkaa suoraa L.

Kuva 2191: LEIKKAUSPISTE ON O

Toisaalta i(A), i(B) € i(m), joka on tyyppié 2, joten i(A):mn ja ¢(B):n vilinen P-
jana on sama kuin euklidinen (4.2.10), joten tim# P-jana leikkaa L : d4. Ainoa
mahdollinen leikkauspiste on O eli i(D). Siten i(A)*i(D)*i(B) on totta P-mielessi.
Talloin 4.2.11:n nojalla A * D x B pitee P-mielessé ja koska D € ¢, niin A¢B olisi
totta P-mielessé, miké on ristiriita.

2° : Olkoot A ja B euklidisessa mielessé samalla puolella suoraa L.

Antiteesi: A:n ja B:n vilinen P-jana leikkaa ¢:44 pisteessi D. Valitaan taas liike
i siten, ettéd i(D) = 0, jolloin taasi on ympyrépeilaus ja peilausympyrin keskipiste
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R € L. Taas Ai(A)L ja Bi(B)L, joten nyt oletuksen nojalla i(A)i(B)L. Koska
Ax D+ B P-mielessi, niin ¢(A)*i(D)*i(B) P-mielessi ja myos euklidisessa mielessd,
koska i(m) on taas tyyppid 1. Koska i(D) = O € L, niin téllsin i(A)Li(B), ja on
taas saatu ristiriita. U

LAUSE 4.2.15. Poincarén malli toteuttaa aksiooman (HT7).
Todistus. Valitaan (H7):n oletusten suoralta ¢ jokin piste ja kuvataan se sopivalla

liikkeelld ¢ origoon O, jolloin i(¢) on tyyppié 1. Viiite seuraa nyt suoraan lauseesta
4.2.14, silld 4.2.11:n nojalla ABY, jos ja vain jos i(A)i(B)i(¥). O

Yhtenevyysaksioomia varten todistetaan taas aputulos:

LAUSE 4.2.16. Olkoon A—B> P-puolisuora ja C # O P-piste. Télloin on olemassa

kuvaus f, joka on yhdistetty kuvaus liikkeistd s.e. f(AB) = OC, missé OC on
‘P-puolisuora.

KuvA 220: P-PUOLISUORAN SIIRTO ORIGOSTA ALKAVAKSI

Todistus. Lauseen 2.3.5 nojalla on olemassa liike i siten, ettd i(4) = O. Puomi-

lauseen 2.3.11 mukaan z(:TB) = i(A)i(B) = Oi(B). Nyt sekd P-suora OC et

—

P-suora Oi(B) ovat tyyppid 1, joten P-puolisuora OC on joukko OCE N A, missi

_ —

OC¥ on euklidinen puolisuora ja vastaavasti Oi(B) = Oi(B)F N A.

a) Jos nyt i(B) € O—C)’, niin Oi(B) = OC lauseen 2.3.8 nojalla ja asia on selvi
voidaan asettaa f = 1.
b) Jos i(B) x O % C, niin yhdistetédn liikkeeseen i peilaus j O:n kautta kulke-

van OC¥:n normaalin suhteen, jolloin j on liike, ja asettamalla f = j o4 saadaan

f(B) € O?’, misté viite taas seuraa.
¢) Muussa tapauksessa £i(B)OC on (euklidinen) kulma.

i(B)

f(8)
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Kuva 221: KULMAN PEILAUS PUOLITTAJAN SUHTEEN VAIHTAA KYLJET

Olkoon O—]S sen puolittaja ja L = O(—]5 sekd j peilaus L:n suhteen. Asettamalla

f =joi saadaan taas f(B) € OC; témihén seuraa SKS- sddnnosti. Viite seuraal
U

LAUSE 4.2.17. Poincarén malli toteuttaa aksiooman (HS).
Todistus. Olkoot A # B ja olkoon P() puolisuora. Pité#é osoittaa, ettd on olemassa

yksikésitteinen R € PQ ~ {P} siten, ettd AB = PR. Valitaan liike ¢ siten, ettd
i(P) = O. Lauseen 4.2.16 nojalla on olemassa liikkeiden yhdistelmé f siten, ettd

—_— _

F(AB) = 0i(Q). Mairitellitin g = io f, jolloin g(AB) = i(0i(Q)) = i(i(P)i(Q)) =

—

i(i(PQ)) = PQ.

Kuva 222: LAUSEEN 4.2.17 TODISTUS

Lauseen 4.2.11 nojalla ¢ siilyttdd hyperboliset etéisyydet, joten d(A, B) =
d(g(A),g(B)) = d(P, g(B)), joten g(B) € PQ on haettu piste R, silli AB = Pg(B)
méadritelmén mukaan. .

Toista téllaista pistettd R € PQ ei voi olla. Jos nimittdin R # g(B) olisi sellai-
nen, niin d(A, B) = d(P, R), joten lauseen 4.2.11 nojalla d(O,i(R)) = d(O, f(B)).

Toisaalta mielivaltaisen pisteen S # O hyperbolinen etéisyys O:sta osataan las-

kea. Jos nimittdin T ja U ovat tyyppid 1 olevan P-suoran OS ”péiitepisteet”,
T+0xS,0xSx%U, niin

d(O,S):'logO_TS_U‘:‘logL_O_S)‘ 1 1 - 05
OU ST N

Soveltamalla tétéd lauseketta saa ehto d(Oi(R)) = d(O, f(B)) muodon

josta edelleen Oi(R) = Of(B). Koska i(R) ja f(B) kuuluvat samalle euklidiselle

R —

puolisuoralle Oi(Q) tiytyy olla i(R) = f(B), koska euklidinen malli toteuttaa Hil-
bertin aksiooman (H8). Tilloin kuitenkin R = i(i(R)) = i(f(B)) = g(B), miki
antaa ristiriidan. dJ
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% pagebreak
LAUSE 4.2.18. Poincarén malli toteuttaa aksioomat (H9) ja (H10).
Todistus. Namé aksioomat ovat suora seuraus méiritelméista. O

Aksioomia (H11)—(H13) varten kiinnitetééin ensin seuraavat merkinnit: Olkoon

—>

K # O P-piste. P-suora OK on tyyppié 1 ja se jakaa P-pisteet kahteen puolitasoon
H, ja Hs, jotka ovat lauseen 4.2.14 perusteella joukkoja A N H{ ja AN H}, missd

H{ ja H) ovat euklidisen suoran L, jolla OK = AN L, médrdamét puolitasot.

Kuva 223: P-PUOLITASOT

LAUSE 4.2.19. Liike sdilyttédé P-kulmat, ts. jos i on liike ja L ABC on P-kulma,
niin £Li(A)i(B)i(C) = LABC.

R —

Todistus. Olkoon P € i(B)i(A), @ € i(B)i(C), R € RA, S € BC siten, ettd
i(B)P = BR ja i(B)QQ = BS. Lauseen 4.2.11 nojalla BR = i(B)i(R) ja
i(R) € i(BA) = i(B)i(A). Nyt myos P € i(B)i(A) ja i(B)P = i(B)i(R). Ak-
siooman (H8) voimassaolon ilmaisevan lauseen 4.2.17 yksikésitteisyyspuolen nojalla
tidytyy olla P = i(R). Vastaavasti on oltava @ = i(5). Tillsin PQ = i(R)i(S).
Lauseen 4.2.11 mukaan i(R)i(S) = RS, joten PQ = RS ja viiite seuraa mééritel-
man mukaisesti. d

KuvaA 224: LIIKE SAILYTTAA KULMAT

Msésritelmé 4.6. Sanotaan, ettd {P ! d(A,P) = p}, missi A on P-piste ja p
positiiviluku, on P-ympyrd. A on sen P-keskipiste ja p sen P-sdide.

LAUSE 4.2.20. Jokainen P-ympyréd on euklidinen ympyrd. P-keskipiste ei kui-
tenkaan ole vilttdméttd sama kuin euklidinen. Tarkemmin:
(1) Jos B on P-ympyré, jonka P-keskipiste on O ja P-séide p, niin [ on myds

. q- .. - . q- .. . .. p_1
euklidinen ympyré, jonka euklidinen keskipiste on O ja sdde & .
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(2) Jos taas B:n P-keskipiste on B # O, niin 3 on euklidinen ympyré, jonka
keskipiste E on puolisuoralla OB siten, ettd

—— OB(1—1r?
T (_27“ )
1—- 0B r?
ja sédde
y_ (- OB")
1 - 0B r?
. P
missd r = G

Huomautus 44. Jollei B ole mallia edustavan ympyriin o keskipiste O, niin OF <
OB, joten O x E x B. Lisiiksi, kun OB — 1 eli kun B lihestyy mallia edustavan
ympyran o kehid, niin OF — 1 eli F lihestyy my6s c:n kehié ja b — 0. Siis jos
P-ympyrin ( keskipiste on ldhelld ympyréan o kehéé, niin P-ympyra on euklidisessa
mielessd pieni ympyré.

(13
(B

Kuva 225: SAMASATEISIA P-YMPYROITA

Lauseen 4.2.20 todistus Olkoon aluksi 3:n keskipiste O. Olkoon S # O jokin
P-piste ja P, Q € o P-suoran OS péétepisteet siten, ettd Px O xS ja O xS xQ

LN
N

Keskipiste O Keskipisteen siirto

Kuva 226: LAUSEEN 4.2.20 TODISTUS

Talloin OP = 0Q = 1ja PS = PO+0S =1+08jaSQ =0Q—-0S =1-0S.
Siten

1-0S
og —

14+ 0S8

1+ 0S8
1-0S’

‘zlog
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Nyt saadaan S € § <= d(0,S) =p <= logitls — ) — 1405 — o s

1-08S 1-0S
0S = gi—:&, joten g = {S ’ 0S = Ez—:&}, ja tdmé on O-keskinen euklidinen ympyré,
jonka sidde on r = Zi:&

Olkoon seuraavaksi 3:n keskipiste B # 0, = {P ‘ d(B, P) = p}. Lauseen 4.2.3
nojalla voidaan valita liike i siten, ettd i() = O ja itse asiassa nimenomaan i:ksi

—

kelpaa ympyrépeilaus v:n suhteen, missd v:n keskipiste C' on puolisuoralla OB.
Koska i siilyttda hyperboliset etdisyydet, péitee kaikille P € 3

d(i(P)),0) = d(i(P),i(B)) = d(P, B) = p,

ja kd#intden, jos d(Q,0) = p, niin d(i(Q),B) = d(i(Q),i(0)) = d(Q,0) = p,
joten i(Q) € B ja siten Q = i(i(Q)) € i(F). Ylldtodetusta seuraa, ettd i(8) on
O-keskinen, p-siteinen P-ympyrd. Origokeskisyyden nojalla i(3) on O-keskinen
r-siteinen euklidinen ympyrd. Koska r < 1 ja koska lauseen 4.1.10 nojalla ~y:n
keskipiste C' on a:n ulkopuolella, niin C' on i(3):n ulkopuolella. Koska 5 = i(i(53)),
niin lauseen 4.1.7 nojalla 8 on euklidinen ympyri, jonka euklidiselle keskipisteelle F2
pitee E € OB. Pituuden OF ja siteen médrisaminen jitetiisin harjoitustehtéviksi.
Ne saa laskettua lauseen 4.1.7 avulla; OC ja 7:n sidde 16ytyviit lauseesta 4.2.3.

LAUSE 4.2.21. Poincarén malli toteuttaa aksiooman (H11).

Todistus. Olkoon £ ABC' P-kulma, D_E) P-puolisuora ja P piste siten, ettd P ¢ ZT)E

On etsittavi P-puolisuora DF siten, ettd FPDE ja {ABC = {FDFE. Merkitiin
taas Poincarén malliympyrin « keskipistettd O, valitaan jokin P-piste K # O ja
merkitddn tyypin 1 P-suoran médrddmiia P-puolitasoja Hi ja Ho. Lauseen 4.2.16

nojalla on olemassa liikkeiden yhdistelmé f siten, ettd f(BC) = 07( . Nyt joko
f(A) € Hy tai f(A) € Hy. Jos f(A) € Hj, niin lisdtddn f:44n peilaus OK:m
suhteen, jolloin f(A) € H;. Siis voidaan olettaa, ettd f(BC) = OK ja f(A) € H;.

e

Vastaavasti 16ydetééin liikkeiden yhdistelmé g siten, ettd g(DE) = OK ja g(P) €
H,.

KuvaA 227: POINCAREN MALLI TOTEUTTAA AKSIOOMAN (H11)
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Talloin (940 f)(B) = g~ (f(B)) = g~"(0) = Dja (97"of)(C) € g~*(OK) = DE.
Lauseen 4.2.19 nojalla 4(g_1 A (g7 o F)(B)(g o f)(C) = LABC. Koska
f(C) € O—I){, niin siis D(g~1 o f)(A ) on haettu puolisuora, mikili (g% o f)(A)
ja P ovat samalla puolella suoraa DE. Niin asia onkin, silld f(A) ja g(P) ovat
puolitasossa Hi, joten f(A)g(P)<O_I>( ja siten gflf(A)gfl(g(P))gfl((O—I)() eli (g71o
f )(A)Pﬁ’ Niin on olemassaolo todistettu.

Yk81ka81ttelsyys tarkastetaan seuraavasti: Olkoot f ja g kuten edelld ja DR ja
DS puohsuorla siten, ettd AEDR = A{ABC’ ja AEDC = LABC seka RPDE ja

RSDE. On osoitettava, etté DR = DS. Riittis niyttis, ettd Og(R) Og(S).
Ainakin g(R) ja g(5) ovat puolitasossa H;. Liséksi

£g(R)OK = £g(R)g(D)g(F) =2 {RDE = LABC
= LSDE = £g(S)g(D)g(E) = £9(S)OK,
joten £g(R)OK = £g(S)OK. (Huom: Tissi kohdassa kdytettiin kulmien yhte-
nevyyden transitiivisuutta, joka todistetaan vasta seuraavana lauseena. Sivind todis-

tuksessa ei kuitenkaan kdytetd tdtd tulosta, joten kiertopddttelyd ei tule. Voimme
jatkaa pddttelyd:)

)
=)
LK/

Kuva 228: AKSIOOMAN (H11) YKSIKASITTEISYYSPUOLI

B ——

Valitaan T € Og(R) ~ {O} ja U € Og( )~ {O} siten, ettd OT = OU, jolloin
U, T € Hy ja, koska £g(R)OK = £g(S)OK, niin kolmiot Ag(R)OK ja Ag(S)OK
ovat yhteneviit ja siis erityisesti UK = TK. Merkitdin p = d(U, K) = d(T, K)
ja ¢ = d(U,0) = d(T,0), jolloin siis U, T € 3, missd 3 on O-keskinen g-siéiteinen
P-ympyri. ja U, T € v, missd v on K-keskinen ja p-séiteinen P-ympyri.

Lauseen 4.2.20 nojalla 8 on O-keskinen euklidinen ympyré ja v on E-keskinen
euklidinen ympyri, missd F € OK ~ {O}. Lauseen 2.6.11 mukaan (3 ja v leikkaavat

korkeintaan kahdessa pisteessi. Nyt T on (:n ja 7:n leikkauspiste ja T ¢ OFE.
Kuten lauseen 2.6.12 todistuksessa ndhdéén nytkin, ettéd télloin g ja ~ leikkaavat

my6s pisteessi T”, joka on T:n peilauspiste euklidisen suoran OF suhteen. Mutta
talloin 77 € Ho, joten T' # U. Ympyroilla § ja v on siis leikkauspisteet T ja T”

ja U ja tieddmme, ettd T’ # U. On siis oltava T' = U. Téllsin Og(R) = Og(S) ja
siten DR = DS eli yksikisitteisyyskin on todistettu. U




166 POINCAREN MALLI

LAUSE 4.2.22. Poincarén malli toteuttaa aksiooman (H12).
Todistus. Poincarén mallissa kulmien yhtenevyysrelaation refleksiivisyys ja sym-
metrisyys ovat ilmeisid, mutta transitiivisuus vaatii plenen perustelun Olkoot sns

LABC = ADFEF ja {DEF = L{GHI sekaPGBA QEBC REHG SeHl
siten, etti BP =2 HR ja BQ) = HS. Pitédi osoittaa, ettd PQ = RS.

A
G
P R
B
Q H S

Kuva 229: POINCAREN MALLI TOTEUTTAA AKSIOOMAN (H12)

Koska (H8) piitee, niin voidaan valita T € ED siten, etti ET = BP, jolloin

aksiooman (H9) nojalla myos ET € HR. Vastaavasti voidaan valita U € EF
siten, ettd FU = BQ ja EU = HS. Koska nyt ET = BP ja EU = BQ ja
£LABC =2 ADFEF, niin méiritelmén mukaan PQ = TU. Vastaavasti paitellidn,
ettd RS = TU. Téllsin (H9):n nojalla PQ) = RS. O

LAUSE 4.2.23. Poincarén malli toteuttaa SKS-aksiooman (H13).

Todistus. Olkoot ANABC' ja ADEF P-kolmioita siten, etti A B = AF ja AB =
DFE seki BC = EF. On osoitettava, ettdi AABC = ADFEF. Suoraan kulmien
yhtenevyyden nojalla on AC' = DF', joten vastinsivut ovat yhtenevii ja riittda siis
todistaa, ettd vastinkulmat ovat yhtenevid. Oletuksen mukaan 4B = £ F, joten
riittdd todistaa, ettd £LC = LF ja LA = £D. (Kéytettéivissd on nyt siis oletus SSS,
itse asiassa peréti SSSK.)

Kuva 230: POINCAREN MALLI TOTEUTTAA SKS-AKSIOOMAN (H13)

Kuten lauseen 4.2.21 todistuksessa on nytkin olemassa liikkeiden yhdistelmé f
siten, etti f(CB) = OK ja f(A) € H; ja vastaavasti myos liikkeiden yhdis-

telmé g siten, ettd g(FE) = OK ja g(D) € H;. Koska oletusten mukaan li-
siksi Of(B) = f(C)f(B) = OB = FE = g(F)g(E) = Og(E), niin f(B) =
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g(E). Merkitdin P = f(B) = ¢g(F). Osoitetaan, etti f(A) = g(D): Koska
Of(A) = f(C)f(A) = CA= FD = g(F)g(D) = Og(D), niin f(A) ja g(D) ovat
ainakin samalla O-keskiselld P-ympyrilli. Koska Pf(A) = f(B)f(A) = BA =
ED = g(E)g(D) = Pg(D), niin f(A) ja f(D) ovat myos samalla P-keskisell& P-
ympyrélld. Koska lisdksi f(A) ja f(D) ovat puolitasossa Hy, niin aivan samoin kuin
lauseen 4.2.21 todistuksessa ndhd#déan nytkin, ettd tdméa on mahdollista vain, kun
f(A) = g(D). Koska kulmat séilyvit liikkkeissé, on siis {ACB = L f(A)f(C) f(B) =
£g(D)OP = £g(D)g(F)g(E) = £LDFE, eli £C = £F. Samalla tavalla saadaan
LA =LD. O

LAUSE 4.2.24. Poincarén malli toteuttaa Dedekindin aksiooman.

Todistus. Todistus perustuu luonnolliseti siihen, ettd pohjana oleva euklidinen malli
toteuttaa Dedekindin aksiooman. Koska liikkeet sdilyttavit vilisséolon ja jokainen
suora on liikkeelld kuvattavissa tyyppid 1 olevaksi suoraksi, niin riittd4 osoittaa,
ettd Dedekindin aksiooma toimii tyypin 1 suoralla ¢. Olkoon siis £ = AN L, missi
L on O:n kautta kulkeva euklidinen suora.

Kuva 231: POINCAREN MALLI TOTEUTTAA DEDEKINDIN AKSIOOMAN

Olkoot D1, Do C £ siten, ettd Dedekindin ehdot ovat voimassa. Méiritelldén
Ey=D1U{P€L|3Q €Dy, R€ Dy se. Q*RxP}

ja Eo = L~ E;. Tarkastelemalla eri vaihtoehtoja ndhdéddn helposti, mutta aika
tyoléddsti, ettd Ey ja Fy toteuttavat Dedekindin ehdot euklidisessa mielessé suoralla
L. Koska euklidinen malli toteuttaa Dedekindin aksiooman, niin on olemassa piste
P € L, joka on Ej:n ja Fo:n "vilissd” aksiooman mielessd. Tilloin ndhd&din hel-
posti, ettd P € £ ja P on Dy:n ja Do:n ”viilissd” Poincarén mallin mielessd. Néin
on todistettu, ettd Dedekindin aksiooma pétee téssidkin mallissa. U

Nyt on todettu, ettéi Poincarén malli toteuttaa kaikki muut aksioomat, paitsi
paralleeliaksiooman. Arkhimedeen aksioomaahan ei tarvitse téssé verifioida, koska
se lauseen 2.6.13 mukaan seuraa jo todistamistamme. Koska aksioomat toteutuvat,
voidaan malliin konstruoida jana- ja kulmamitta kuten aikaisemmin on esitetty.
Minkilaisia ndmé ovat? Janamitta riippuu tietenkin valitusta yksikkdjanasta. Jos
kiytetéddn yksikkojanana janaa OI, missd O on a:n keskipiste ja I valittu niin, etté
d(O,I)=1,eli OI = Z:&, niin hyperbolinen etéisyys toteuttaa lauseen 2.5.10 ehdot
jalauseen 2.5.10 mukaisesti télloin janamitta on yhti suuri kuin hyperbolinen
etéisyys.
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Kulmamitalle vastaava asia ei ole aivan yhté selvd. Tyotd aiheuttaa mm. se
seikka, ettd lauseen 2.5.10 vastinetta kulmille ei ole todistettu edelld, vaikka se
voitaisiin toki tehd&. Tulos on kuitenkin seuraava: Poincarén mallissa kulmamitta
on tangenttien vilisen kulman euklidinen mitta.

Kuva 232: POINCAREN KULMAMITTA

LAUSE 4.2.25. Poincarén malli ei toteuta paralleeliaksioomaa.
Todistus. Perustelu on sopiva harjoitustehtava. U

4.3. Hyperbolista geometriaa.

Yritykset todistaa paralleeliaksiooma jatkuivat 1800-luvun lopulle asti. 1800-
luvun alkupuolella kuitenkin kolme matemaatikkoa — toisistaan riippumatta —
alkoivat miettid, mitd tapahtuisi, jos paralleeliaksiooman sijasta oletettaiiin sen
looginen negaatio, eli ettd suoran ulkopuolella olevan pisteen kautta kulkisi useam-
pia sen suuntaisia suoria. N&dmé& matemaatikot olivat unkarilainen Janos Bolyai
(1802-1860), saksalainen Carl Frierich Gauss (1777-1856) ja venildinen Nikolai
Ivanovits LobatSevski (1792-1856). He kehittivit tdmén uuden ns. hyperbolisen ak-
siooman pohjalta geometrian, joka herétti ihmetystd. Gauss huomasi ndennéisen
paradoksin takaa seuraavaa:

Oletus, ettd kolmion kulmien summa on alle 180°, johtaa merkilliseen geomet-
riaan, awan erilaiseen kuin omamme [euklidinen/, kuitenkin tdysin ristiriidatto-
maan. Olen tyydytyksekseni kehittinyt sitd niin pitkdlle, ettd pystyn ratkaisemaan
sind kaikki ongelmat, poikkeuksena erds vakio, jota ei voi mddrdtd a priori. Mitd
suuremmaksi tamdan vakion valitsee, sitd ldhemmds tulee euklidista geometriaa, ja
kun se valitaan ddrettomdan suureksi, geometriat yhtyvdt. Tdmdn geometrian teoree-
mat vaikuttavat paradoksaalisilta ja asiaan vihkiytymdttomdstd absurdedeilta; mutta
hditdilemdton perusteellinen ajattelu paljastaa, etti ne eivdt sisdlld yhtddn matddan
mahdotonta. Esimerkiksi kolmion kolme kulmaa tulevat miten pieniksi vain halu-
taan, kunhan sivut valitaan tarpeeksi suurtksi, mutta kolmion ala ei koskaan voi
ylittdda tiettyd raja-arvoa, riippumatta siitd, kuinka pitkiksi sivut valitaan, etkd edes
koskaan saavuta tuota rajaa.

Kaikki yritykseni loytdad ristiriita tdstd epdeuklidisesta geometriasta ovat epdon-
nistuneet, ja atnoa asia, jonka suhteen se on havaintojemme vastainen on se, ettd
jos se olisi tosi, niin avaruudessa olisi olemassa itsestidn mdadrdaytynyt lineaari-
nen suuruus [luonnollinen mittayksikkd], (jota me emme tunne). Mutta minusta
nayttada sitd, ettd huolimatta metafyysikkojen mitddinsanomattomasta sanahelindstda
tieddimme lisan vihdin avaruuden todellisesta luonteesta voidaksemme pitdd tdysin
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mahdottomana sellaista, mikd nayttid meistd luonnottomalta. Jos timd epdieuklidi-
nen geometria olisi todellista, ja jos olist mahdollista verrata mainitsemaani vakiota
nithin suuruuksiin, joita kohtaamme mittauksissamme maan padlld ja avaruudessa,
niin se voitaisiin mddrdtd a posteriori. Siksi olen joskus leikillini toivonut, ettd
euklidinen geometria ei pdtisi, koska meilld silloin olisi absoluuttinen standardipi-
tuusmitta.

Bolyai, Gauss ja Lobatsevski eivit tietenkéién tunteneet Poincarén mallia; itse
asiassa he eiviit tunteneet minki#nlaista mallia, joka osoittaisi, ettd hyperbolinen
aksiooma ei johda ristiriitaan. Ensimmaéisen téllainen mallin on keksinyt Eugenio
Beltrami?® v. 1868 ja ensimmaéiseni tillaisen mallin on tdysin oikeaksi todistanut
Felix Klein?® v.1871.

Hyperbolisen geometrian koko struktuuri, kaikki lauseet jne. olivat siis aluksi
"tyhjén pdalld” — ristiriidan 16ytyminen olisi romuttanut kaiken (mutta viimein-
kin todistanut paralleeliaksiooman)! Siksi Gauss ei julkaissutkaan konstruktioitaan.
Ristiriitaa ei kuitenkaan 16ytynyt (eikd koskaan 16ydy!), ja niinpd mekin téssi tu-
tustumme joihinkin hyperbolisen geometrian perusasioihin.

Asetetaan ensin perusta:

(HYP) Hyperbolinen aksiooma On olemassa suora ¢ ja piste P suoran ¢ ulkopuolella
siten, ettd P:n kautta kulkee ainakin kaksi eri /:n suuntaista suoraa.
Osoitetaan témén avulla ensin, ettéd jokaisen kolmion defekti on aidosti positii-

vinen, eli kulmien summan asteluku aidosti alle 180. Todistetaan ensin kuitenkin
Saccherin ja Legendre’in lauseen avulla aputulos, jossa ei tarvita hyperbolista ak-
sioomaa. Aputulos piitee siis myos euklidisessa geometriassa.

LAUSE 4.3.1. Olkoon £ABC suora kulma ja a > 0 positiivinen reaaliluku. Tal-
16in puolisuoralla BC' on piste R siten, ettid ({BRA)° < a.

AM
c
B R

Kuva 233: APUTULOS

—

Todistus. Konstruoidaan jono (R,,) nen puolisuoran BC pisteité seuraavalla tavalla:
valitaan ensin Ry € BC siten, ettd AB = BR ja siten, kun R,, on valittu jatketaan

valitsemalla R, 11 € B?’ siten, ettd Bx R, *x R,1+1 ja Ry Ry11 = AR, jolloin kolmio
AR, +1R,A on tasakylkinen.

A AL\A
B R B R, R

Kuva 234: APUTULOKSEN TODISTUS

25EUGENIO BELTRAMI 1835-1900, Italia
26 FPELIXx CHRISTIAN KLEIN 1849-1925. Saksa
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Osoittaan induktiolla, ettd ({BR, A)° < 27" -90:

Kun n = 1, niin lauseen 2.4.1 nojalla 2(£A)° = ({LR1)°. Koska ({B)° = 90, niin
Saccherin ja Legendren lauseen nojalla 2-(£ R1)°+90 < 180, joten £ (R1)° < 271.90,
eli viiite pétee tapauksessa n = 1.

Olkoon sitten viite tosi n:lle. Koska BxR,*R, 11, niin £(BR, A)°+({LAR,R,,+1)° =
180, jolloin induktio-oletuksen nojalla

(%) ({AR,Rp.1)° > 180 — 27" - 90.

Lauseen 2.4.1 nojalla ({R,AR,1)° = ({LAR,+1R,)°, joten Saccherin ja Le-
gendren lauseen mukaan

2L ARy 41 R,)° < 180 — (LAR, Rys1)°,

joten (x):n mukaan
1
(£AR, 1 R,)° <90 — 3 (180 — 27" - 90) = o—(n+1) . g0.

Koska LAR, 1R, = £LAR,,+1 B, niin induktioviite (n 4 1):lle pétee.
Valitaan lopuksi ng € N niin suureksi, ettd 27" - 90 < a, jolloin ({BR,,A)° <
27" .90 < a ja voidaan valita R = R,,,. O

LAUSE 4.3.2. Jokaisen kolmion defekti on hyperbolisessa geometriassa aidosti
positiivinen.

Todistus. Lauseen 2.5.26 nojalla riittéd loytéad yksi téllainen kolmio. Hyperbolisen
aksiooman nojalla on olemassa suora /¢ ja piste P ¢ £ siten, ettd P:n kautta kulkee

>

ainakin kaksi £:n suuntaista suoraa. Olkoon @) € / siten, ettd PQ) L ¢ ja S sellainen
piste, ettd PS L PQ, jolloin PS || £.

¢ [ .

Q D R

Kuva 235: AINAKIN YHDEN KOLMION DEFEKTI ON AIDOSTI POSITIIVINEN

Nyt siis P:n kautta kulkee jokin toinen suoram || £, m # PS. Valitaan A € m~{P}.
Jos A?SQ, niin valitaan piste B siten, etti A x P x B. Jos taaas AQ(]?)Q, niin
asetetaan B = A. Kummassakin tapauksessa Bem~{P} ja QBPS

Vastaavalla tava,lla voidaan valita C' € PS\{P} siten, etté BC’PQ jaD e ~N{Q}

siten, ettd DBPQ.
Merkitéén a = (LCPB)°, jolloin a > 0. Lauseen 4.3.1 nojalla voidaan valita

R e (Q—l)) siten, etté
(%) ({LPRQ)° < a
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Nyt R on kulman LQPB sisdlld. Témén voi perustella seuraavasti: DRPQ ja
BDPQ, joten RBPQ ja riittdid osoittaa, etta RQPB eli RQm. Niin on, koska
m || £ ja siten m ei voi leikata edes suoraa RQ saati sitten janaa RQ).

Koska siis R todella on kulman £QPB siséllé, niin LKQPR < LQPB eli

(xx) (LQPR)° < (LQPB)°.

Toisaalta, koska BQP(—C)' ja BCP(—>Q, niin B on kulman £QPC siséllé ja silloin
90 = (LQPC)° = (LQPB)° 4+ ({BPC)° = ({QPB)° +a
Kolmiossa APQR saadaan téllsin (%) :n ja (s*):n nojalla

def(APQR) = 180 — ({PQR)° — ({QRP)° — ({RPQ)°
> 180 — 90 — a — (LQPB)°
=90 — (a + (LQPB)°) = 90 — 90 = 0.

g

Hyperbolinen aksiooma takaa, ettd on olemassa ainakin yksi suora ¢ ja suoran
¢ ulkopuolella piste P, jonka kautta kulkee useampia /:n suuntaista suoria. Itse
asiassa néin on asianlaita jokaiselle suoralle ja sen ulkopuolella olevalle pisteelle:

LAUSE 4.3.3. Olkoon ¢ mielivaltainen suora ja P sen ulkopuolinen piste. Tlloin
P:n kautta kulkee ainakain kaksi {:n suuntaista suoraa.

Todistus. Valitaan @Q € £ siten, etti PQ L /£ ja olkoon m pisteen P kautta kulkeva

—d

PQ:m normaali. Talloin m || £.

P ’)
m ]
s
l 9 IR

t

Kuva 236: HYPERBOLINEN AKSIOOMA PATEE KAIKKIALLA

Valitaan R € £\ {Q} ja olkoon ¢ pisteen R kautta kulkeva /:n normaah Valitaan

S € t siten, ettid PS 1 t. Koska P ¢ ¢, niin S # R. Koska PS ja £ ovat t:n
normaaleja, ne ovat yhdensuuntaisia. Viitteen todistamiseksi riittédd nyt osoittaa,

ettd PS # m, ja tdhin taas riittdéd se, ettd S ¢ m. Tehdddn antiteesi: S €
m. Talloin QRSP on suorakulmio, miké lauseen 2.5.26 mukaan merkitsee sité,
ettd jokaisen kolmion defekti on nolla, mikéi taas on vastoin lausetta 4.3.2 ja siis
mahdotonta. U

Seuraava lause sanoo, ettd hyperbolisessa geometriassa kolmiot ovat yhteneviit,
jos niilld on yhteneviit kulmat. Ei siis ole muita samanmuotoisia kolmioita kuin
yhteneviiset.
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LAUSE 4.3.4. (KKK-saintd). Olkoot AABC ja ADEF kolmioita, joilla
ANABC ~ ADFEF. Tilloin AABC =2 ADEF.

Todistus. Antiteesi: Kolmiot AABC ja ADFEF eiviit olekaan yhtenevid. KSK-
sddnnon nojalla AB # DE, BC # EF ja CA # FD. Kussakin néisstd on siis joko
7<” tal ”>”. Vaihtamalla tarvittaessa merkintoji (A <> D, B < E ja C < F)
voidaan saada aikaan, ettd ainakin kahdessa em. epéyhtéloisti esiintyy merkki ” <
Vaihtamalla vield merkintoji voidaan olettaa, ettdi AB < DFE ja AC' < DF ja
BC # EF. T:lloin voidaan valita P ja Q siten, etti D« P x E, D x Q * F,
AB = DP ja AC = DQ.

Kuva 237: KKK-SAANTO

SKS-s#dnnon nojalla ANABC = ADPQ. Oletuksen nojalla L F = £DPQ ja
AF =2 ADQP. Jos valitaan R siten, etta, Q x P x R niin ristikulmille pétee

LEPR = £QPD. Koska FQED Ja QEDR niin FEDR ja LFEP =2 L{FEPR,

jolloin lauseen 2.4.15 nojalla EF I PQ Talloin OFQPE on nelikulmio, jolla on
ainakin yksi pari yhdensuuntaisia vastakkaisia sivuja, eli puolisuunnikas. Jatdmme
harjoitustehtéiviksi todistaa, ettd tistd seuraa, ettd @ on kulman £ F sisilld ja E
on kulman £ FQP sisilld. Télloin

(LFEQ)° + (LQEP)° = (L4E)° ja ({FQE)°+ ({LEQP)° = ({FQP)°.
Tistd saadaan
def(AFQE) + def(AEQP) = 360 — ({F)° — (LE)° — ({EPQ)° — ({FQP)°.
Koska E * P+ D ja F % Q * D, niin
(LEPQ)° =180 — (LQPD)° ja ({FQP)° = 180 — ({PQD)°.
Toisaalta ({QPD)° = (LE)° ja ({PQD)° = (£F)°, joten saadaan
def(AFQE)+def(AEQP) = 360—(LF)°—(LE)°—(180— (£ E)°)—(180—(£LF)°) = 0.

Téméa on mahdotonta lauseen 4.3.2 nojalla. U

Euklidisessa geometriassa pitee lauseen 3.1.5 nojalla seuraava tulos: Jos £ ||
m, niin kaikki £:n normaalit ovat myds m:n normaaleja. Erityisesti £:114 ja m:1l4
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on direttéomén monta yhteistd normaalia. Hyperbolisessa geometriassa kaikki on
toisin.

LAUSE 4.3.5. Olkoot ¢ ja m yhdensuuntaisia suoria. T&lloin £:114 ja m:lld on
korkeintaan yksi yhteinen normaali.

Todistus. Antiteesi: Olkoot n ja t suorien ¢ ja m yhteisid normaaleja, mutta eri
suoria. Talloin leikkauspisteet muodostavat suorakulmion, mikd on lauseiden 2.5.26
ja 4.3.2 nojalla mahdotonta. U

Yhdensuuntaisilla suorilla on siis yksi tai ei yhtédin yhteistd normaalia. Standar-
dikonstruktiolla (kuten esimerkiksi lauseessa 2.4.17) saadaan aikaan yhdensuuntai-
sia, joilla on yhteinen normaali, mutta voidaan kysy#, onko yhdensuuntaisilla aina
yhteistd normaalia. Vastaus on kuin onkin kielteinen: On olemassa yhdensuuntai-
sia, joilla ei ole yhteistdi normaalia lainkaan. Tamé& nikyy Poincarén mallissa ja
todistetaan myohemmin lauseenakin Useimmilla — mité se sitten tarkoittaakin —
yhdensuuntaisilla on yhteinen normaali. Jos n&in on, sanotaan, ettid kyseiset suo-
rat ovat normaalisti yhdensuuntaisia, muussa tapauksessa eli silloin, kun yhteista
normaalia ei ole, sanotaan, ettd ne ovat asymptoottisesti yhdensuuntaisia. Nimitys
”asymptoottinen” selittyy myohemmin, ks. huom. 45.

Asiaan liitty likeisesti kéisite ”pisteen etéisyys suorasta”: Olkoon ¢ suora ja P ¢
¢ piste, sekd m pisten P kautta kulkeva /:n normaali ja () ¢:n ja normaalin m
leikkauspiste. Sanotaan, etté pisteen P etdisyys suorasta £, d(P,¢), on janan PQ
pituus,

d(P,¢) = PQ.

Télta asiat néyttéivit Poincarén mallissa:

Kuva 238: YHDENSUUNTAISIA POINCAREN MALLISSA

Kuvassa ¢ ja n ovat normaalisti yhdensuuntaisia, ¢ ja m asymptoottisesti yhden-
suuntaisia. Huomaa, etti timé ei ole mitenkiin itsestiinselviii!

Jos euklidisessa geometriassa ¢ ja m ovat yhdensuuntaisia ja P, R € m, niin
d(P,¢) = d(R,{). Tami seuraa suoraan siitd, ettd euklidisessa geometriassa suun-
nikkaan vastakkaiset sivut ovat yhtenevit. Euklidisessa geometriassa voidaan titen
maédritelld yhdensuuntaisten suorien £ ja m etdisyys asettamalla

d(¢,m) =d(P,¢), P mielivaltainen € m.



174 HYPERBOLISTA GEOMETRIAA

Kuva 239: EUKLIDISET YHDENSUUNTAISET

Hyperbolisessa geometriassa ei ndin voi menetelld. Pitee néiet seuraava lause.

LAUSE 4.3.6. Olkoot ¢ ja m yhdensuuntaisia suoria. T&lloin d(P,¢) = d(R,{)
korkeintaan kahdella eri pisteelld P, R € m.

Todistus.  Antiteesi: Olkoot P, R, S € m eri pisteité, joille pitee d(P,¢) =
d(R,?) = d(S,¢). Voidaan olettaa, ettd P x R x S. Olkoot A, B, C' € / siten,

— >

ettd AP 1 ¢, BR 1 {jaCS L /¢ jolloin Ax BxC.

A B c

Kuva 240: NORMAALIT HYPERBOLISET YHDENSUUNTAISET

Pienend harjoitustehtévini voi osoittaa, ettd L APR = A BRP, LAPS = LCSP ja
£ABRS = LCSR. Tilloin, koska P % Q * R, kulma £ PRB on yhtenevi tiydennys-
kulmansa £ BRS kanssa ja siten £ PRB on suora. Tilloin myos £ APFE on suora ja

siten JABRP on suorakulmio, mikéd hyperbolisessa geometriassa on mahdotonta.
O

Jos siis @ > 0, niin 4.3.6:n nojalla on olemassa korkeintaan kaksi eri pistettd
P,R € m, s.e. d(P,{) = d(R,?) = a. Voi sattua, etti téllaisia pisteitd on vain yksi
tai ei yhtd#dn. Jos niitd on kaksi, niin pétee seuraavaa:

LAUSE 4.3.7. Olkoot ¢ ja m yhdensuuntaisia suoria ja P ja R € m eri pisteitd
s.e. d(P,¢) = d(R,¢) = a. Talloin ¢ ja m ovat normaalisti yhdensuuntaisia.

Todistus. Olkoot A, B € € siten, etté PA L £ia RB 1 £,

A B

Kuva 241: KAKSI YHTA KAUKAISTA PISTETTA TUOTTAVAT YHTEISEN NORMAALIN
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Pienené harjoitustehtéviind voi osoittaa, etti AB:n keskinormaali on PR:n keski-
normaali ja siten £:n ja m:n yhteinen normaali. U

Jos ¢ ja m ovat asymptoottisesti yhdensuuntaisia, niin lauseen 4.3.7. nojalla
P,R € m d(P,¢) # d(R,{) = a aina, kun PR € m ovat eri pisteiti. Pétee
enemménkin:

LAUSE 4.3.8. Olkoot ¢ ja m asymptoottisesti yhdensuuntaisia suoria ja P ja
a > 0. T&lloin on olemassa yksikésitteinen P € m siten, ettéd d(P,{) = a.

Todistus sivuutetaan, koska se on mutkikas, varsinkin olemassaolopuoli. Katso-
taan kuitenkin mallia:

L
Kuva 242: ASYMPTOOTTISESTI YHDENSUUNTAISET

Huomautus 45. Poincarén mallissa tilanne on seuraava: Jos A ja B ovat m:n
(euklidiset) péitepisteet, kuten kuvassa, niin d(P,¢) — oo, kun P — A ja d(P, () —
0, kun P — B. Vastaava tilanne syntyy 4.3.8:n nojalla yleensikin, erityisesti siis
d(P,¢) — 0, kun P ”ldhestyy suoran toista padtd” euklidisessa mielessd. (Tamén
voisi tietysti ilmaista tdsméllisemminkin). Tamé& selittdd nimen ”asymptoottisesti
yhdensuuntaiset”.

Jos £ ja m ovat normaalisti yhdensuuntaiset ja a > 0, niin ”suurille” a 16ytyy
sellainen P € m, itse asiassa kaksikin sellaista, ettd d(P,¢) = a, mutta ”pienille” a
ei. Tamé ndkyy seuraavasta:

LAUSE 4.3.9. Olkoot ¢ ja m normaalisti yhdensuuntaisia ja n niiden yhteinen
normaali. Olkoon P m:n ja n:n sekéd @) suorien ¢ ja n yhteinen piste. Tlloin

PQ = min{d(R,!) | R € m}.

Kuva 243: LAUSE 4.3.9
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Todistus. Suoraan miiritelmin mukaan on PQ = d(P, /), joten riittdi osoittaa,
ettd d(R,¢) > PQ kaikilla R € ¢~ {P}. Olkoon S € / siten, etti RS L ¢,

jolloin RS = d(R,{). Pieneni harjoitustehtiviini voi todeta, etti (£R)° < 90,
ja koska hyperbolisessa geometriassa ei ole suorakulmioita, niin siis (4 R)° < 90.
Harjoitustehtéviksi jad myos osoittaa, ettd talloin PQ < RS. O

Poincarén mallissa normaali yhdensuuntaisuus ja lyhimmén etdisyyden kohta
néiyttavit siis talté:

k%

Kuva 244: LYHIN ETAISYYS

Pisteessd P € m minimoituu etdisyys d(P,¥) , missd P € m — jopa aidosti, kuten
lauseen 4.3.9 todistuksesta nikyy.

Muotoillaan lopuksi vield lause, joka kertoo, ettd asymptoottisia yhdensuuntaisia
on todella olemassa hyperbolisessa geometriassa.

LAUSE 4.3.10. Olkoon ¢ suora ja P piste sen ulkopuolella. T:llin P:n kautta
kulkee tédsmélleen kaksi suoraa, jotka ovat £:n kanssa asymptoottisesti yhdensuun-
taisia. Kaikki muut P:n kautta kulkevat {:n kanssa yhdensuuntaiset suorat — joita
on ddrettémin monta — ovat normaalisti yhdensuuntaisia.

Dedekindin aksioomaan perustuva todistus sivuutetaan tekstin pédttyessi té-
hén, vaikka p#édttely ei ole kovin hankala. Viimeisessd kuvassamme m ja n ovat
¢:n kanssa asymptoottisesti yhdensuuntaiset ja p ja ¢ ovat £:n kanssa normaalisti

yhdensuuntaiset.

ST

KUvA 245: SUORIA POINCAREN MALLISSA
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4.4. Lopuksi.

Jos oletamme, etté reaalilukujen jirjestelmé on ristiriidaton eiké joukko-opissa
eiké logiikassakaan ole ristiririitaa, niin koordinaattigeometria on olemassa ja on siis
malli euklidiselle geometrialle, joka téten on ristiriidaton. Poincarén malli osoittaa
talloin, ettd myos hyperbolinen geometria on ristiriiddaton, niin merkilliselté kuin se
aluksi saattaa vaikuttaakin. On edelleen helppoa konstruoida malli reaaliluvuille
lihtemélla hyperbolisen geometrian suorasta. Siten olemme viime kiéidessd todista-
neet, ettd ndmé kaikki kolme jérjestelméé ovat joko ristiriidattomia — tai sitten
ristiriitaisia. Ristiriitaa ei ainakaan vielé ole 16ytynyt.
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(H1)

(H2)
(H3)

(H4)
(H5)

(H6)

(HT)

(H8)

(H9)

(H10)
(H11)

(H12)
(H13)
(AA)

(DA)

(PAR)

(HYP)

Hilbertin tasogeometrioiden aksioomat

Jos P ja @) ovat eri pisteitéd, niin on olemassa yksi ja vain yksi suora, joka kulkee
seki P:n ettd Q:n kautta.

Jokaiseen suoraan siséiltyy ainakin kaksi pistettd.

On olemassa kolme eri pistettd siten, ettd miké&n suora ei kulje niiden kaikkien
kautta.

Jos Ax B x C, niin A, B ja C ovat eri pisteitd, joiden kaikkien kautta kulkee
sama suora ja C' * B x A.

Jos A ja B ovat eri pisteité, niin suoralla AB on pisteet C', D ja F siten, ettéi
CxAxB, AxDxBjaAxBxE.

Jos A, B ja C ovat eri pisteitd, jotka kuuluvat samalle suoralle, niin yksi ja vain
yksi seuraavista ehdoista on voimassa:

AxBxC, AxCx* B tai Bx AxC.

Olkoot £ suora sekd, A, B ja C pisteité, joiden kautta suora £ ei kulje. T&lloin on
voimassa:

(i) jos ABY ja BCY, niin ACY:

(ii) jos A¢B ja BLC, niin ACY.

—

Jos A ja B ovat eri pisteitid ja PQ) on mielivaltainen puolisuora, niin on olemassa
—

yksi ja vain yksi piste R € P(Q) siten, ettdi AB = PR.
Janojen yhtenevyys on ekvivalenssirelaatio eli:

(i) AB = AB (relaatio on refleksiivinen).

(ii) Jos AB = CD, niin CD = AB (relaatio on symmetrinen).
(iii) Jos AB=CD ja CD = EF, niin AB = EF (relaatio on transitiivinen).
Jos AxBxC, A xB' «C', AB= A'B’ ja BC = B'C’, niin AC = A'C".
Olkoon £ ABC' kulma, D_E) puolisuora ja P piste, joka ei sisélly suoraan D<_)E

—>

Silloin on olemassa yksi ja vain yksi puolisuora DF' siten, ettd FPDE ja
LABC = LAFDE.

Kulmien yhtenevyys on ekvivalenssirelaatio.

(SKS) Olkoot AABC' ja ADEF kolmioita siten, ettd LA = LD, AB = DFE ja
AC = DF'. Tallsin AABC = ADEF.

( Arkhimedeen aksiooma.) Olkoot AB ja C'D janoja. Tilloin on olemassa n € N
ja piste E siten, ettd Cx D x E ja CE = n - AB.

(Dedekindin aksiooma.) Olkoon ¢ suora, L = {P | P sisiltyy suoraan (} sen
kaikkien pisteiden joukko ja D; ja Do C L siten, ettd D; ja Dy toteuttavat
Dedekindin ehdot. T:lloin on olemassa tasan yksi piste P € L siten, etté kaikille
Q,R € L pitee Q * P x R, jos ja vain jos Q € Dy ja R € Dy tai Q € Ds ja
R e D;.

Toinen seuraavista.

(Euklidinen aksiooma) Jos ¢ on suora ja P piste, joka ei sisiilly suoraan A, niin
P:n kautta kulkee korkeintaan yksi /:n kanssa yhdensuuntainen suora.
(Hyperbolinen aksiooma) On olemassa suora ¢ ja piste P suoran ¢ ulkopuolella
siten, ettid P:n kautta kulkee ainakin kaksi eri /:n suuntaista suoraa.
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