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Kuva 139: KEHAKULMALAUSE TAPAUKSESSA A¢B

Todistus. Kisittelemme ensin tapauksen b) eli A¢B, jolloin jana AB leikkaa £:#.
Olkoon leikkauspiste R. Tilloin R on a:n sisélld ja siten lauseen 2.6.6 nojalla on
oltava P x R * (). Koska my6s A * R x B, niin lauseen 2.5.15 mukaan

({PBQ)° = ({PBA)° + ({LABQ)"°.

Lauseen 2.4.1 mukaan ({PQA)° = ({QPA)°, ({BPA)° = ({PBA)°ja({BQA)° =
(LABQ)°, jolloin 2.5.15:n mukaan ({QPB)° = ({BPA)°—({LQPA)° ja ({PQB)° =
(LBQA)° — (£QPA)°. Kolmion APQB kulmien astelukujen summa on 180, joten

(({PBA)° —(4£PQA)°)+ ((£4BQA)° —(£PQA)°)+ ((£BQA)° — (£LQPA)°) = 180,
josta saadaan
(%) (LBPA)° + ({BQA)° =90+ ({LPQA)°.

Toisaalta myos kolmion APQA astemittojen summa on 180, joten ({PAQ)° +
2(4PQA)° = 180, eli (LPQA)° = 90 — 1(LPAQ)°. Sijoittamalla téms kaavaan
(*) saadaan (£LPBA)° + (LABQ)° =90 + (90 — $(£LPAQ)°) = 180 — (L PAQ)°.
Tapauksessa b) viite siis pétee.

Tapaus a) on hieman mutkikkaampi. Oletuksen AB/¢ voimassa ollessa on nimit-

tédin kolme mahdollisuutta: i) A on kulman £PBQ sisill, ii) sen kyljelld tai iii)
sen ulkopuolella. Késittelemme tapaukset erikseen.

W
V4
B

Kuva 140: KEHAKULMALAUSE; AB{¢ JA' A KULMAN £ PB() SISALLA
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Tapauksessa i) eli kun A on kulman £PBQ sisilld, valitaan piste C siten, etté
CxAxBjaCA = AB, jolloin C' € a. Koska A on kulman £ PBQ sisillé, puolisuora

AC eli AB leikkaa janaa P(@Q. Olkoon leikkauspiste R. Koska R on ympyrin o
sisdlld, on B x R x C. Toisaalta ABY, joten ei voi olla B x R *x A, jolloin on oltava
B x Ax R jasiten Ax RxC. Nédin AVC ja voidaan soveltaa edelld todistettua b) -

kohtaa, jonka mukaan (£ PCQ)° = 180— 1 (£PAQ)°. Koska BC kulkee A:n kautta,
ovat kulmat L{CPB ja £CQB lauseen 3.1.20 perusteella suoria, joten ({CPB)° =
(LCQB)° = 90. Kolmioiden APCB ja APQB astemittojen summa on kumpikin
180, joten saadaan (L PCB)° + (LPBC)° = 90 ja ({QCB)° + (£QBC)° = 90.
Koska PxR*@Q, niin ({PCB)°+(£BCQ)° = ({PCQ)° ja ({PBC)°+(£LCBQ)° =
(LPBQ)°. Niistd yhdistamélld saadaan

({PBQ)° = ({PBC)° + (LCBQ)° = 90 — ({PCB)° + 90 — (LQCB)°

=180 — (LPCQ)° = 180 — (180 — %(APAQ)O) = Z(LPAQ)°

kuten pitadkin.

Kuva 141: KEHAKULMALAUSE; AB{¢ JA A KULMAN £ PB(@) KYLJELLA

Tapauksessa ii), jossa A on kulman APBQ kyljelld, voidaan merkintsji tar-

vittaessa vaihtamalla (P < Q) olettaa, ettd A on kyljelld B@, jolloin on oltava
B x Ax Q. Lauseen 2.4.1 nojalla ({BPA)° = ({PBA)° ja ({AQP)° = (LAPQ)°.
Koska B * A % @, niin ({BPQ)° = ({BPA)° + ({APQ)°. Toisaalta Thaleen
lauseen 3.1.20 nojalla £ BP(Q on suora, joten ({BPA)° + (LAPQ)° = 90. Koska
kolmion AAPQ astemittojen summa on 180, niin ({PAQ)° = 180 — 2(LAPQ)°
ja siis (LAPQ)° = 90 — 1(LPAQ)°. Niin ollen ({PBQ)° = ({PBA)° =
90 — (LAQP)° = 1 (LPAQ)° tissikin tapauksessa.

Kuva 142: KEHAKULMALAUSE; AB{ JA' A KULMAN £ PB({) ULKOPUOLELLA
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Tapauksessa iii), jossa A on kulman £PBQ ulkopuolella, on joko ABQP tai
ABPQ. Merkintoji tarvittaessa vaihtamalla voidaan olettaa, ettd ABQP, jolloin

suora B(@) leikkaa janaa AP pistessi R, joka on ympyrin « sisdpuolella ja silloin
on oltava B * R % Q. Lauseen 2.4.1 mukaan ({PBA)° = ({BPA)° ja ({QBA)° =
({BQA)°. Koska Bx R*(Q ja Ax Rx P, niin ({PBQ)° = ({PBR)° = ({BPA)° —
({BQA)°. Kolmiosta AABQ saadaan ({BAQ)° + 2(LBQA)° = 180 ja kolmiosta
AABP saadaan ({BAP)° +2(£BPA)° = 180. Koska B * R * () niin ({BAQ)° =
(LBAP)° + ({PAQ)°. Néisté yhtiloistd saadaan

1

(LPBQ)° = ({BPA)° — ({BQA)° = %(180 — (£BAP)°) = 5(180 - (£BAQ)”)

—~

(({BAQ)® — ({BAP)°) = %(APAQ)O.

N | =

g

Sinilauseen 3.1.14. nojalla nihdéén, ettd kolmion sivun pituuden suhde vastak-
kaisen kulman siniin on kaikissa kolmessa kulmassa sama:

BC CA _ AB
sin{A  sindB  sinLC’
Témé vakio on ldheisesséd yhteydesséd kolmion ympéri piirretyn ympyrén séteeseen.
Patee néet:

LAUSE 3.1.22. Olkoon AABC kolmio ja r sen ympéri piirretyn ympyrén séde.
T:lloin
BC

— 2.
singa "

Todistus. Olkoon O kolmion AABC ympiri piirretyn ympyrén « keskipiste. Vali-
taan D siten, ettd D x O x C' ja DO = r, jolloin D € v ja D # C.

C

>

KuvA 143: YMPARI PIIRRETYN YMPYRAN SADE, TAPAUS ADBC

Jos nyt D = B, niin Thaleen lauseen 3.1.20 nojalla £ A on suora ja siten sin £ A = 1.
Toisaalta BC' = DC = DO + OC = 2r ja siten viite pétee. Voidaan siis olettaa,

etti D # B, joten joko ADBC (kuten kuvassa) tai sitten ABCD. Kummassakin
tapauksessa ODBC joten kehiikulmalauseen 3.1.21 a) -kohdan mukaan

(+) (4BDC)° = L(«BOC)°.
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Tapauksessa ADBC on myos AOB<_C)', joten taas lauseen 3.1.21 a) mukaan (L A)° =
1(£LBOC)° = (4BDC)°® ja siten LA = £BDC ja erityisesti sin £A = sin 4BDC.

Tapauksessa AB?’D on AB(—)CO, joten kehikulmalauseen 3.1.21 b) -kohdan mu-

kaaan (£A)° = 180 — 1(£4BOC)° “ 180 - (LBDC)°. Sinin méiritelmin mukaan
siis sin LA = sin L BDC.

D

Kuva 144: YMPARI PIIRRETYN YMPYRAN SADE, TAPAUS ABCD

Molemmissa tapauksissa on siis sin £ A = sin £ BDC'. Nyt DC on ~:n halkaisija,
joten Thaleen lauseen 3.1.20 mukaan kulma £ DBC on suora ja siten

sin £ BDC = B:C
DC

ja edelleen

BC BC BC

sin<A _ sim<BDC BC/DC DC = DB+ 0C = 2r.

Kolmion ala.
Olkoon ANABC' kolmio. Olkoon D pisteen A kautta kulkevan BC':n normaa-

lin ja BC':n leikkauspiste Jana AD on kolmion AABC' korkeusjana. Vastaavasti
médritelldin korkeusjanat BE ja C'F (ks. kuva).

C

E

Kuva 145: KORKEUSJANAT
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Kolmion AABC' pinta-ala, jota merkitéén ala(ABC), méiritelldin asettamalla

ala(ABC) = :BC AD.

1
2

Huom. Ala on siis asettamamme mééritelmén mukaan ”puoli kertaa kanta kertaa
korkeus”. On tarkastettava, ettd médritelmé ei riipu siité, mikd sivu on valittu
"kannaksi”, ts. tulee olla

(%) sBCAD = {ABCF = ;AC BE.

-2

Tamé ndhdddn seuraavasti: Jos B # D, niin AADB on kolmio, vieldpid suora-

kulmainen, ja sin{B = % joten AD = ABsin{B. Jos myos B # F, niin

sin{ B = % eli CF = BC'sin £B. Siten %BC’AD = %BC’AB sin £ B = %EW
Jos B =D tai B = F, niin B =D = F' ja viite seuraa suoraan. Vastaavasti todis-
tetaan (¥):n jialkimméinen yht&lo.

Huom. Kolmion pinta-alalla on myos seuraava tarkoitusperidmme varten oleellinen
additiivisuusominaisuus: Jos AABC' on kolmio ja A x D % B, niin

ala(ABC) = ala(ADC) + ala(DBC).

A E D B

Kuva 146: ALAN ADDITIIVISUUS

Témé seuraa suoraan alan médritelmésta, silld kaikilla kolmioilla on téssé yhtei-
nen korkeusjana C'F.

Cevan lause.

Giovanni Ceval!® todisti vuonna 1678 seuraavan hyvin kiyttokelpoisen lauseen:

LAUSE 3.1.23 (Ceva). Olkoon AABC kolmio, Ax D« B, Bx ExC jaCx*FxA.
Jos janat AE, BF ja CD kulkevat saman pisteen kautta, niin

AD BE CF _
DB EC FA

18 G1o0vANNI CEVA 1647-1734. Italia
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E C

Kuva 147: CEVAN LAUSE

Todistus. Olkoon G janojen yhteinen leikkauspiste. Koska B x E'+ (' ja G on janalla
AFE, niin G on kulman LCAB = LCAD sisélld ja siten C * G * D. Kolmion
pinta-alan additiivisuuden nojalla ala(ADC') = ala(ADG) + ala(AGC) eli

(%) ala(AGC) = ala(ADC) — ala(ADG).
Vastaavasti
(xx) ala(CGB) = ala(BDC) — ala(BDG).

Kolmioilla AADC ja ABDC on sama AB:n vastainen korkeusjana, olkoon sen
pituus h. T&lloin

ala(ADC)  3AD-h , _
(3 * ) ala(BDC) =155~ BD ja vastaavasti
2
(55 ) ala(ADG) AD
ala(BDG)  BD

Yksinkertainen lasku osoittaa, ettd jos § = 5 = x, niin my6s =7 = z. Siis kaavojen

(%) - (% * *x) nojalla

ala(AGC) AD
ala(CGB) BD’

Vastaava pédttely osoittaa, ettd

ala(CGB) CF
ala(BGA) AF

ja
ala(BGA) BE
ala(AGC) CE

Siten

AD CF BE ala(AGC) ala(CGB) ala(BGA)

: : — . : -1
BD AF CE ala(CGB) ala(BGA) ala(AGC)

O
Cevan lauseelle pitee myos kidsinteinen tulos:

LAUSE 3. 1 24. Olkoon NABC kolmio, Ax D+« B, Bx ExC jaCxF x A. Jos
AD = 1, niin kaikki kolme janaa AE, BF ja CD kulkevat saman pisteen

BD AF
kautta.

QH“\
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Kuva 148: CEVAN LAUSEEN KAANTAMINEN
Todistus. Puomilauseen 2.3.11 nojalla AFE leikkaa janaa C'D. Olkoon leikkauspiste
G, jolloin siis C'x G x D. Koska GDBC ja ADBC niin AGBC jolloin on oltava

Ax G x E eli G on myos janalla AE. Puomilauseen nojalla BG leikkaa janaa AC.
Olkoon leikkauspiste F’. Koska FBAC ja ja EGAC, niin BGAC ja siten G on

janalla BF'. Nyt Cevan lause soveltuu ja saadaan g=g . i?: . % = 1. Kayttden
AD CF BE _ ssty CF — CF o _CF__ _ _CF__
oletusta =% - = - 2% = 1 saadaan tistd =5 = =% eli === = 57, Josta

edelleen CA-CF' =CA-CF eli CF' = CF. Koska F ja F’ ovat janalla C'A, niin
vilttamiéttd tialloin F = F'. Koska G on janalla BF’, niin se on siis janalla BF' ja
siten Gon tutkittavien kolmen janan leikkauspiste. O

Esimerkiksi kolmion keskijanat s.o. sivujen keskipisteitd ja vastakkaisia kirki
yhdistévit janat leikkaavat toisensa Cevan lauseen mukaan samassa pisteessé, kol-
mion painopisteessd.

LAUSE 3.1.25. Kolmion keskijanat jakavat kolmion kuuteen pienempéédn kol-
mioon, joilla kaikilla on sama pinta-ala.
Todistus.

E

Kuva 149: KESKIJANAT

Olkoon AABC kolmio, D sivun AB, E sivun BC ja F sivun C' A keskipiste seki
G keskijanojen AE, BF ja C'D yhteinen leikkauspiste, joka Cevan lauseen mukaan
on olemassa. Viite on siis, etti

ala(ADG) = ala(BDG) = ala(BEG) = ala(CEG) = ala(CFG) = ala(AFG).

Kolmioissa AADG ja ABDG on sama korkeusjana ja AD = BD, joten ala(ADG) =
ala(BDG@G). Vastaavasti ala(AFG) = ala(CFG) ja ala(CEG) = ala(BEG) ja lisiksi
ala(ADC) = ala(BDC) seki ala(ACE) = ala(ABE) ja ala(ABF) = ala(CBF).
Koska, kuten 3.1.24:n todistuksessa nihtiin, C' x GG * D, niin pinta-alan additiivi-
suuslauseen nojalla ala(ADC') = ala(ADG) + ala(AGC). Samoin A x F' x C' ja siis
ala(AGC) = ala(AGF) + ala(GFC). Siten ala(ADC) = ala(ADG) + ala(AGF') +
ala(GFC). Mutta, kuten todettiin, ala(AGF) = ala(GFC), joten

(%) ala(ADC) = ala(ADG) + 2 - ala(AGF).
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Vastaavasti ndhdéin, etta

(xx) ala(BDC) = ala(BDG) + 2 - ala(CEG).

Tiedetédin, ettéd ala(ADC) = ala(BDC), joten yhtiloistd (x) ja (x*) saadaan
ala(ADG) + 2 - ala(AGF) = ala(BDG) + 2 - ala(CEG).

Nyt kéytetddn tietoa ala(ADG) = ala(BDG) ja saadaan ala(AGF) = ala(CEG).
Vastaavasti voidaan néyttid, ettd ala(BDG) = ala(CEG) ja viite seuraa. O

LAUSE 3.1.26. Kolmion keskijanat jakavat toisensa suhteessa 2:1, ts., jos A, B,
C, D, E, F ja G ovat kuten lauseessa 3.1.24, niin AG = 2GE.

Todistus. Lauseen 3.1.25 mukaan ala(ACG) = 2 - ala(CEG). Niilld kolmioilla on
yhteinen korkeusjana (kiirjesté C, pituus h), joten %E -h = %E—G - h. Tésta viite
seuraa. U

LAUSE 3.1.27. Kolmion kulman puolittaja jakaa sen vastaisen sivun viereisten

sivujen suhteessa, ts., jos AABC on kolmio, B« D % A, ja AD on £A:n puolittaja,
niin

BD _ AP
DC AC’
A
B D C

Kuva 150: KULMAN PUOLITTAJA

Todistus. Sinin médritelmian mukaan sin L{CDA = sin £ BDA. Sinilauseen nojalla

CD sin£CAD

AC  sin£CDA

ja -
BD sin{DAB

AB sin{BDA’
Kulman puolittajan méiritelmén nojalla sin LCAD = sin £ DAB, joten

EoNa) AnD sindDAB D 5)
BD _ AB - sin {BDA __ AB

A A/ sindCA A
DC AC- sin ACDZ AC

g

LAUSE 3.1.28. Olkoon ANABC kolmio, vy sen siséén piirretty ympyréd, D ympyréin
~ ja sivun AB yhteinen piste, E ympyrdn v ja sivun BC yhteinen piste ja F
ympyrén v ja sivun C A yhteinen piste. Merkitiin a = BC, b = AC, ¢ = AB ja
vield s = 5(a+ b+ c). Tallsin AF = AD =s—a, BD=BE=s-b, CFE =
CF=s—c.
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Kuva 151: LAUSE 4.1.11

Todistus. Olkoon O ympyrian v keskipiste. Kuten lauseen 3.1.18 todistuksessa
nihdiin, etti AADO = AAFO, josta AF = AD. Vastaavasti BD = BE ja
CE =CF. Koska Ax FxC, Ax D B ja Bx ExC (Ks. jilleen 3.1.18:n tod.), niin
a=BE+EC,b=AF + FC jac= AD + DB, joten

1 1 1
s—a:§(a+b—l—c)—a:§(—a+b—l—c):5(—BE—EC+AF+FC+AD—|—DB)

1
= 5(-BE ~ EC + AF + CE + AF + BE) = AF.

Vastaavasti laskemalla saadaan muut viitteen kaavat. O

LAUSE 3.1.29. (Heron)' Olkoon AABC kolmio ja s = 1(AB + BC + CA)
sekd r kolmion ANABC siséén piirretyn ympyrén sédde. Télloin ala(ABC) = rs.

B

Kuva 152: LAUSE 4.1.12

Todistus. Kolmion pinta-alan additiivisuusominaisuuden nojalla ala(ABC') = ala(ABO)+

ala(BCO) + ala(CAO), missd O on sisédénpiirretyn ympyrén keskipiste. Lauseen
3.1.18 tarkastelujen nojalla néisséd kaikissa kolmessa kolmiossa on r:n mittainen

korkeusjana. Siten

ala(ABO) = 3r AB, ala(BCO) = ir BC, ala(CAO)=3rA
ja edelleen ala(ABC) = 2r AB + 2r 4+ 1r AC = rs. O

19HERON ALEKSANDRIALAINEN NOIN 10-75. Egypti
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Kolmion siséén piirretty ympyréd sivuaa kaikkia kolmion kylkisuoria. Voi ky-
syd, onko olemassa muita ympyroité, joilla on tdmé sama ominaisuus. Vastaus on
myonteinen, kuten seuraava kuva osoittaa: (Téssé siis AABC on annettu kolmio, 1
sisdén piirretyn ympyrén keskipiste ja I, I ja I. "ulkopuolelta sivuavan” kolmen
ympyrin keskipisteet.)

| a=P

Kuva 153: KOLMION SIVUJA SIVUAVAT YMPYRAT

Keskipisteet I, I ja I. 16ytyvit seuraavan lauseen perusteella. (Tamé muotoilu
antaa [,:n.)

LAUSE 1.3.30. Olkoon AABC' kolmio ja DxBx A sekid E+C'xA. 'Télloin kulmien
LA ja ADBC sekid L ECB puolittajat leikkaavat toisensa samassa pisteessé (joka
on etsitty 1I,).

Todistus. Olkoon BF ulkokulman £ECB puolittaja. Tallsin (LFBC)° < 90 ja
(LGCB)° < 90, joten (£FBC)° + ({GCB)° < 180. Eukleideen viidennen aksioo-

man eli lauseen 9.1.1 mukaan BF ja C'G leikkaavat toisensa jossain pisteessid P se.
PFBC ja PGBC. Tillsin P € BF ja P € CG eli P on PBF ja CG:n leik-
kauspiste. Olkoon Y, pisteen P kautta kulkevan :4_)0 :n normaalin ja E :n leikkaus-
piste ja Z, vastaavasti :4—)B:llii ja X, vastaavasti B(—>C’:lléi. Talloin Z, € B—l)) ~ {B},
X, € BO~ {B}, X, € BC~ {C} ja Z, € BD ~ {B}. Kaikki nims todistetaan
samalla tavalla, jolla lauseen 3.1.18 todistuksessa nahtiin, ettd S € AB ~ {A}.

Talloin myés Z, € @\{A} jaY, € A_C)'\{A}, koska Ax Bx D ja AxC x E.
Nyt ABX,P = ABZ,P ja ACX,P = ACY,P; timé seuraa SKK-sdidnnosti. Siis
Pz, = PX, 2 PY,. Tilloin NAZ,P =2 NAY,P, miki seuraa lauseesta 2.4.21 ja



IIT PARALLEELIAKSIOOMA 111

siten L Z, AP = LY, AP eli

(%) ABAP = LCAP.

>

Jana PY, ei voi leikata suoraa AB, silld jos @ olisi téillainen leikkauspiste, niin olisi
Q # Y, ja tilloin pitisi PQ < PY, = PZ,, joten olisi Q # Z, ja niin APQZ,
olisi kolmio, jossa £Z, on suora. Silloin olisi £Q) < £Z, ja siis lauseen 2.4.22

mukaan PZ, < PQ, miki ei ole mahdollista. Siten tosiaan PY,AB ja vastaavasti

nihdéén, ettd PZ, AC, joten P on kulman £ BAC sisélld. Ehdon (x%) mukaan P on
télloin kulman £ BAC = £ A puolittajalla ja siten kaikilla kolmella tarkasteltavalla
puolittajalla. U

3.2. Vihin kehittyneempéi euklidista geometriaa.

LAUSE 3.2.1. (Steiner ja Lehmus)?° Olkoon AABC kolmio, B x D x C ja

Ax E x C siten, ettd ADon kulman £CAB ja BE kulman £ ABC' puolittaja. Jos
AD = BE, niin AABC on tasakylkinen: AC = BC.

C

B

Kuva 154: STEINERIN JA LEHMUSIN LAUSE

Todistuksessa tarvitaan joitakin aputuloksia. Yksi niistd on, ettd Thaleen lau-
seelle 3.1.20 kéddnteinen tulos pédtee myds:

LAUSE 3.2.2.(Thaleen lauseen ki#inteinen puoli). Olkoon £LABC suora
kulma. Tilloin B on ympyrélld, jonka halkaisija on AC.

a g\ C
Al o)

KuvA 155: THALEEN LAUSEEN KAANTEINEN PUOLI

20 JAKOB STEINER 1796-1863 ja DANIEL CHRISTIAN LUDOLPH LEHMUS 1780-1863. Saksalaisia
kumpikin.
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Todistus.  Olkoon O janan AB keskipiste. Merkitéin o = (LBAC)°, § =

(LACB)°, v = (LABO)° ja 6 = (LOBC)°. Koska BO on kulman £ABC si-
silld ja L ABC on suora kulma, niin v + 6 = 90. Edelleen kulmasummalauseen
3.1.7 nojalla o + = 90. Riittéd osoittaa, ettd OB = OA(= OC). Antiteesi:
OB > OA tai OB < OA. Jos OB < OA, niin lauseen 2.4.22 mukaan v < «, jolloin
kaavoista a + 3 = 90 ja v 4+ 6 = 90 seuraa, etti 0 < §. Tilloin uudelleen lauseen
2.4.22 nojalla OB < OC. Nyt OA < OB < OC, miki on mahdotonata, koska O
on AC'm keskipiste. Vastavasti pasistisn ristiriitaan jos OA > OB. O

Seuraavan apulauseen sanoma on, etti kosini on vihenevi funktio.

LAUSE 3.2.3. Jos « ja 3 ovat kulmia siten, ettd o < 3, niin cos « > cos 3.

Todistus. 1° Olkoot ensin « ja ( teridvid kulmia. Voidaan olettaa (vrt. kosinin
méiritelmidn) , ettd = LABC, missid £C on suora kulma, jolloin siis

cos 3 =

s Ilse
=8

Koska a < (3, niin §:n sisdlld on puolisuora BD siten, ettd £ DBC = «. Puomi-

lauseen nojalla BD leikkaa janaa AC. Olkoon leikkauspiste E. Tistd voi vaikka
harjoitustehtéaviini paitelld, etta

cosa =cos LDBC = cos AEBC = B:C
BE

Koska siis cos 3 = %, niin riittéd osoittaa, etti BE < BA. Tdméa onkin helppoa,

sillis CE < CA, koska C x E * A, joten Pythagoraan lause antaa

BE = \/BC® + OF < \/BC® + CA” = BA.

2° Jos « on terdvd ja (0 on suora tai tylppéd, niin kosinin mééritelmén nojalla
suoraan cosa > 0 > cos 3.

3° Jos «a on suora niin 3 on tylppé, jolloin taas kosinin mééiritelmén nojalla
cosa = 0 > cos (.

4° Jaljelld on endd tapaus, jossa sekd a ettd [ ovat tylppid. Télloin acn ja
G:n tidydennyskulmat o’ ja 3’ ovat terdvid ja oletuksen o < [ perusteella o/ >
(3. Tallsin kohdan 1° nojalla cosa’ < cos 3, joten kosinin mééritelméin mukaan
cosa = —cosa’ > cosf = cosf. d

LAUSE 3.2.4. Olkoon a ympyréd ja A, B, C, D, E ja F € « siten, ettd seki
KLABC ettid LDEF ovat teréviéd kulmia. Télloin LABC < LDEF jos ja vain jos
AC < DF.
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KuvAa 156: PIENEMPI KULMA - PIENEMPI JANNE

Todistus. Koska kulmat ovat terdvid, ei Thaleen lauseen 3.1.20 perusteella AC
eikdi DF voi olla a:n halkaisija. T&lloin kehdkulmalauseen 3.1.21 mukaan, edelleen
kulmien terévyyden nojalla, ({ABC)°® = 1(£LAOC)° ja ({DEF)° = 1(4DOF)°,
missd O on a:n keskipiste.

7=" Olkoon LABC < £DEF. Tillsin ({AOC)° = 2(£LABC)° < 2({DEF)° =
(LDOF)°. Lauseen 3.2.3 mukaan

(%) cos LAOC > cos £LDOF.
Kosinilauseen nojalla

AC” = 04" + 00" — 20400 cos LAOC ja
(%) DF’ = 0D + OF — 20D OF cos £ DOF.

Viite AC < DF seuraa nyt ehdosta ().

7<” Oletetaan, etti AC' < DF. Kaavat (x) pitevit myos nyt, ja oletuksen nojalla
saadaan edelleen kaava (x). Tistéd ja lauseesta 3.2.3 seuraa, ettd LAOL < LDOF,

josta edelleen

(LABC)° = L(£LAOC)° < L(4DOF)° = ({ DEF)°
eli {ABC < £DEF. O

Huom: Edellisen lauseen viite ei pdde ilman oletusta kulmien terdvyydesté, joka
takaa, ettd jinteitd AC ja DF ”katsellaan keskipisteen puolelta”.

E

AW

Tassad AC < DF vaikka <ABC > <« DEF

Kuva 157: PIENEMPI KULMA - KUITENKIN SUUREMPI JANNE

LAUSE 3.2.5 (Ké&#nteinen kehikulmalause). Olkoot A, B, C, ja D eri pis-

teitd se. C’D:él—B) ja LACB = LADB. Tilloin on olemassa ympyrd « siten, ettd
A, B, C,D e .
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C D

Kuva 158: KAANTEINEN KEHAKULMALAUSE

Todistus. ANABC on kolmio. Olkoon 3 kolmion AABC' ympéri piirretty ympyré,
keskipisteend P. Olkoon vastaavasti v kolmion AABD ympéri piirretty ympyré,
keskipisteensd, R. Tarkastellaan kolmea eri tapausta; kulma £C = £D on joko 1)
suora, 2) terdvi tai 3) tylppé.

Tapauksessa 1) jana AB on lauseen 3.2.2 nojalla sekii 5:n ettd ~:n halkaisija,
joten (:lla ja v:lla on sama keskipiste, nimittdin janan AB keskipiste. Toisin sa-
noen R = P. Ympyrsilld § ja v on nyt my6s sama séde %E, joten ne ovat sama
ympyra ja kelpaavat etsityksi ympyriksi a.

Tapauksessa 2) P ei voi olla suoralla AB, silli muuten AB olisi f:n halkai-
sija, jolloin Thaleen lauseen 3.1.20 mukaan £C' olisi suora kulma vastoin oletusta.

Kehikulmalauseen 3.1.21:n nojalla C’P:él—)B , sillé lauseen vaihtoehto b) ei tule kysy-
mykseen, koska £C on terdvi. Vastaavasti myos DRAB. Koska oletuksen mukaan
CDAB, niin PRAB. Talloin kehikulmalauseen a) -kohdan mukaan

({(APB)° = 2({LACB)°® L™ 2({LADB)° = ({ARB)°.

Lauseen 2.6.9 nojalla sekd P ettd R ovat AB:n keskinormaalilla ja koska nyt PRE
ja LAPB = {ARB, niin on oltava P = R; tdm#hin seuraa vaikkapa ulkokulma-
lauseesta 2.4.19 sovelletuna kolmioon AAPR. Siis nytkin # = v kelpaa a:ksi.

R?
ﬁ‘
A "‘
B
Kuva 159: ULKOKULMALAUSEEN NOJALLA P = R.

Tapauksessa 3) joudutaan kehékulmalauseen 3.1.21 vaihtoehtoon b), jonka mu-

kaan CABP ja DABR. Tissikin tapauksessa oletus C DAB antaa tiedon PRAB
ja loppu menee samoin kuin kohdassa 2). U

Nyt voidaan lopulta todistaa Steinerin ja Lehmusin lause.
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Lauseen 3.2.1 todistus. Palautetaan aluksi mieleen lauseen oletukset ja viite:

AABC on kolmio, Bx DxC, Ax ExC , AD on kulman {CAB puolittaja ja BE
kulman £ ABC puolittaja ja AD = BE. Viitetiiin, etti AC = BC. Antiteesi:
AC # BC. Tillsin lauseen 2.4.9 b) perusteella £A # £B. Merkintjs tarvit-
taessa vaihtamalla voidaan olettaa, ettd £ A < AB. Tilloin myos %A{A < %LB
eli LCAD < L£CBE. Silloin kulman {CBE sisilti voidaan valita F siten, etté
£LCAD = L(FBE. Puomilausetta toistuvasti kiyttdmilld voidaan olettaa, ettéd
Ax FxD.

B

KuvAa 160: STEINERIN JA LEHMUSIN LAUSEEN TODISTUS

Nyt FDE<—C)' ja DBE?’, joten FBR'. Toisaalta FDE<—)B ja CDﬁ, joten FCﬁ.
Siten F' on LC'EB:n sisillé, joten E'F leikkaa puomilauseen mukaan janaa CB.

Néin CEFB. Toisaalta AEFC, joten ABEF. Tillsin voidaan kiyttdd lausetta
3.2.5, jonka mukaan A, E, F' ja B ovat samalla ympyrilli. Lukija voi todistaa

harjoitustehtévini, ettd kulmat L FAF ja £ FBE ovat ”puolikaskulmina” terdvii.

AxFxD oletus
AF < AD <t BE, joten lauseen 3.2.4 mukaan {ABF < {FAB. Mutta

tehtyjen valintojen nojalla saadaan ristiriita:

(KABF)® = ({LABE)*+(LEBF)° = L(4B)°+1(£A)°) “"S“" (£A4)° = («EAB)°.

OJ

Seuraavassa tarkastelussa osoitetaan, etti terdviikulmaisen kolmion korkeusjanat
(janat!) leikkaavat toisensa samassa pisteessi P (ks. lause 3.2.6), jota sanotaan ko.
kolmion ortokeskukseksi. Terdvikulmaisen kolmion korkeusjanojen ja vastaavien
kylkien leikkauspisteet kirkind muodostettu uusi kolmio on alkuperéisen ortokol-
mio. Lauseena 3.2.8 osoitetaan, ettd terédvikulmaisen kolmion ortokeskus on sen
ortokolmion sisdén piirretyn ympyrén keskipiste.

F_oC

D B

Kuva 161: ORTOKESKUS P JA ORTOKOLMIO ADEF
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LAUSE 3.2.6. Olkoon NABC teravaku]mamen kolmio, A x D x B s1ten etta

AB 1 CD B x E x C siten, etté BC € AEJ&C*F*A siten, ettd CA L BF
Télloin janat AE, BF ja C'D leikkaavat toisensa samassa pisteessd.
Todistus. Olkoot £, m ja n suoria, jotka toteuttavat ehdot

¢ || AC ja ¢ kulkee Bmn kautta

m || AB ja ¢ kulkee C':n kautta

n || BC ja ¢ kulkee A:n kautta.

Kuva 162: KORKEUSJANOJEN LEIKKAUPISTE

Lauseen 3.1.2 nojalla m ja n leikkaavat toisensa, olkoon leikkauspiste S; vastaa-
vasti m ja £ leikkaavat toisensa pisteessi () seki n ja £ pisteessi R. Koska ¢, m jan
ovat eri suoria, niin S, ) ja R ovat eri pisteitd ja ASQR on kolmio. Nyt nelikulmio
OABCS on suunnikas, joten AB = SC. Vastaavasti JABQC on suunnika,s joten

AB CQ ja siis SC = CQ Ja C on janan SQ kesklplste Koska AB 1L C’D ja
AB | m, niin 3.1.5:n mukaan CD 1L mja 81ten C’D on janan S keskinormaali.
Vastaavasti ndhddédn, ettd AE on janan SR ja BF janan QR keskinormaali. Nyt

voidaan kiyttdid lausetta 3.1.7, jonka mukaan AFE, BF ja C'D leikkaavat toisensa
samassa pisteessd P. Jotta nimenomaan korkeusjanat leikkaisivat P:ssé, pitdd olla
AxPxFE, BxPxF ja CxPxD. Tassé tarvitaan AABC'n terdvikulmaisuutta. Sen
nojalla néhdéén ensin (kuten suorakulmion olemassaoloa koskevan lauseen 2.5.25

todistuksessa), ettd Ax D*x B, Bx ExC ja C *x F' % A. Talloin A@B ja BEE),
joten ACDE ja siten A x P x E. Muut ehdot todetaan vastaavasti. U

LAUSE 3.2.7. Mielivaltaisen kolmion korkeusjanat tai niiden jatkeet leikkaavat
toisensa samassa pisteessa.

— —

Todistus. Edellisen lauseen todistuksen alkuosassa, jossa nihtiin, etti AFE, BF ja

>

CD leikkaavat toisensa samassa pisteessi P, ei tarvittu oletusta kolmion terdvi-
kulmaisuudesta! O

LAUSE 3.2.8. Olkoon ANABC' terdvikulmainen kolmio ja ADEF sen ortokol-
mio. Tilloin NABC:n ortokeskus on kolmion ADFEF' sisdénpiirretyn ympyréin
keskipiste.
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Kuva 163: ORTOKESKUS

Todistus. Olkoon H kolmion AABC ortokeskus ja O sen ympéri piirretyn ympyrin
~ keskipiste. Olkoon P ympyrillé v siten, ettd PxOxC, jolloin P # B, silld muuten

£ A olisi suora kulma. Siten £ BPC on kulma ja BC' ei kulje O:n kautta. Jos
nyt APBC — kuten kuvassa — niin kehikulmalauseen 3.1.21 mukaan { BPC' &

£BAC. Ja todellakin on APB(—>C’, silld muuten olisi AB(—)C’P ja edelleen OEC)'A,
jolloin kehékulmalauseen b) -kohdan mukaan

<90
—

(£4BAC)° =180 — 2(£BOC)° > 90

vastoin terdviikulmaisuusoletusta. Siis todellakin £ P = £ A.

Olkoon A’ janan BC keskipiste, jolloin SSS-sdénnén nojalla kolmiot ABA’O
ja CA’O ovat yhtenevit ja siten £ BA’O on suora kulma. Thaleen lauseen 3.1.20
nojalla myds £ PBC on suora kulma ja siten APBC ~ AOA'C, jolloin L A’OC =
A£P ja edelleen LA'OC =2 LBAC = {LBOA’. Merkitdin @ = 90 — ({BAC)°.
Kolmio BOC on tasakylkinen ja ({BOC)° =2 - ({BAC)°, joten

(£4OBC)° = (£40CB)° = $(180 — (LBOC)°) =90 — (BAC)° = a.

Koska kulmat £ BFC ja £ BEC ovat suoria ja koska FEBC (miki seuraa siité,
ettd AABC on terdvikulmainen, jolloin B x F x A ja C x E x A eli FABC ja
EABC), niin kiiéinteisen kehikulmalauseen 3.2.5 perusteella pisteiden B, F, E

ja C kautta kulkee ympyrd. Koska BCFFE seuraa taas kolmion AABC' terivi-
kulmaisuudesta, saadaan lauseen 3.1.21 perusteella L FBE = {FCFE ja edelleen
£LABE = LFCA. Suorakulmaisesta kolmiosta ABAFE voidaan kulmasummalau-
seen avulla laskea: ({ABF)° = « ja siten myos (L FCA)° = a.

Vastaavasti myos A, F', D ja C' ovat samalla ympyrélld ja kehikulmalauseen
nojalla ({HDF)° = (LADF)° = ({FCA)° = «. Samoin p#iitelldén, ettd

({HDE)° = «, joten CH on kulman £FDE puolittaja. Erityisesti siis H on
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kulman £ FDFE puolittajalla. Vastaava tarkastelu, merkintsji tietenkin vaihtaen,
osoittaa, ettd H on myts kulmien {DFEFja {DFFE puolittajalla. Siis H on
ADFEF:n kulmanpuolittajien leikkauspiste eli ADFEF:n sisédén piirretyn ympyrian
keskipiste. U

Ortokeskus eli korkeusjanojen leikkauspiste méiriteltiin edelld ainoastaan teri-
vikulmaiselle kolmiolle. Huomautuksen 3.2.7 mukaan korkeusjanojen m#irdsamit
suorat leikkaavat myos tylppé- tai suorakulmaisessa tapauksessa. Sovitaan, ettd
tylppéd- tai suorakulmaisen kolmion ortokeskus on néiden suorien leikkauspiste.
Lause 3.2.9 pitee myos tylppé- tai suorakulmaiselle kolmiolle, mutta todistus on
kirjoitettava uudestaan, silld pisteet vaihtavat jérjestystdén.

LAUSE 3.2.9. Olkoon NABC' terédvikulmainen kolmio, H sen ortokeskus, G sen
painopiste ja O sen ympaéri piirretyn ympyrén keskipiste. Télloin H, G ja O ovat
samalla suoralla ¢ ja G jakaa janan OH suhteessa 2:1 siten, ettd HG = 2-GO. Jos
O = H, niin myos G = H.

Huom. Lauseen 3.2.9 suoraa ¢ kutsutaan kolmion AABC FEulerin suoraksi?!.

Kuva 164: EULERIN SUORA

Todistus. Olkoon A’ sivun BC' keskipiste, B’ sivun CA keskipiste ja C’ sivun
AB keskipiste. On sopiva harjoitustehtéivii osoittaa, ettdi ABA'C' ~ ABCA.
Tastd seuraa, etti LC = LBA'C’'. Jos valitaan T siten, ettd C’ x A’ x T, niin

LC'A'B =2 LTA'C 7ristikulmina” ja AB?’T (koska AC’B<—C>' ja C”B(—C>’T), jolloin
lauseen 2.4.15 nojalla AC' || A'C’. Vastaavasti néhdéén, ettd A’B’ || AB ja
B'C’ || BC. Tillsin nelikulmiot OBA'B'C’, JAC'A’B’ ja OCB'C’' A’ ovat suun-
nikkaita. On toinen sopiva harjoitustehtéivi osoittaa, ettéd mielivaltaisen suunnik-

kaan ldvistdjéit puolittavat toisensa. Siten janat C'A’ ja BB’ leikkaavat pisteessé
P siten, ettéi C'P = PA’. Tialloin P on janan C’A’ keskipiste ja siten B'P on

21LEONHARD EULER 1707 - 1783. Sveitsi-Vensji-Saksa.
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AA'B'C":n keskijana. Siis keskijana B’P on janalla BB’ eli AABC':n keskija-
nalla. Vastaavasti nihdéén, ettd myos muut AA’B’C’:n keskijanat ovat vastaavilla
keskijanoilla, joten AA’B'C":n ja toisaalta AABC:n keskijanat leikkaavat kaikki
samassa pisteessii G. Siten G on myos kolmion A’B’C’ painopiste.

Olkoon D suoralla BC siten, etti AD | BC,
F suoralla fT)C siten, etta B(TC 1 fTC)’,
U suoralla A’'B’ siten, ettd C'U L A'B’,

ja  V suoralla B'C’ siten, ettd C'U 1L A'B’.

Koska A'B’ || AB niin lauseen 3.1.5 mukaan C'U L A'B’ ja koska C” on janan AB
keskipiste, niin C'U on AB:n keskinormaali. Koska AB:n ja BC:n keskinormaalit

leikkaavat AABC':n ympiri piirretyn ympyrin keskipisteessd O ja toisaalta C'U

ja A’V leikkaavat AA’B’C’:n ortokeskuksessa, piste O on AA’B’C’:n ortokeskus.
Koska

A'B'|| 4B BC || BC' ja AC | AC,
niin on kolmas sopiva harjoitustehtévi osoittaa, etta
(%) NABC ~ NA'B'C'.
Koska A’ on BC'n keskipiste ja ABA'C’ ~ ABC A, niin lauseen 3.1.10 nojalla

Nyt O on kolmion AA’B’C" ja H on kolmion AABC ortokeskus, joten ehtojen (x)
ja (*x) mukaan voi neljintend harjoitustehtéviné osoittaa, etté

'0 = 5;GA.

N[

Koska O on BC':n keskinormaalilla ja AD L BC| niin pétee joko 1°: OA || AD tai
2°: OA = AD.
Tapaus 1°: Téssd A’ # D ja merkintdjé tarvittaessa vaihtamalla (B < C)

voidaan olettaa, ettd BDAA’ kuten kuvassa, jolloin Bx Dx A’ miki seuraa kolmion
AABC teriviikulmaisuudesta. Koska AABC ~ AA’B’C’ niin myss AA’B’C’ on
teréviikulmainen ja siten B’V «C’. Koska 4B = AL B’, ja 4D = £V (suora kulma)
niin AABD ~ AA’B'V. Koska AABC ~ AB'A'C, niin B'A’ = 1AB ja siten
3.1.10:n nojalla B’V = %ﬁ Koska B x D A’ niin BD < A’/B=1.BC = B'C".
Koska P on B’C":n keskipiste, niin B’C’ = 2-B’P. Siten B'V = 1BD < 32B'P=
B'P ja koska B %V % C’ niin on oltava P * V x B' eli C' * P x V Koska P sisilyy
suoraan AA’ niin C’ AA’ V. Koska kolmion AA’ B'C’ teravakulmalsuuden nojalla

O sisiiltyy suoraan A’V niin VOAA’ ja siten OAA’ B ja edelleen OAA’ D. Nyt siis
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OA" || E), joten lauseen 3.1.4 mukaan £ DAA’ = LPA’A. Terévikulmaisuuden
nojalla on A* G x A’ ja Ax H * D, joten on voimassa

(5 5 ) AHAG ~ NOA'G.

Erityisesti {AGH ~ £ A’GO. Koska A x GA" ja = AA’H (miki seuraa siitd, ettd

OAA’D ja A x H % D), niin yhtdlo AHAG = AOA’'G ovat ristikulmia koskevan
tuloksen 2.4.6 nojalla mahdollinen vain kun H * G * O.

0?

Al

Kuva 165: LAUSEEN 3.2.9 TODISTUKSESTA

Ehto HG = 2 - GO seuraa edelld todistetusta tiedosta A’O = % - AH, tiedosta
AHAG ~ NOA'G ja lauseesta 3 1.10. Tapaus 1°0n késitelty.

Tapaus 2°: Nyt oletamme OA = AD Talloin A" = D ja AD on BC'n kes-
kmormaah ja myos keskljana Nyt pisteet H, G ja O sijaitsevat samalla suoralla

AD Jos O = H, niin BE on AC:n keskinormaali ja keskijana, joten G' on suorilla

BE ja AD, siis sama kuin niiden leikkauspiste O eli H. Voidaan siis olettaa, etté
O # H. Edelld on todettu, ettd A’O = % - AH ja AG = % -GA. Koska ANABC
on terdvikulmainen, on A x H x A’ ja aina A x G * A’. Lisiksi, kuten todettiin, O
on kolmion AA’B’'C" ortokeskus ja AA’B'C" ~ ANABC, joten myos AA’B’C’ on
terdvikkulmainen ja siis A" x O * V. Koska A x P« A’, niin télloin A’ * O x A. Siis

pisteet H, G ja O sijaitsevat samalla suoralla AA" ja joko A"« O x H (tapaus i) tai
sitten A’HO (tapaus ii).

Tapauksessa i) eli olettaen A’ * O * H on O * H x A, joten OA > HA ja
A0 = % -AH < % -OA. T:llsin on oltava A’0O < % - AAx, silla A’O + OA = AA’.
Ehdosta A’G = % - GA saadaan A'G = % - AA’, joten A’ x O * G. Lisiksi ehdosta
% -AH = A0 < % - AA" saadaan AH < % - AA’, jolloin, koska AG = % - AA’, on
G x H x A. Tilloin

A’ *O*G G*H*A 1

oG AG-A0=1% GA-L AH -GH

eli viite pitee. Vastaavasti tapauksessa ii) eli kun A’ x H x O voidaan péitelld, ettd

AO>AH = §-AH >AH — AH< AN = A'xGxO0,

2

josta
A’ *G*O

oG A0-AG=1%. A0 -1 . A€ L HG.

N[ —
N[
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IV Liikkeet ja Poincarén malli

" Tyhjisti olen luonut ihmeellisen wuden maailmankaikkeuden.” (Janos Bolyai)

Luvussa IV konstruoidaan Poincarén malli, jossa muut aksioomat pétevit, mutta
paralleeliaksiooma ei. Konstruktion pohjana on euklidinen geometria, joten tulee
todistetuksi, etti jos euklidinen geometria on ristiriidaton, niin myods geometria,
jossa paralleeliaksiooma ei péde on ristiriidaton. Sellaisessa geometriassa syntyy
uudenlaisia ja outoja geometrisia tilanteita. Pitee esimerkiksi kolmioiden yhtene-
vyyskriteeri KKK. Tété epdeuklidista, tisméallisemin sanoen hyperbolista geometriaa
kehittivit ensimmaéisiné Bolyai, Lobatsevski ja Gauss.??

Aloitamme tarkastelemalla peilauksia euklidisessa geometriassa ja jatkamme
konstruoimalla halutun mallin niiden avulla. Jatkossa samastetaan — mukavuus-
syistd — suorat ja niiden pisteiden joukot, ts. kdytetddn tulkintaa ¢ = {P ‘
¢ kulkee P:n kautta} ja merkitdéin P € ¢, kun ¢ kulkee P kautta. Muiste-
taan myos, ettd huomautuksen 11 yhteydessd on sovittu merkittéivin 7 = {P ‘
P on piste}. T on siis "koko taso”.

4.1. Peilaukset.

Peilaus suoran suhteen.
Masritelmi 4.1. Olkoon ¢ suora. Peilaus suoran ¢ suhteen on kuvaus
1: T =T,

joka médritelldéin seuraavasti. Jos P € ¢, niin i(P) = P, ja jos P ¢ ¢, niin olkoon m
pisteen P kautta kulkeva ¢:n normaali ja () suorien ¢ ja m leikkauspiste. Sovitaan,
ettd i(P) on piste, joka toteuttaa ehdot i(P) * Q * P ja i(P)Q = QP.

KuvaA 166: PEILAUS SUORAN SUHTEEN

Huomautus 35. Normaalin olemassaolon ja yksikésitteisyyden sekéd aksiooman
(H8) nojalla i(P) on olemassa ja yksikésitteisesti médritty jokaisella P, joten ¢
on kuvaus. Edelleen méiritelmésti seuraa, etté i(i(P)) = P kaikilla P, joten ¢ on
itsensi kisinteiskuvaus, i = i1, erityisesti ¢ on bijektio.

LAUSE 4.1.1. Olkoon i peilaus suoran ¢ suhteen ja m mielivaltainen suora. Til-
16in i(m) on suora.

22JANos BoLyval 1802-1860. Unkari (nyk. Romaniaa), CARL FRIEDRICH GAUSS 1777-1855.
Saksa. NIKOLAI IVANOVITS LOBATSEVSKI 1792-1856. Ven#jé.
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Huomautus 36. Tihéin tarvitaan tulkintaa suorasta pistejoukkona. Alun perin-
hén ¢ ei kuvaa suoria minnekéédn, vaan ¢ on mééritelty ainoastaan pisteille ja ku-
vajoukkokin muodostuu pisteistd. Lause 4.1.1 takaa, ettd luonnollisella tavalla
muodostuu kuvaus {suorat}—{suorat}.

Todistus. Jos m = £, niin i(m) = ¢ ja asia on selvi. Olkoon siis m # ¢. Téssd on
kaksi mahdollisuutta: joko a) m || ¢ tai sitten b) m leikkaa suoraa .

Kuva 167: PEILIN SUUNTAISEN SUORAN PEILIKUVA ON SUORA

Tapaus a):  Olkoon P € m mielivaltainen ja ¢ pisteen i(P) kautta kulkeva
suora siten, ettd ¢ || £. Suoran ¢ olemassaolo seuraa lauseesta 2.4.18. Osoitetaan,
ettd i(m) = t.

Osoitetaan ensin, ettd i(m) C t. Olkoon R € m. Tapauksessa R = P ainakin on

—>

i(R) € t. Olkoon R # P. Olkoon @) suorien ¢ ja Pi(P) leikkauspiste ja S vastaavasti

—>

suorien ¢ ja Ri(R) leikkauspiste. Peilauksen ¢ médritelmén mukaan P * Q % i(P) ja

R+ S«i(R) jasuorat Pi(P) ja Ri(R) ovat £:n normaaleja. Lauseen 2.4.17 mukaan

Pi(P) || Ri(R). Koska m || ¢, niin OSQPR on suunnikas. Lauseen 3.1.9 nojalla
RS = PQ, joten i méiiritelmin mukaan S i(R) = SR = PQ = Qi(P). Lauseen

3.1.5 ja t:n valinnan mukaan Pi(P) ja Ri(R) ovat myos ¢:n normaaleja. Erityisesti

>

Ri(R) leikkaa suoraa t, olkoon leikkauspiste A.

Kuva 168: APUPISTE A

Tassd A i(P)QS on suunnikas, joten 3.1.9:n mukaan SA = Q i(P). Siten Si(R) =
SA. Koska m || ¢, niin PR{ ja koska t || ¢, niin Ai(P)t. Toisaalta P{i(P) ja

RCi(R), joten Ai(P)¢. Tillsin A € Si(R). Koska siis Si(R) = SA, niin tdméi
on aksiooman (H8) yksikisitteisyyspuolen nojalla mahdollista ainoastaan, mikili
A = i(R). Koska A € t, niin siis i(R) € t, kuten pitdikin.

Toisensuuntainen inkluusio i(m) D ¢ voidaan todistaa edellisen avulla. Olkoon
nimittéin edelleen R € m. Nyt i(P) € t, t || ¢ ja m on pisteen i(i(P)) = P kautta
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kulkeva suora siten, ettd m | ¢. Edellisen inkluusion nojalla i(t) C m. Titen
t=1i(i(t)) C i(m).

Tapaus b): Leikatkoon m suoraa ¢ pisteessd A. Olkoon P € m ~\ A. Koska i

on injektio ja i(A) = A, niin i(P) # A, joten Ai(P) on suora. Osoitetaan, ettd
i(m) = Ai(P). Osoitetaan taas ensin inkluusio i(m) C Ai(P). Olkoon R € m

>

mielivaltainen. Jos R = A, niin i(R) = A € Ai(P). Voidaan siis olettaa, ettd
R # A. Olkoot suoran ¢ normaalit pisteiden P, R ja A kautta nimeltddn n, r ja
a. Lauseen 2.4.16 mukaan n, r ja a ovat yhdensuuntaisia. Olkoon () suorien n ja £
sekd S suorien r ja ¢ leikkauspiste. Téssé on kolme mahdollisuutta: joko i) P € a,

ii) RPa tai sitten iii) RaP.

®) --i(m)
¢ e ¢
: G
i) a i) a r nl ™M
1 j:::F:Z F 4
T IR a n P m

ii)
Kuva 169: PEILIN LEIKKAAVAN SUORAN PEILIKUVA ON SUORA

Tapaus i):  Téssin =r =a ja A = Q = 5, joten kuvauksen ¢ méiritelmin
mukaan i(R) € RS = P(—Cj =i(P)Q = Ai(P).

Tapaus ii):  Koska r || a ja n || a, niin myss SQa ja i(R)i(P)a. SKS-
sddnnon nojalla on APQA = Ai(P)QA ja ARSA = Ni(R)SA. Tilloin, koska nyt
ALRAS = LPAQ, saadaan £i(P)AQ = LPAQ = £LRAS = £Li(R)AS = £i(R)AQ,

—

missé viimeinen yhtilo seuraa siité, ettd SQa. Koska RPa, niin R € AP \ {A},
jolloin myds RP{. Télloin peilauksen i médritelmén nojalla i(R) i(P)¢. Koska nyt
Li(P)AQ = £Li(R)AQ, niin aksiooman (H11) yksikiisitteisyysosan nojalla on oltava

_ — _—

Ai(P) = Ai(R). Siten i(R) € Ai(P) C Ai(P).

Tapaus iii):  Koska r || @ ja n || a, niin myos Sa@ ja i(R)Ai(P). Erityisesti
siis S * A x Q. Valitaan T siten, ettd T x A x i(P), jolloin lauseen 2.4.6 nojalla
LSAT = Li(P)AQ. Vastaavasti, koska R x A * P, niin L{RAS = LPAQ. Kuten
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kohdassa ii) on nytkin APQA = Ai(P)QA ja ARSA = Ai(R)SA, jolloin saadaan
ATAS = Li(P)AQ = LPAQ = LRAS = Li(R)AS.

Koska T % A % i(P), niin T¢i(P) ja koska R * A * P, niin R(P. Koska Pli(P)
ja RCi(P), niin saadaan, ettd Ti(R)¢. Tilloin ehdon LTAS = Li(R)AS no-

jalla on oltava AT = Ai(R). Koska T * A % i(P), niin AT Ai(P), jolloin siis

i(R)e%):ﬁ’cm.

Toisensuuntainen inkluusio i(m) D t saadaan taas edellisen avulla, silld i(Ai(P)) C

_— s

Ai(i(P)) = AP = m, joten Ai(P) = i(i(Ai(P))) C i(m). 0

LAUSE 4.1.2. Peilaus suoran suhteen séilyttéa vélissédolon seké janojen ja kulmien
yvhtenevyyden. Tarkemmin sanoen:
(1) Jos ¢ on suora ja i peilaus £:n suhteen seké A* B C| niin i(A) xi(B) *i(C).
(2) Jos PR on jana, niin PR = i(P)i(R),
(3) jos vielda L ABC' on kulma, niin £i(A)i(B)i(C) = LABC.

Todistus. (2) Osoitetaan ensin, ettd PR = i(P)i(R). Jos PR = ¢, niin i(P) = P
ja i(R) = R, ja asia on selvii. Olkoon siis PR # ¢. Tissé on kaksi mahdollisuutta,;

a) PR || ¢ tai sitten  b) 1?2 leikkaa suoraa /.

Tapaus a): Kuten lauseen 4.1.1 todistuksen a) -kohdassa néhdééin nytkin, etté
myos ¢(P)i(R) || £. Lauseen 3.1.2 nojalla PR | i(P)i(R). Koska lauseen 2.4.16

nojalla Pi(P) || Ri(R), niin ORPi(P)i(R) on suunnikas. Lauseen 3.1.9 nojalla
i(P)i(R) = PR.

Tapaus b): Kiytetéén lauseen 4.1.1 todistuksen b) -kohdan merkintdja. Huoma-
taan ensin, ettd jos P # A, niin AP = Ai(P). Jos A = @, niin tim# seuraa suoraan
peilauksen i médritelmésti ja muuten tdmé seuraa siitd, etti APQA = Ai(P)QA.
Jos nyt toinen pisteistd P tai R on A, niin asia on selvi, silld i(A) = A. Voidaan
siis olettaa, ettd P, R # A. Tilloin joko i) Rx A% P, i) Ax R« P tai iii)
Ax P xR.

Tapaus i):  Kuten lauseen 4.1.1 todistuksen -kohdassa nihtiin, i(R) € AT ~
{A}, missé T * A *i(P), joten myts i(R) x A i(P). Koska nyt siis i(R)A = RA ja
Ai(P) = AP, niin viite i(R) i(P) = RP seuraa suoraan aksioomasta (H10).

E—

Tapaus ii):  Lauseen 4.1.1 todistuksessa néhtiin myos, ettd i(R) € Ai(P).
Koska liséiksi a || £ jar || n, niin on oltava Axi(R)*i(P). Koska nyt siis Ai(R) = AP
ja Ai(P) =2 AP, niin viite seuraa kuten kohdassa i), paitsi ettd aksiooman (H10)
sijasta kiytetddn lausetta 2.4.2.

Tapaus iii):  Palataan kohtaan ii) vaihtamalla merkintsja (P < R).
(1) Olkoon A % B« C. Tillsin 2.5.4:n nojalla AB + BC = AC. Kohdan (2)
nojalla pétee talloin

W(A)i(B) + i(B)i(C) = i(A)(0).
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Lauseen 2.5.6 nojalla saadaan heti i(A) x i(B) % i(C).

(3) Olkoon £PQR kulma. Télloin APQR on kolmio. Lauseen 4.1.1 nojalla
Ai(P)i(Q)i(R) on myds kolmio ja kohdan (2) sekii SSS-séédnnon nojalla APQR =
Ai(P)i(Q)i(R), jolloin £PQR = i(P)i(Q)i(R). O

LAUSE 4.1.3. Peilaus suoran suhteen kuvaa ympyrdt ympyroiksi. Tarkemmin

sanoen, jos { on suora ja i peilaus {:n suhteen seki o on A-keskinen a-sédteinen
ympyréd, niin i(«) on i(A)-keskinen a-séteinen ympyré.

AN

i(A) \ i(or)

Kuva 170: YMPYRAN PEILAUS SUORASSA

Todistus. Perustelu on sopiva harjoitustehtavi. U

Inversio ympyrin suhteen.
Miaritellddn seuraavaksi peilaus eli inversio ympyrén suhteen:

Misdritelméi 4.2. Olkoon o ympyré, keskipiste A, sidide a > 0. Merkitdan X =
{pisteet} \ {A} ja médritelldin kuvaus i : X — X seuraavasti: Jos P € X, niin

i(P) € AP se.

CL2

T AP

Lauseen 2.6.3 nojalla i(P) on aina olemassa. Lisiiksi lauseen 2.5.5. ja aksiooman
(H8) nojalla i(P) on yksikiisitteinen. Tdten myos ¢ : X — X on hyvin mééritelty
kuvaus. Sanotaan, ettd ¢ on peilaus eli inversio ympyrin « suhteen.

Ai(P)

Huomautus 37. Suoraan mééritelméstd seuraa, ettd Ai(P) = AP kaikilla P,
joten Ai(i(P)) = Ai(P) = AP ja
2 2 L
Aii(P)) = — = Y _4p,

Ai(P) a?/ AP

joten i(i(P)) = P kaikilla P, joten i on itsensi kisnteiskuvaus, i = i1, ja erityisesti
¢ on bijektio X — X.

Huomautus 38. Todistamme myshemmin, ettd peilaus tapahtuu kuvan 171 mu-
kaisesti.
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Kuva 171: PEILAUS YMPYRASSA TOTEUTETTUNA EUKLEIDEEN TYYLIIN

Tama4 tieto on auttanut keksimididn monet seuraavista lauseista.

LAUSE 4.1.4. Olkoon o ympyré, keskipiste A, sédde a seké i peilaus a:n suhteen.
Télloin i(«) = « ja liséksi P € X on «:n sisépuolella, jos ja vain jos i(P) on a:n
ulkopuolella. Edelleen, jos A x P x R, niin A xi(R) *i(P).

Todistus. Perustelu on sopiva harjoitustehtavi. 0

LAUSE 4.1.5. Olkoon o ympyré, sen keskipiste A ja a sen séde ja olkoon i peilaus
o:n suhteen seké ¢ suora. Télloin i(¢ ~ {A}) on joko itse £ ~ {A} tai pisteen A
kautta kulkeva ympyré, josta on poistettu piste A, sen mukaan kuuluuko keskipiste
A suoralle ¢ vai ei. Tarkemmin:

(S) Olkoon ¢ suora, joka kulkee A:n kautta. Télloin i(¢ ~ {A}) =~ {A}.
(Y) Olkoon ¢ suora, joka ei kulje A:n kautta. Olkoon P keskipisteen A kautta
kulkevan ¢:n normaalin ja itsensé ¢:n leikkauspiste. Télloin i(¢) = 5~ {A},

missé 3 on ympyr4, jonka keskipiste on B € AP s.e. AB = 1 Ai(P) ja séde

on b= 1Ai(P). Erityisesti A € f3.

KuvA 172: SUORAN PEILAUS YMPYRAN SUHTEEN

Todistus. (S): Jos P € ¢~ {A}, niin peilauksen ¢ méiritelmén mukaan i(P) €
AP ~ {A} C ¢~ {A}. Siis i(£ ~ {A}) C £~ {A}. Kéénteinen inkluusio seuraa
téstd, silld i(i(P)) = P kaikilla P, joten juuri todistetun nojalla saadaan ¢\ {A} =
i(i(0 ~{A})) Ci(f~{A}).

(Y): (1) Todistetaan ensin i(¢) C [~ {A}: Muistetaan, ettd a on ympyrin
a side. Koska aina i(Q)) # A, niin riittdd osoittaa, ettd i(Q)) € [ mielivaltaiselle
Q € leliettd i(Q)B =b, kun Q € £. Jos Q = P, niin A x B xi(Q) ja Bi(Q) =
Ai(Q) — AB = Ai(P) — £ Ai(P) = b ja asia on selvi.
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Kuva 173: i(¢) C f~ {4}

Olkoon siis Q # P. Koska B € AP ~ {A} ja i(Q) € AQ ~ {A}, niin LQAP =
Li(Q)AB. Koska £ APQ on suora, pitee tdlloin cos(£Li(Q)AB) = j:g. Kosinilause
sovellettuna kolmioon ABi(Q)A antaa

W(Q)B° =AB" + Ai(Q)° — 2AB Ai(Q) cos(£i(Q)AB)
AP

2 - -
.y +AZ(Q)(AZ(Q)_2ABE)

2 - a? 1 — AP
o2, AiQ) a® =\ =2

Siten i(Q)B = AB = $ Ai(P) = b.
(2) Todistetaan nyt péinvastainen inkluusio i(¢) D 8~ {A4}:  Olkoon Q €
B~ {A}. Jos Q € AB, niin () = i(P), silld kohdan (1) mukaan i(P) € §~ {A} ja

toisaalta A € 3, koska AB = b. Nyt lauseen 2.6.1 nojalla suoralla AB ja ympyrilld 3
el ole muita leikkauspisteité kuin A ja i(P). Koska @ # A, niin on oltava @ = i(P).

Siis asia on selvi, jos Q) € AB.

Olkoon siis @) ¢ A—B) . Tallsin AQAB on kolmio, jolloin kuvauksen ¢ mééritelmén
nojalla myos Ai(Q)AP on kolmio ja LQAB = £i(Q)AP. Merkitiddn tétd kulmaa
LA.

L i(Q)

Kuva 174: i(¢) D g~ {4}

Kosinilause sovellettuna kolmioon AQAB antaa BQ2 = AB2+AQ2—2AB AQ cos LA.
Koska @ € (3, niin m2 =b? = EZ, joten téssi on oltava AQ2—2AB AQ cos LA =
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0 ja siis AQ — 2 AB cos LA = 0, ja edelleen cos £ A = %. Toisaalta kosinilause
sovellettuna kolmioon Ai(Q)AP antaa

Pi(Q) = AP + Ai(Q) — 2AP Ai(Q) cos LA
=2 , o5 @ ~AQ
=AP +Ai(Q) —2 P——Q Y5

1
_ - _ 2
— AP + Ai(Q)’ — APa i

(+) = 4i(Q) ~ AP".

Kiytetédén uudelleen kosinilausetta kolmioon i(Q)AP:

Ai(Q) = AP + Pi(Q) — 24P Pi(Q) cos(LAPi(Q))

ja sijoitetaan tiémi kaavaan (x), jolloin 0 = —2AP Pi(Q) cos(£APi(Q)), joten
cos({LAPi(Q)) = 0. Kosinin méiritelmén mukaan néin on ainoastaan silloin, kun

—

£ AP i(Q) on suora kulma. Siten Pi(Q) on AP:n normaali. Pisteen P mééritelmén

—

mukaan myos ¢ on P:n kautta kulkeva suoran AP normaali, joten lauseen 2.4.16

—>

nojalla téllsin ¢ = Pi(Q) ja siis i(Q) € £. Nyt kohdassa (2) on siis todistettu, ettd
i(Q) € ¢ kaikilla Q € B~ {A}. Siten (8 ~ {A}) C ¢, jolloin, koska i(i(Q)) = Q
kaikilla @, niin 5~ {A} = i(i(08 ~ {A})) C i({). O

LAUSE 4.1.6. Olkoon « ympyré, keskipiste A, sédde a ja i peilaus a:n suhteen.
Téllsin i@ kuvaa A:n kautta kulkevan ympyrén suoraksi. Tarkemmin: Olkoon [
ympyré, B sen keskipiste, b sen séde siten, ettd A € (3. Télloin i(G ~ {A}) on

suoran AB normaali, joka kulkee pisteen P kautta, missd P € AB siten, ettd

fi~a

Kuva 175: KESKIPISTEEN KAUTTA KULKEVAN YMPYRAN INVERSIO
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Todistus. Koska A € (3, niin A # B, joten :TB on médritelty. Valitaan P kuten
viitteessi ja olkoon / pisteen P kautta kulkeva E :n normaali. Pitd4 osoittaa, ettd
(B~ A{A}) =L .

Nyt ¢ ei kulje A:n kautta ja AP on /:n normaali, joten lauseen 4.1.5 nojalla

i(f) = v~ {A}, missi v on ympyri, jonka keskipiste on C € AP siten, ettd AC =
LAi(P) jasidde on ¢ = $Ai(P). Nyt

2
a? a?

:E:a2/2b:

Ai(P) 2b,

joten AC = %Qb = b. Toisaalta myos B € A_P) ja koska A € (3, niin AP = b. Siten
aksiooman (H8) nojalla C' = B. Listiksi ¢ = $A4(P) = b, joten v = 8. Néin on
nihty, ettéd i(£) = 5~ {A}, joten i(6 ~ {A}) = i(i(¢)) = L. O

Huomautus 39. Seuraavassa tarkastelemme usein suoraa, joka leikkaa ympyraé.
Kaytdmme seuraavaa merkintédsopimusta.
Jos A # B ovat pisteitd ympyréan ( siséipuolella, niin lauseen 2.6.6 nojalla suora

AB leikkaa ympyridd v kahdessa eri pisteessd Cp ja Cy, joille pétee C7 x A x Cs ja
C1 x B x Cy. Talloin pétee jompikumpi seuraavista

(1) C1*A*xBjaAxB*(Cy, tai

(2) Cox Ax Bja Ax Bx(C.
Merkitéén seuraavassa C4:lla sitd pistettéd Cj, jolle pitee Cy * A x B ja Cp:1l4 sita
pistettda Cj, jolle pétee A B x Cp.

Jos A on B ulkopuolella ja B sisépuolella, niin toisella C;:11& on A x C; * B
ja toisella A x B x C;. Téassé tilanteessa merkitdaan Ca:lla sitd C;:té, jolla pétee
AxCy *x B ja Cp:lla sitd Cj:té, jolla péitee A x B x Cp.

KuvAa 176: SUORAN JA YMPYRAN LEIKKAUSPISTEIDEN NIMET

LAUSE 4.1.7. Olkoon o ympyré, keskipiste A, sédde a ja i peilaus a:n suhteen.
Olkoon (3 ympyré, keskipiste B, séde b siten, ettd A ¢ (3. T&lloin i(3) on ympyré.
Tarkemmin:

1° Jos A = B, niin i() on ympyré, jonka keskipiste on A ja sédde on a?/b.

2° Jos A on (3:n sisdpuolella ja A # B, niin i(3) on ympyrd, jonka keskipiste
on P € ACy siten, ettd AP = 5(Ai(Ca) — Ai(Cp)) ja sédde on AP =
1(Ai(Ca)+ Ai(Cp)).

3° Jos A on :n ulkopuolella, niin i((3) on ympyré, jonka keskipiste on P € AB

siten, ettd AP = $(Ai(Ca) + Ai(Cp)) ja side on AP = $(Ai(Ca) —

Ai(Cp)).




130 INVERSIO YMPYRAN SUHTEEN

Huomautus 40. Janojen pituuksiksi ehdotetut erotukset ovat positiivisia ja viit-
teet siis siltd osin jiarkevii, silld tapauksessa 2° on Cy x A% B ja Ax B x Cp ja siis,
koska B on ympyrin 3 keskipiste, niin ACy < CyB =b= BCp < ACp, jolloin

Ai(Ca) = Ai(Cp),

fr—— > _ =
ACy  ACp

joten Ai(Ca)—Ai(Cp) > 0. Vastaavasti tapauksessa 3° on AxCyxB ja AxB*Cp,

joten téssikin ACy < AB < ACp, ja siis Ai(Cy) > Ai(Cp), jolloin Ai(Cy) —

AZ(CB) > 0.

Lauseen 4.1.7 todistus.

Tapaus 1°: Tissé on oletettu, ettd A = B. On osoitettava, ettd i(3) = -, missi
v on A-keskinen ja a?/b-siteinen ympyri.

Kuva 177: SAMAKESKISEN YMPYRAN INVERSIO

Jos P € 3, niin AP = BP = b, ja siten kuvauksen i mairitelmén mukaan
Ai(P) = a?/b, joten i(P) € . Siten i(8) C .
Vastaavasti, jos P € v, niin Ai(P) = a?/(a* /b) = b, joten i(P) € (. Siten

i(y) C B, jolloin v =i(i(y)) < i(B). Nain i(5) D . Siis i(5) = 7.

Tapaus 2°: Olkoon nyt A kuvattavan ympyridn (§ siséipuolella mutta A # B.
Olkoon P € AC} siten, ettdi AP = 2(Ai(Ca) — Ai(Cp)) ja c = 3(Ai(Ca) +

Ai(Cp)) seké v P-keskinen, c-séiteinen ympyréi. Pitdd osoittaa, ettd i(3) = .

KuvA 178: YMPYRAN INVERSIO, KUN A ON (3:N SISAPUOLELLA
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Osoitetaan ensin, ettd i(4) C v: Olkoon @ € 8. On osoitettava, ettd i(Q) € 7.
Kasitelldin ensin erikoistapaukset: Jos Q) € :4_)B, niin joko Q = Cy4 tai Q = Cp.
P#dtellddn, ettd kummassakin tapauksessa on i(Q) € v: Olkoon ensin Q = Cp.
Koska ~v:n keskipiste P on puolisuoralla A?A ja Cy % Ax Cp, niin Px A x Cp,
jolloin myos P x A % i(Cp), silld i(Q) € E kaikilla . Télloin Pi(Cp) = PA +
Ai(Cp) = 3(Ai(Ca) — Ai(Cp)) + Ai(Cp) = L(Ai(Ca) + Ai(Cp)) = ¢ ja siten
i(Cp) = i(Q) € 7, kuten pitikin.  Olkoon sitten @ = C4. Nyt i(Ca) € AFA ja
koska P:n mééritelméin mukaan P € A?A ja AP < Ai(C,), niin i(C’A) x P x A.
Tillsin Pi(Ca) = Ai(Ca) — AP = Ai(Ca) — L (Ai(Ca) — Ai(Cp)) = 2 (Ai(Ca) +
Ai(Cg)) = ¢, ja siten myds i(Ca) = i(Q) € . Pisteiden Cx ja Cp kuvat ovat siis
ympyrélld v, kuten pitéadkin.

—

Voidaan siis olettaa, ettd kuvattava piste @) ei ole suoralla AB = C4C'p, vaan

AQAB on kolmio. Koska P € AB ja i(Q) € AQ ~ {A}, niin myss APAi(Q)
on talloin kolmio. Merkitddn nyt x = AC,. Koska C4 * B % Cp, niin CxCp =
CaB+BCpg = 2b ja tillsin, koska C 4% AxCpg, pitee ACg = C4Cp—AC, = 2b—2x
ja, koska C'4 x A * B, niin AB=CyB — AC4 = b — x.

Kuva 179: KOSINILAUSEEN KAYTTO

Edelleen i:n mééritelmén mukaan Ai(Cya) = S = Ja Ai(Cp) = 55—, jolloin
AP = %(%2 — Zgim) Jos merkitiéin vield y = AQ, niin A4(Q) = %

Koska Cq x* Ax B ja P € ACA, niin P % A x B. Koska lisiiksi i(Q) € AQ ~ {4},
niin kulmat £i(Q)AP = LQAP ja £QAB ovat toistensa tidydennyskulmia. Kosinin
médritelmén mukaan télloin

(%) cos £LQAB = —cos £Li(Q)AP.
Kosinilause sovellettuna kolmioon AQAB antaa
BQ’ =AB° +AQ° — 2AB AQ cos LQAB, ¢li
V=0b-2)?+y*—2(0b—x)ycos LQAB,

josta saadaan kiiyttden tietoa ()
(b—x)?+y?>—b>  2bx —a®—y?
20-x)y 20 -2)y

cos £Li(Q)AP = —
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Toisaalta kosinilause sovellettuna kolmioon Ai(Q)AP antaa

Pi(Q) = AP +Ai(Q) — 2AP Ai(Q) cos £Li(Q)AP,

joten
2 1,a? a? 2 a2 1 ,a? a? a®> 2bx —x% —9y?
Pi —(Z(= = ZYV 9.2 (== Sl e
i(Q) (2<x 2b—:1:)> +(y) 2 (x 2b—3:) Y 2(b—x)y
Sl 2—20\% 1 2—22 1 2(2b—z)y?
=aq — — _|___ . —_ .
4 \ x(2b— x) y>? xz(2b—2x) y 2(0b—2)y
_ [ b= 2+i_ 2b—z)x (2b —z) n 2(b — xz)y?
B z(2b — x) y?2 z(2b—x)y2b—2)y x(2b—2x)y2(b—12)y
Ll b= N1 1
= Q ____}_7
x(2b — x) y2 y? o x(2b—x)
4 b2 —2bx + 2® + 2bx — 2?
- x2(2b — )2
R
x(2b — x)
Siten
Pi(Q)zaQ-L:l(lJr ! ):l(a—2+ @ ) =1(A4i(Ca)+Ai(Cp)) =c
r(2b—z) 2 22—z’ 'z 22—z’ 2 B ’

joten i(Q) € ~. On siis néytetty, ettd tapauksessa 2° pétee i(5) C 7.

Osoitetaan sitten i(3) D v eli kiiéinteinen inkluusio. Selvitetdéin ensin pistei-
den i(Cy), P, A ja i(Cp) sijainti suoralla AP: Koska AP < ¢, niin A on v:n
siséipuolella. Liséksi :4_)P = fTé ja koska Cy,Cp € E, niin lauseen 4.1.5 mu-
kaan i(Cy), i(Cp) € AP. Toisaalta Ca, Cp € [, joten juuri edelli todistetun

inkluusion nojalla i(C4), i(Cg) € ~. Siten i(Ca) ja i(Cp) ovat suoran AP ja
~:n leikkauspisteet. Koska A ja P ovat 7:n sisdpuolella, niin lauseen 2.6.5 nojalla

joko i(Ca) * A x P tai i(Ca) x P+ A. Koska Ai(Cs) = 1 (Ai(C’A) - Ai(C’B)) +

1 (Az’(CA) + Ai(CB)) — AP + ¢ > ¢ = Pi(Cy), niin on oltava i(Cy) * P % A.
Talloin P x A xi(Cp).

Inkluusion () D « todistamiseksi voidaan nyt soveltaa jo todistamaamme
inkluusiota ympyréin v. Tdmin mukaan i(y) C §, missd 6 on D-keskinen d-

—

siteinen ympyr, jonka keskipiste on sellainen D € Ai(Cp), ettd AD = 5 (Ai(i(Cp))—
Ai(i(Ca))) = 5(ACp — AC,) ja side d = 5(ACp + AC,). Koska Cy x A B ja

P e AE)A ~ {A}, niin P x A B ja koska P*x Axi(Cp), niin Ai(Cp) = A—B), jolloin

D € AB. Kiyttiden toisensuuntaisen inkluusion todistuksen merkintojid saadaan
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AB=b-—az=42b—z—2) =3 <AC’B - AC’A)> = AD, joten aksiooman (HS)

nojalla on oltava B = D. Lisiksi d = §(2b—xz+1z) = b, joten § = 3. Siten i(y) C 3,
jolloin v = i(i(y)) C i(B). Néin on tapaus 2° kokonaan selvitetty.

Tapaus 3°: Tarkastellaan lopuksi tilannetta, jossa inversioympyrédn keskipiste
A on kuvattavan ympyrdn 3 ulkopuolella. Nyt osoitetaan, ettd i(3) = 7, missd

v keskipiste on sellainen P € AB, ettd AP = 3 (Ai(CA) —l—Ai(CB)) ja sdde
c=1(Ai(Ca) — Ai(Cp)).

Kuva 180: YMPYRAN INVERSIO, KUN A ON f3:N ULKOPUOLELLA

Osoitetaan ensin, ettd i(3) C . Olkoon @ € 3. Selvitetdéin taas ensin erikois-
tapaus QQ € AB, jossa joko Q = Cy tai sitten Q = Cp. Katsotaan pisteiden A,
i(Cp), P jai(C,) jarjestys suoralla AP : Koska A x C'4 * Cp, niin lauseen 4.1.4
nojalla A x i(Cg) * i(C4), jolloin Ai(Cp) < Ai(Cya). Koska i(Cy), i(Cp), P €
AB ja Ai(Cp) = %(Ai(CB)-i—Ai(CB)) < %(Az’(C’A)—i-Ai(CB)) — AP =
L (Ai(CA) +Ai(CB)> <1 (Ai(CA) +Az’(CA)> — A4i(Cy), niin on oltava A *
i(Cp)* P ja AxPxi(C4). Jos nyt olisi @ = Cjy, niin olisi Pi(Q) = Ai(Cy)— AP =
% <Ai(CA) — Ai(CA)) = ¢, joten () € . Vastaava péittely saadaan Cg:llekin.

Voidaan siis olettaa, ettd Q # C4, Cp, jolloin AQAB on kolmio. Koska P € E
ja i(Q) € AQ ~ {A}, niin myss APAi(Q) on tillsin kolmio.

Kuva 182: KOSINILAUSEEN KAYTTO, KUN A ON (3:N ULKOPUOLELLA

Merkitésn, kuten edelld, © = AC 4. Myos nyt kisiteltévissi tilanteessa on C4 *
BxClp, joten C4Cp = 2b, mutta nyt AxC4%Cp, joten ACp = AC4+C4Cp = 2b+x
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ja, koska A x C’A x B, niin AB = ACs + CyB = b+ z. Edelleen AZ(CA) = ja

2

Ai(Cp) = m, jolloin AP = 3 (%2 + 2;‘4_3;). Jos merkitdin vield y = AQ, niin
. a2
Ai(Q) = v

Koska i(Q) € A—Q) “{A} ja P € AB~ {A}, niin LQAB = £i(Q)AP, joten myos
cos(LQAB) = cos(£Li(Q)AP). Kosinilause sovellettuna kolmioon AQAB antaa nyt

b2 = (b+2)? +y* —2(b+2)ycos(LQAB),
josta saadaan

(b+z)?+y?—b?  2bx+a2? +y?
2(b+ )y  2(b+ )y

cos(£QAB) =

Toisaalta kosinilause sovellettuna kolmioon Ai(Q)AP antaa

Pi(Q)° = AP + Ai(Q) — 2AP Ai(Q) cos(<Li(Q)AP)
joten
Pi@ - (L (S + " CY g b(ey ) @ ety
2\z  2b+x Yy 2\z  2b+zx/) y 2(b+ )y
a2 N 1 2420 1 a(2b+a) +4
R x(2b+ x) v x(2b+2x) vy 2(b+x)y
_ ( b+ )2 1 2(b+x)-22b+2) 2(b + x)y?
z(2b+ ) y2  z(2b+2x)-y-20b+2)y 220+ 2)y2(b+x)y
. b+ \*, 1 1 1
(20 + ) y2  y? x(2b+x)
4 0* +22b+ 2 — 20b —a® o2 b 2
(x(2b+ x))? B x(2b + x)
Siten

b 1 1 1 1 [a? a?
Pi _ 2 — 2 = _ - | — —
Q) =a z(2b+ ) 2¢ <m 2b—|—x) 2 (x 2b—|—m)

(Ai(CA) - Az’(CB)) —¢

1

2

joten i(Q) € 7.
Osoitetaan lopuksi, ettd v C i(3). Koska nyt AP > ¢, niin A on v:n ulkopuolella

Kuten kohdassa 2° ovat nytkin i(C4) ja i(Cp) ympyrin v ja suoran AP AB

leikkauspisteet. Koska Cy, Cp € AB, niin i(C4) ja i(Cp) € AB. Koska lisiksi
AxC s *Cpg, niin lauseen 4.1.4 mukaan Axi(Cp)*i(C4). Koska P on v:n keskipiste,
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on oltava i(Cy ) Pxi(Cp) lauseen 2.6.6 nojalla. T&lloin Axi(Cp)*P ja AxPxi(Cy4).
Inkluusion () D 7 todistamiseksi voidaan nyt taas soveltaa jo todistamaamme
inkluusiota ympyrddn « ja huomataan, ettd i(y) C J, missd 6 on D-keskinen, d-

séteinen ympyri, missi D € AP s.e. AD = 1 (ACp — AC4) . Tallsin AB = b+x =
1(2b+z+x) =3 (ACE + AC4) = AD ja, koska B € AB = AP, niin aksiooman

(H8) nojalla on oltava B = D. Listiksi d = 5(2b+ z — ) = b, joten § = 3. Siten
i(y) C B, jolloin v = i(i(7)) C i(B). Kaikenkaikkiaan v =i(5). O

Pisteen potenssi ympyrin suhteen.

Masdritelméi 4.3. Olkoon o ympyré, keskipiste A, sidde a. Madritelldén pisteen
B ¢ aU{A} potenssi ympyrin o suhteen, P(B,«a), seuraavasti: jos B on a:n

sisipuolella, niin P(B,a) = a? —EZ, ja jos B on a:n ulkopuolella, niin P(B, «) =
AB” — 2. Siis aina P(B, a) > 0.

Seuraavan lauseen avulla nékee, ettd potenssilla P(B, «) on se merkillinen omi-
naisuus, ettéd jos B:n kautta kulkeva suora leikkaa «a:aa pisteissd P ja (), niin aina

ﬁm:P<B7a)v

riippumatta suorasta /.

R Q
Q2
B B
Plv Q o A Q

R

Kuva 184: P(B,O,/) = BP; - BQl = BPF; - BQQ

LAUSE 4.1.8. Olkoon @ A-keskinen a-séteinen ympyré ja B ¢ o, B # A. Olkoon
liséiksi ¢ pisteen B kautta kulkeva suora, joka leikkaa «:aa pisteisséd P ja Q, P # Q.
Tillsin BP - BQ = P(B, ).

Todistus. Tassé on kaksi tapausta sen mukaan, onko B ympyrin « sisilld (tapaus
a) vai ulkopuolella (tapaus b). Kummassakin tapauksessa on taas kaksi eri mahdol-

lisuutta: Suora ¢ voi kulkea (tapaus i) tai olla kulkematta (tapaus ii) keskipisteen
A kautta.

Tapaus ai): Vaihtamalla tarvittaessa merkintoja (P < Q) voidaan olettaa, etté
PxAxBjaAxDBxQ.
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Kuva 185: TAPAUS ai)
Tilloin BP = AB+ AP = AB+aja BQ = AQ — AB = a— AB. Siten BP-BQ =
(AB + a)(a — AB) = a> — AB" = P(B, a).

Tapaus aii): Lauseen 2.6.6. nojalla AB leikkaa «:aa kahdessa eri pisteessi R ja S,
olkoot ne nimetty niin, ettd R+« Ax B ja Ax Bx S (ja R* Bx*S5).

[/

Kuva 186: TAPAUS aii)

Koska P % B % Q, niin lauseen 2.4.6 nojalla {PBR =~ £SBQ. Lisiksi QBPS

ja RBPS, joten QRPS. Tilloin voidaan soveltaa lausetta 3.1.21, jonka mukaan
£APRS = APQS, joten {PRB = £BQS. Koska kolmioissa APBR ja ABS(Q kul-
masumma on 180, niin pétee myés L RPB =2 L BS(Q ja kolmiot APBR ja ASBQ
ovat siten samanmuotoisia. Lauseen 3.1.10 nojalla talloin

PG RD
SB BQ

Niiin ollen PB-B(@Q = BR-BS. Nyt ;9 kulkee A:n kautta, joten kohdan ai) mukaan
BR-BS = P(B, ).
Tapaus bi):
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Kuva 187: TAPAUS bi)

Téssd B x P x @ tal B x @ * P, ja vaihtamalla tarvittaessa merkintsja (P < Q)
voidaan olettaa, ettd Bx Px(Q. Koska Px A% (@, niin B* Px A ja Bx Ax Q. Tilloin
BP =BA—-PA=BA—ajaBQ=DBA— AQ = BA + a. Siten

BP -BQ=(AB—-a)- (BA+a)=A4B —d® = P(B,a).

Tapaus bii):

Kuva 188: TAPAUS bii)

Tissé voidaan taas olettaa, ettd B x Px (). Suora BA leikkaa lauseen 2.6.6 mukaan
«:aa pisteissd R, S siten, ettd Rx AxS. Voidaan olettaa, etti Bx R+ A, jolloin B Rx

S. Tallsin SPRB. Koska B * P @, niin BPRQ ja (H7):n nojalla QSPR. Tillsin
3.1.21:n mukaan L PSR = £PQR ja siten {PSB = {BQ@R. Koska kolmioissa
ABQR ja ABPS on kulma £ B yhteinen ja kulmasumma 180, on myds £ BQR =2
£BPS. Siten ABQR ~ ABPS. Tilloin lauseen 3.1.10 nojalla

josta saadaan PB - BQ = BR - BS. Kohdan bi) nojalla BR - BS = P(B,a) tissi
viimeisessikin tapauksessa. Il

Ortogonaalisista ympyrdéisti.

Masritelmi 4.4. Kaksi ympyrdd o ja § (keskipisteet A ja B, siteet a ja b) ovat
ortogonaalisia, jos ne leikkaavat toisiaan joissakin pisteissd P ja () ja niiden tangen-
tit pisteessid P ovat toistensa normaalit ja myos tangentit toisessa leikkauspisteessé
() ovat toistensa normaalit.
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Kuva 189: ORTOGONAALISET YMPYRAT

LAUSE 4.1.9. Olkoot « ja 8 kaksi ympyréd, jotka leikkaavat toisensa pisteissd P
ja Q. Olkoon a:n keskipiste A ja (3:n keskipiste B. Télloin « ja 3 ovat ortogonaalisia,
jos ja vain jos P:n kautta kulkeva a:n tangentti kulkee B:n kautta.

Todistus. ”=>": Olkoon ¢ pisteen P kautta kulkeva [:n tangentti ja m pisteen P
kautta kulkeva a:n tangentti. Oletuksen nojalla ¢ 1 m. Lauseen 2.6.8 mukaan

AP 1 m. Tilloin lauseen 2.4.16 mukaan AP L / ja viite seuraa.
2 ¢77:

KuvA 190: ORTOGONAALISUUSEHTO

Olkoon /¢ pisteen P kautta kulkeva ympyrin ( tangentti. Lauseen 2.6.8 mukaan

>

¢ 1 BP, jolloin saadaan, kiiyttien lausetta 2.6.8 toiseen suuntaan, etti BP on ym-
pyran « tangentti, ja siis P:n kautta kulkevat tangentit ovat toistensa normaaleja.
Pitda vield osoittaa toisen lelkkausplsteen () olemassaolo ja Q):n kautta kulkevien

tangenttien kohtlsuoruus Koska BP i AP niin A # Bja P ¢ AP Olkoon ¢ pei-

laus suoran AB suhteen, jolloin i(P) # P. Lauseen 4.1.2 nojalla BP = i(B)i(P) ja
silloin BP = Bi(P), joten i(P) € 3. Vastaavasti padtelldsin, ettd i(P) € . Siten
i(P) # P on haettu c:n ja :n toinen leikkauspiste. Koska £ BP A on suora kulma,
niin 4.1.2:n nojalla myts £i(B)i(P)i(A) = £Bi(P )A on suora kulma. Lauseen

2.6.8 mukaan télloin Bi(P) on a:n tangentti ja Az(P) on (:n tangentti ja viite
seuraa. 0

LAUSE 4.1.10. Olkoot « ja 3 ortogonaalisia ympyroéitéd, keskipisteinédédn A ja B.
Téllsin A on on [3:n ulkopuolella ja B on on a:n ulkopuolella.
Todistus. Perustelu on sopiva harjoitustehtavi. O

LAUSE 4.1.11. Olkoot « ja [ ympyroité, keskipisteindén A ja B ja sdteinéd a
ja b. Talloin « ja B ovat ortogonaalisia ympyroitd, jos ja vain jos B on on a:n
ulkopuolella ja

V> = P(B,a),

missé P(B, «) on pisteen B potenssi ympyrdn « suhteen.
Todistus. ”=-": Lauseen 4.1.10 nojalla B on ympyrin « ulkopuolella. Olkoon

P ympyroiden « ja 8 leikkauspiste. Ortogonaalisuuden nojalla AP L BP, joten
kulma £APB on suora. Koska P € a, niin AP = a ja vastaavasti BP = b.
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Pythagoraan lause antaa AB — 12 = a?, joten b = AB’ —a? = P(B, ).

7<”: Koska B on ympyrin « ulkopuolella, niin P(B,a) = AB° — a2 ja siten
AB° 1 = a2 Nyt ei voi olla AB — b > a, silld jos niin olisi, niin olisi my6s
AB+b > a ja siten A8 12 = (AB —b)(AB +b) > a?. Siis on oltava AB —b < a.
Vastaavasti padtellddn, etti AB +b > a. Koska b? = AB° — a? < E2, niin
b < AB. Niin ollen voidaan valita S siten, etti A * S * B ja BS = b. Valitaan
lisiiksi piste T siten, ettéi A x B * T ja BT = b. Tallsin S ja T ovat ympyrilld 3
ja A, S, B, T samalla suoralla tiissi jirjestyksessd. Lisiksi AS = AB —b < a, joten
S on a:n sisdpuolella ja AT = AB + b > a, joten T on a:n ulkopuolella. T:ll6in
lauseen 2.6.12 nojalla ympyrit « ja 3 leikkavat toisensa. Olkoon P niiden yhteinen

piste. P ei voi olla suoralla AB, silld S ja T ovat télld suoralla ja liséiksi ympyralld
G, mutta kumpikaan niisté ei ole ympyrilld « eikd lauseen 2.6.11 mukaan muita

>

suoran AB ja ympyridn « yhteisié pisteiti ole olemassa. Siten AAPB on kolmio.
Kosinilauseen nojalla

AB° = PA + PB° + PA-PB cosLP.

Nyt PA = aja PB = b, joten cos £ P = ﬁ(aQ—l—bQ—EQ) = 0, koska AB —b? = a2.

Siten kosinin mééritelmén mukaan £ P on suora. Tilloin AP on §:n tangentti ja
kulkee A:n kautta, joten « ja [ ovat ortogonaalisia lauseen 3.1.2b nojalla. O

LAUSE 4.1.12. Olkoot « ja (3 ortogonaalisia ympyroitéd keskipisteinéidn A ja B ja
séteind a ja b. Olkoon i peilaus (:n suhteen. Till6in i(«) = o Liséksi piste P
on «:n sisépuolella, jos ja vain jos myds sen kuva i(P) on a:n sisédpuolella.

=== 1By)=D,

Kuva 191: LAUSE 4.1.12

Todistus. Olkoot A ja B sekd a ja b ympyrdiden a ja [ keskipisteet ja siiteet.

Peilauksen méiritelmin mukaan, kun P # B, niin i(P) € BP ja Bi(P) = Bf’:;.

—

Lauseen 4.1.10 mukaan B on «a:n ulkopuolella, joten BA leikkaa a:aa kahdessa
pisteessii C7 ja Ch siten, ettd B *x Cy x Cy (lause 2.6.2). Lauseen 4.1.7 kohdan

3° mukaan i(«) on ympyri, jonka keskipiste P kuuluu puolisuoralle B_A ja jolla
BP = (Bi(C1) + Bi(Cs)), jaséde s on 3 (Bi(Cz) — Bi(C1)). Koska B x Cy x A,

niin BC, = BA—a, joten Bi(C}) = Bizia ja koska B* AxCy, niin BCy = BA+a,
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ja Bi(Cz) = =¥~ Siten

+a’
2 2 2TA 2DA
—pzl(_b T ):_bQBA - UBA _pa
2\BA—-a BA+a BA°  _ 42 P(B,a)

missé viimeinen yht#lo seuraa ympyroiden « ja (3 ortogonaalisuudesta ja lauseesta

4.1.11. Koska P € BA, niin on siis P = A.
Vastaava lasku antaa s = b/ P(B,a) = a, joten i(a) = a.

Todistetaan sitten viitteen jédlkimmaéinen osa, jonka mukaan P on «:n sisdpuo-
lella, jos ja vain jos i(P) on «:n sisdpuolella.

1°: Oletetaan ensin, ettd P on a:n sisdpuolella. Tilloin BP leikkaa ympyrid o
kahdessa pisteessd D1 ja Do, joille B x Dy x Ds. Lauseen 4.1.4 nojalla B x Dy x P
ja Bxi(D3y) (D7) sekd B xi(P) % (D) ja vield B x i(Ds) * i(P), mistd voidaan
padtelld, ettd i(Dg) * i(P) x (D). Nyt lauseen alkuosan nojalla i(D1), i(D3) € «,
joten i(P) on « sisdpuolella.

2°: Olkoon seuraavaksi i(P) ympyrédn « sisdpuolella. Tillsin on kohdan 1° nojalla
myds P = i(i(P)) ympyrén «:n sisédpuolella. O

Lauseelle 4.1.12 pitee myos kidnteinen tulos, jonka mukaan « ja 3 ovat ortogo-
naalisia ainoastaan silloin, kun i(a) = a. Itse asiassa pétee vield voimakkaampi

LAUSE 4.1.13. Olkoot « ja § ympyroitd ja ¢ peilaus (:n suhteen. T:lloin « ja 3
ovat ortogonaalisia mikéli on olemassa edes yksi piste P € a \ 3, jolle i(P) € a.
Todistus.Olkoot ympyroiden « ja 3 keskipisteet A ja B ja siteet a ja b. Koska
P ¢ (3, niin i(P) # P. Koska i(P) € BP, niin B x P % i(P) tai B * i(P) % P.
Lauseen 2.6.6. nojalla kummassakin tapauksessa B on a:n ulkopuolella. T:lloin
lauseen 4.1.11 nojalla riittiis osoittaa, ettd b* = P(B,a). Koska P # i(P) € «,

niin lauseen 4.1.8 nojalla P(B,«a) = BP - Bi(P). Inversiokuvauksen i miiritelmsn
mukaan Bi(P) = g:;, joten saadaan P(B,a) = BP- B?:; = b2, kuten pitddkin. O

LAUSE 4.1.14. Olkoot « ja [ ortogonaalisia ympyroitéd, keskipisteet A ja B, seké
i peilaus a:n ja j peilaus :n suhteen. Télloin i(B) = j(A).

g
B l A

KB)T )

Kuva 192: KESKIPISTEIDEN PEILIKUVA

Todistus. Olkoot a:n ja (:n siteet a ja b. Lauseen 4.1.10 mukaan A on G:n ul-
kopuolella ja B a:n ulkopuolella, eli AB > a ja AB > b. Koska i(B) € AB
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ja Ai(B) = % < %2 = a < AB, niin i(B) € AB C BA. Koska myos
j(A) € BA, niin riittdé osoittaa, ettd Bi(B) = Bj(A). Koska i(B) € AB, niin

Bi(B) = AB - Ai(B) = AB— < = L. <E2 —a2) — _L_P(B,a). Lauseen

AB AB
4.1.11 ja a:n ja B:n ortogonaalisuuden nojalla P(B,a) = b2, joten Bi(B) = j:B.

Toisaalta j:n méiritelmén mukaan Bj(A) = gziw joten Bi(B) = Bj(A). d

Todistetaan vield yksi seuraavassa luvussa tarvittava?® tulos, joka koskee orto-
gonaalisuuden séilymisté inversioissa:

LAUSE 4.1.15. Olkoot (3 ja v ympyroéitd, jotka molemmat ovat ortogonaalisia
jotakin kolmatta ympyrédéd o kohtaan. Oletetaan lisdksi, ettd v ei kulje 5:n keski-
pisteen kautta. Olkoon i peilaus (:n suhteen. Tilloin myds i(y) on ympyré,
joka on «::a vastaan ortogonaalinen.

Kuva 193: i(vy) L«

Todistus. Olkoot A, B ja C ympyrdiden «, (8 ja v keskipisteet ja a, b ja ¢ niiden
siteet vastaavassa jirjestyksessd. Koska B ¢ ~, niin on kaksi mahdollisuutta: a) B
on :n siséipuolella tai sitten b) B on ~:n ulkopuolella.

Tapaus a): Jos B on 7:n siséipuolella niin voi olla B = C, jolloin oletuksen ja
lauseen 4.1.11 nojalla b?> = P(B,a) = c%, joten b = ¢ ja siten 3 = v ja viiite pitee
triviaalisti, silld i(5) = 3.

Voidaan siis olettaa, ettd B # C. Olkoot C ja Cy suoran BC' ja ympyréin -~y
leikkauspisteet siten, ettd C; « B x C ja B % C x Cy (Ks. lause 2.6.6 ja kuva 194).

23(Euklidisilla) ortogonaalisilla ympyrsilld ja inversiolla on huomattavaa merkitysté epéeukli-
disessa geometriassa, koska Poincarén mallin kisittely perustuu niihin.
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Kuva 194: TASSA B ON 7:N SISAPUOLELLA

Lauseen 4.1.7 kohdan 2° mukaan i(y) on ympyré, jonka keskipiste on D € B?l
siten, ettd BD = <Bz’(01) - Bi(C’g)) jasideond=1 (Bi(C’l) + Bi(Cg)).

Tavoitteena on osoittaa, ettd i(y):n ja a:n tangentit niiden leikkauskohdassa ovat
toistensa normaaleja, eli ettd i(y):n tangentti tuossa pisteessi kulkee keskipisteen
A kautta, kun tiedetéiin, ettd vastaava pitee v:n ja a:n tangenteille niiden leik-
kauskohdassa P € o N ~. Ideana on huomio, ettéd i(a) = «, joten i(P) € aNi(7).
Osoittautuu, ettd on tarpeellista tietéd, ettd piste P € N~y voidaan valita siten,
ettd P # Cq, Cs. Aloitamme todistamalla tdmén. Antiteesi: P:n valinta ei onnistu.
Koska « ja v leikkaavat toisensa kahdessa pisteessé, niin tdmé on mahdollista vain,

—>

jos ndmaé pisteet ovat juuri C ja C5. Jos 1 on Cf:n kautta kulkeva C'C';:n normaali,
niin ¢; on :n tangentti ja kulkee lauseen 4.1.9 mukaan A:n kautta. Vastaavasti,

>

jos f5 on Cy:n kautta kulkeva C'Cy:n normaali, niin my6s o on y:n tangentti ja
kulkee sekin lauseen 4.1.9 mukaan A:n kautta. Koska C7 # Cs, niin ¢; ja 5 ovat
saman suoran eri normaaleina yhdensuuntaiset, eivitki voi leikata A:ssa. Antiteesi
on vidrd eli piste P € a N~y voidaan valita siten, ettd P # Cq, Cs.

Seuraavaksi osoitetaan toinen aputulos: P # i(P). Koska i on inversio ympy-
réssé (3, niin télle riittéd, ettd P ¢ (. Tehdéén antiteesi: P € #. Olkoon ¢ pisteen
P kautta kulkeva (:n tangentti ja m P:n kautta kulkeva ~:n tangentti. Koska seké
[ ettd v ovat ortogonaalisia a:n kanssa, niin lauseen 4.1.9 nojalla sekid /¢ ettéi m
kulkevat A:n kautta Koska P € a, niin P # A, jolloin ¢ = PA m. Nyt BP 17/
ja C’P 1L m, joten BP ja C’P ovat saman suoran (= m pisteen P kautta kulkevia
normaaleja ja siten samoja eli BP = C’P. Siten P € BC. Koska P € v ja C; ja Cs

ovat BC'n ja y:n ainoat leikkauspisteet, on oltava joko P = (4 tai P = Cs, miki
on vastoin P:n valintaa. Siis P ¢ [ ja erityisesti i(P) # P.

Piste P on valittu joukosta oM ~, joten triviaalisti i(P) € i(vy) ja lauseen 4.1.12
nojalla i(P) € «. Siten i(P) on ympyroiden « ja i(y) leikkauspiste, joten 4.1.9:n no-
jalla riittéd osoittaa, ettéd i(P):n kautta kulkeva i(y):n tangentti kulkee A:n kautta.

Koska B on 7:n sisélld ja P € v, niin BP leikkaa y:aa my06s jossakin pisteessid @),
jolle péitee @ * B * P. (Lause 2.6.6.)
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Kuva 195: ADBi(P) = ACBQ

Todistuksen seuraavana vaiheena osoitetaan, ettd kolmiot ADBi(P) ja ACBQ
ovat samanmuotoiset. Pisteen C:n valinnan nojalla Cy x B % C' ja koska D €
BCy ~ {B}, niin D x B* C. Koska i(P) € BP ja Q * B * P, niin i(P) * B % Q.

Koska P # C1, Co, niin P ¢ BC, jolloin £DBi(P) on kulma. T&llsin ristikulma-
lauseen 2.4.6 mukaan £DBi(P) = LCBQ. Koska Cy x B « C, ja B *x C * Cs,
niin BC; = C,C — BC = ¢ — BC ja BCy, = BC 4+ CCy = BC + c. Si-
ten BC, — BC;, = 2BC ja BD = %(Bi(C’l) —Bi(C’g)) - l( v ) -

2\ BC, BC
% (%) = % <B—C2;?g—cz>. Toisaalta lauseen 4.1.8 nojalla BCy - BCy =
DN DD : DN 2 BC 2 BC e e 2 .
P(B,v) = BQ - BP. Elléln BD = %Bgfg@ = %B—?QB.%~ Tiissé % = Bi(P),
joten saadaan BD = BCBTC;(P) ja edelleen
BD  Bi(P)
BC  BQ

Merkitédin tétd suhdetta luvulla k. Nyt ehdon £ DBi(P) = LCBQ ja kosini-
lauseen nojalla

Di(P)’ = BD" + Bi(P) + BD - Bi(P)cos {DBi(P)
— k2BC" + k*BQ° + kBC - kBQ cos LCBQ
= K2CQ"

ja siten myos Dé—g) = k. Télloin lauseen 3.1.12 nojalla ADBi(P) ~ ACBQ.

Erityisesti siis £i(P)DB = £QCB. Koska D+ BxC|, niin £Li(P)DB = £Li(P)DC
ja £QCB = LQCD ja, koska i(P) * B % (), voidaan soveltaa lausetta 2.4.15, jonka

—

mukaan suorat Di(P) ja CQ ovat yhdensuuntaisia.

Olkoon nyt ¢ pisteen i(P) kautta kulkeva i(7y):n tangentti. Kuten edelld todettiin,
riittdé osoittaa, etté £ kulkee A:n kautta. Olkoon lisiksi m pisteen @) kautta kulkeva
ympyran vy tangentti ja n pisteen P kautta kulkeva v:n tangentti.
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Kuva 196: ¢ KULKEE A:N KAUTTA

Koska D on i(vy):n keskipiste, niin Di(P) L ¢ ja vastaavasti CQ L m. Koska

>

siis Di(P) || C(’—Q>, niin lauseen 3.1.6 nojalla ¢ || m. Koska PQ leikkaa suoraa BC
pisteessd B # (', niin P(Q ei kulje y:n keskipisteen C' kautta. T&lloin lauseen 3.1.3
nojalla m ja n leikkaavat toisensa jossakin pisteesséd R siten, ettid L RP(Q = L RQP.
Koska ¢ || m, niin lauseen 3.1.2 nojalla myts ¢ ja m leikkaavat toisensa, olkoon
leikkauspiste S. Koska P # i(P) € BP, ja Q * B * P, niin joko Q x P x i(P) tai
Qxi(P) «x P.

iy

Kuva 197: AQPR ~ Ai(P)PS

Kummassakin tapauksessa voidaan lauseen 3.1.11 tai sen jilkeisen huomautuksen
avulla padtelld, ettd AQPR ~ Ai(P)PS. Koska LRPQ = ARQP niin tillsin
£Si(P)P = LRQP = LRPQ = LSPi(P), josta edelleen lauseen 2.4.9 b):n nojalla
SP = Si(P). Lauseen 2.6.9 nojalla téllsin S on janan Pi(P) keskinormaalilla.
Koska P, i(P) € a, niin AP = Ai(P) ja lauseen 2.6.9 nojalla myos A on janan
Pi(P) keskinormaalilla. Koska n on «:n pisteen P kautta kulkeva tangentti, niin
lauseen 4.1.9 nojalla n kulkee A:n kautta. Toisaalta S:n valinnan nojalla S € n.
Siten pisteet A ja S ovat molemmat sekd n:ll4 ettéd janan Pi(P) keskinormaalilla
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Koska n kulkee P:n kautta mutta keskinormaali ei, niin nidmé ovat eri suoria, ja
voivat siis leikata vain yhdessé pisteessid. Siis A = S. Koska S:n valinnan nojalla
S € ¢, niin A € / ja viite on todistettu tapauksessa a).

Tapaus b): Olkoon B ympyrin « ulkopuolella. Lauseen 2.6.6. mukaisesti B<_)C'
leikkaa ~:aa kahdessa pisteessé, olkoot ne C; ja (s, siten, ettd BxC1xCy ja CpxC'x
C5. Lauseen 4.1.7 kohdan 3° mukaan i(7) on ympyri, jonka keskipiste on D € BC
siten, ettd BD = 3 <Bz’(Cl) + Bi(C’g)) ja side on s = 3 <Bi(Cl) — Bi(Cg)).

Kuva 198: TAPAUS b)

Kuten tapauksessa a) ndhd#én nytkin, ettéd voidaan valita piste P € a N+ siten,
ettd P # Cq, Cy, jolloin P ¢ (3 ja i(P) # P ja riittéi osoittaa, ettéd i(P):n kautta
kulkeva i(7y):n tangentti kulkee A:n kautta.

—>

Nyt BP leikkaa v:aa ainakin pisteessd P, mutta ei vilttamittd muualla, vaan

—> —>

BP voi olla y:n tangentti. Saadaan siis kaksi tapausta: i) BP on 7:n tangentti tai

ii) BP leikkaa v:aa jossakin toisessa pisteessi Q).

Kuva 199: TAPAUS i)

Tapaus i): Jos BP on ~:n tangentti, niin BP on myos i(y):n tangentti, mikd
perustellaan seuraavasti: i(P) on BPmn ja i(y):n leikkauspiste ja muita leikkauspis-
teité ei ole, silld jos S € ﬁ’ﬂi(v), niin S # B, joten i(S) € EDHZ(ZW)) = B(—f;ﬂ’y
ja siten i(S) = P ja silloin S =i(i(5)) = i(P).

Koska P € Ny, niin E’ kulkee A:n kautta, koska « ja = ovat ortogonaalisia

(lause 4.1.9). Toisaalta i(P) € aNi(y) (lause 4.1.12), ja i(y):n ja a:n ortogonaali-
suus seuraa siis tapauksessa i) lauseesta 4.1.9.
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Tapaus ii): Oletetaan nyt, etti BP N~y ={P,Q}, P # Q.

Kuva 200: TAPAUS ii)

Koska B on v:n ulkopuolella, on joko B x Q x P tai B x P x (. Koska B x C7 % Cy
ja C1 % C % Cy, niin BCy — BCy = C1Cy = C1C 4+ CCy = 2C,C ja talloin, koska
B % Cy * Cy, niin:

BD 3 (32'((11) + Bi<02>) 2 (]_D,% + é%)
BC BCi + C,C - BCi + 1 (BC, — BCY)
1 1
_pBotEe, W

BC, + BC, BC,-BC,

Toisaalta Bé—g) = ?é"%. Lauseen 4.1.8 nojalla BQ - BP = BCj - BCy, joten
saadaan L
BD b2 b2 Bi(P)

BC BC,-BC, BQ-BP  BQ

Nyt D € BC ja 1P € BQ seki tapauksessa B x P x () ettd tapauksessa B * @) x P,
joten £LDB(i)P = £CBQ. Tllsin, aivan samoin kuin kohdassa a), nihdéén, ettd
ADB(i)P ~ ACBQ. Tasmilleen samalla péditelylld kuin kohdassa a) voidaan
téstd padtelld, ettd ¢(P):mn kautta kulkeva i(7y):n tangentti kulkee A:n kautta ja
véite seuraa. U

4.2. Poincarén malli.

Tiissé luvussa esitelldén ns. Poincarén?* malli, joka toteuttaa kaikki muut Hil-
bertin aksioomat paitsi paralleeliaksiooman. Tillaisen mallin olemassaolo osoittaa,
etti paralleeliaksioomaa ei voi todistaa muiden aksioomien avulla. Samalla
malli antaa vilineen havainnollistaa seuraavan luvun 3.3 tuloksia eli hyperbolista
geometriaa, jossa oletetaan paralleeliaksiooman sijasta sen negaatio. Tilloinhin
syntyy aivan uudenlaista geometriaa ja tuloksia, jotka tuntuvat ihmeellisiltd —
esimerkiksi KKK-séénto kolmioiden yhtenevyydelle on voimassa.

24 JuLEs HENRI POINCARE 1854-1912. Ranska.
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Tarkastellaan jotakin euklidisen geometrian mallia; tdllaisiahan on olemassa, esi-
merkiksi tavallinen koordinaattigeometria R?:ssa. Kiinnitetisin jokin piste O. Ol-
koon o O-keskinen 1-séteinen ympyra. Merkitddn

A={P | P on a:n sissipuolella }.

Sovitaan, ettd Poincarén mallin ”pisteet” ovat A:n pisteet. Erotukseksi euklidisista
pisteistd kutsutaan niitd tarvittaessa P-pisteiksi. Poincarén mallin suorat eli P-
suorat médritellddn seuraavasti: ¢ on P-suora, mikili £ = AN B, missd [ on joko
O:n kautta kulkeva suora tai a:n kanssa ortogonaalinen ympyri. Jos (8 on suora,
kutsutaan vastaavaa P-suoraa 4 N [ ensimméisen tyypin suoraksi, muuten toisen
tyypin suoraksi.

>

Kuva 201: TYYPPIEN 1 JA 2 SUORAT

Relaatio piste sisdltyy suoraan méiritellddn tavallisen joukko-opin mielessé, ku-
ten kiyttimissimme euklidisen geometrian mallissa: P € /.

Vilissdolo ja yhtenevyys aiotaan méiritelld ”janan pituuden” késitteen avulla.
Pituuskisite on ensin méiriteltiva malliin sopivasti. Sitd varten otetaan kiyttoon
ns. hyperbolisen etédisyyden kisite: Olkoon ¢ P-suora. Lauseiden 2.6.2 ja 2.6.12
nojalla ¢ leikkaa a:aa tédsmiilleen kahdessa P-pisteessé, olkoot ne P ja (). Olkoot
A ja B P-suoran / eri pisteitd. Sanotaan, ettd luku

d(A, B) =

on A:n ja B:n hyperbolinen etdisyys.

Kuva 202: HYPERBOLINEN ETAISYYS

Huomautus 41. Méiiritelmé on viahéan huonosti asetettu: Onko kahdella P-pisteelli
aina hyperbolinen etéisyys, ts. onko olemassa P-suoraa ¢, joka kulkee niiden kautta,
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ja toisaalta, onko d(A, B) yksikisitteinen. Pisteiden P ja ) nimienvaihto ei tieten-
kiisin muuta d(A, B):n lukuarvoa, mutta voisiko ehkéi olla olemassa kaksi tillaista
P-suoraa, jolloin saataisin kokonaan eri pisteet P ja () ja néisté syntyvit etdisyydet
voisivat — ainakin periaatteessa — olla eri lukuja. Ndmé& ongelmat poistuvat, kun
osoitetaan, ettd (H1) pétee. Titd ei kuitenkaan tehdé viel4.

Kun nyt etéisyyskisite on méiritelty, niin voidaan mééritelld vilisséolo: Olkoot
A, B, C eri P-pisteitid. Sanotaan, ettd B on A:n ja B:n widlissd, A * B x C', mikili
A, B ja C' ovat samalla P-suoralla ja

d(A,B) + d(B,C) = d(A,C).

Janojen yhtenevyys méiritelldéin ndin: Janat AB ja C'D ovat yhtenevid, AB = CD,
mikéli

d(A, B) = d(C, D).

Kulmien yhtenevyys mééritelldin SSS-sdénnon inspiroimina seuraavasti: Kulmat
£LABC Ja ADEF ovat yhtenevat AABC = ADFEF, mikili seuraava pitee: Jos

A e BA C' e BC’ F' € EF ja D' € ED siten, etti BA’ = ED’ ja BC' = EF’,
niin F'D’ZA’C”.

69

Kuva 203: YHTENEVAT P-KULMAT

Téssé luvussa tullaan siis osoittamaan, ettd Poincarén mallissa kaikki aksioomat
(H1)-(H13) sekd Dedekindin aksiooma péteviit, mutta paralleeliaksiooma ei. Jo
téssd vaiheessa on luvassa, ettd paralleeliaksiooma todellakaan ei pédde, ovathan

—> > >

edellisessé kuvassa suorat ED’ ja EF’ suoran A’C’ suuntaisia.

Hilbertin aksioomia kisiteltidesséd todistusstrategia on samantapainen kuin osoi-
tettaessa harjoitustehtéivini, ettd koordinaattigeometria on euklidisen geometrian
malli: Siirretéiéin tarkasteltava tilanne ”"helppoon paikkaan”, yleensé origoon, jolloin
tutkittavista suorista monet ovat 1. tyyppid ja niitd on helppo kisitelld. Koordi-
naattitasomallissa R? siirtdmiseen kiiytetiin tason siirtoja ja kiertoja. Poincarén
mallissa euklidiset siirrot eivit tule kyseeseen, eivit liioin kierrot muiden pisteiden
kuin origon ympéri, mutta néitd kuvauksia vastaavat ns. liikkeet, jotka mé&éritel-
l5i4n seuraavassa. Taustalla on havainto, ettd euklidisessakin tapauksessa siirrot ja
kierrot voi toteuttaa yhdistelminé peilauksistasuoran suhteen.
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Miaidritelmé 4.5. Litke on peilaus §:n suhteen, missé 3 on joko O:n kautta kulkeva
suora tai a:n kanssa ortogonaalinen ympyré.

Huomautus 42. Liike on mééritelty jokaisessa P-pisteesd P, silld ainoa ongelma
voisi tulla ortogonaalisen ympyrin § keskipisteessid, mutta lauseen 4.1.10 nojalla
tdmé on a:n ulkopuolella, eiki siis ole P-piste.

LAUSE 4.2.1. Olkoon P P-piste ja i liike. T&lloin i(P) on P-piste.
Todistus. Perustelu on sopiva harjoitustehtavi. U

LAUSE 4.2.2. Jokainen liike on bijektio {P-pisteet } — {P-pisteet.}
Todistus. Perustelu on sopiva harjoitustehtiva. U

LAUSE 4.2.3. Olkoon P P-piste. Téllsin on olemassa liike i siten, etté i(P) = O.
Todistus. Jos P = O, niin asia on selvi, peilaussuoraksi kelpaa miki tahansa en-
simmadisen tyypin suora. Olkoon siis P # O. On loydettéavi peilaus j, joka vie
P:n keskipisteeksi O. ehdokkaan loytdmiseksi arvioidaan, ettd mikéddn 1. tyypin
suora ei ainakaan kelpaa ja koetetaan sitten loytéa yksinkertainen ehdokas sopivan
symmetristd kuviota apuna kéiyttéien.

Kuva 204: PISTEEN P SIIRTO ORIGOON LIIKKEELLA

Kuvasta 204 saa seuraavan idean: Olkoon j peilaus a:n suhteen ja 8 ympyré, jonka
keskipiste on B = j(P) ja séde

Koska P on 1-siteisen ympyrin a sisdipuolella, niin OP < 1, joten 07}32 —1>0ja

nelijuuri on siis hyvin mééritelty positiiviluku. Koska P on a:n sisédpuolella, niin
B = j(P) on a:n ulkopuolella ja

P(B,a)=0B —12= — —1 =1,

oP

jolloin lauseen 4.1.11 mukaan (3 on a:n kanssa ortogonaalinen. Olkoon 7 nyt peilaus
fB:n suhteen. Nyt i on liike ja lisiksi pétee i(P) = O, silld B:n valinnan nojalla
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O % P x B, joten i(P) € B_O)ja

b2 S — L _1 1 _
Bi(P) = = 2L =9 __ —_— =0B.
BP OB-OP 5-0P OP
O
LAUSE 4.2.4. Pisteen O kautta ei kulje yhtédédn tyyppid 2 olevaa suoraa.
Todistus. Perustelu on sopiva harjoitustehtavi. U

Seuraava lause sanoo, etté liikkeet kelpaavat siinéd mielessé euklidisen tason kier-
tojen ja siirtojen korvikkeeksi, ettd ne kuvaavat Poincarén mallin suorat saman
mallin suoriksi.

LAUSE 4.2.5. Olkoon ¢ P-suora ja i liike. T:lloin i(¢) on P-suora.
Todistus. Olkoon i peilaus J:n suhteen, missé 3 on joko O:n kautta kulkeva suora
(tapaus a) tai a:n kanssa ortogonaalinen ympyri (tapaus b).

Tapaus a) Olkoon 3 O:n kautta kulkeva suora. Téssé on kaksi alatapausta: joko
¢ on tyyppia 1 tai tyyppid 2.

Tapaus al®) Olkoon ¢ tyyppid 1.

Kuva 205: § ON EUKLIDINEN SUORA JA / TYYPPIA 1

Koska ¢(O) = O, niin lauseiden 4.1.1 ja 4.2.1 nojalla i(¢) on tyyppid 1 oleva
P-suora.

Tapaus a2°) Oletetaan, ettéd ¢ on tyyppid 2, ts. £ = ANy, missd v on ympyré,
joka on ortogonaalinen a:n kanssa.

KuvA 206: 8 ON EUKLIDINEN SUORA JA ¢ TYYPPIA 2



