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Kulmamitan konstruktio.

Seuraavaksi konstruoidaan kulmamitta. Konstruktio muistuttaa paljolti janami-
tan konstruktiota. Tissd ideana on kiyttdid ”yksikkokulmana” suoraa kulmaa —
sovitaan, ettd sen astemitta on 90°. Puolittamalla toistuvasti suora kulma saadaan
yh& pienempié ja pienempié apukulmia, joilla voidaan sitten approksimoida annet-
tua kulmaa ja saada raja-arvona tillekin mitta. Konstruktiota varten tarvitaan
kulman monikerran ja puolittajan kisitteet.

Olkoon £ ABC kulma. Konstruoidaan pisteet A, As, A3, ... seuraavasti: Va-
litaan ensin Ay = A. Sitten valitaan D siten, ettd D x B x C' ja tédmén jilkeen,
olettaen ettd A,_1 on jo valittu, valitaan kulman £ DBA,,_; sisiltd piste 4, s.e.
£A,BA,_1 = LABC. Sovitaan sitten, ettd kulman LABC n:s monikerta on
kulma £A,BC, ja merkitddn sitd n - ({ABC) tai lyhemmin n{ABC. Tissd on
heti sanottava, ettd pisteen A,, valinta ei vilttdmittd onnistu (Syy nikyy kuvasta,
jossa Ag:n valinta ei enédé onnistu.) ja monikerran méirittely loppuu siihen.

Kuva 78: KULMAN MONIKERTA

Jos A,:n valinta onnistuu, niin syntyvi kulma £ A, BC on (H11):n yksikisittei-
syyspuolen nojalla yksikisitteinen, ja méérittely on jiarkevii, kunhan se siis vain
onnistuu.

Madritellddn sitten kulman puolittaja.

Maidritelmé 2.19. Olkoon L ABC kulma. Puolisuora BT? on kulman £ ABC' puo-
littaja, jos BD on BA:n ja BC:n vilissd ja L ABD = £ DBC.

C

Kuva 79: KULMAN PUOLITTAJA

LAUSE 2.5.11. Olkoon B—l)) kulman £ ABC puolittaja. Télloin monikerta
2. ({DBC) on maééritelty ja 2 - ({DBC) = LABC.
Todistus. Perustelu on sopiva harjoitustehtavi. U

LAUSE 2.5.12. Jokaisella kulmalla on yksikédsitteinen puolittaja.
Todistus. Olkoon £ ABC mielivaltainen kulma. Osoitetaan sen puolittajan olemas-

saolo konstruoimalla sellainen. Valitaan piste D € li? s.e. BA= BD.
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Kuva 80: KULMAN PUOLITUS

Lauseen 2.5.1 nojalla janalla AD on keskipiste, olkoon se E. Tilloin A x E % D,

—

joten lauseen 2.3.9 nojalla BE on puolisuorien BA ja BD vilissd. Janan kes-
kipisteen mééritelmén mukaan AE = ED, joten SSS-sdinnon nojalla saadaan

NABE = ADBE. Erityisesti {ABE =2 {DBFE = {EBC, joten BE on £ ABC'n
puolittaja.

Yksikisitteisyyden osoittamiseksi oletetaan, ettd myos BF on kulman £ ABC
puolittaja ja nédytetdin, ettd BF = BE. Puomilauseen 2.3.11 mukaan BF' leik-

kaa janaa AD jossakin pisteessi G. SKS-sédnnon nojalla AABG = ADBG, joten
AG = DG. Tallsin G on janan AD keskipiste ja lauseen 2.5.1 yksikisitteisyypuolen

nojalla on oltava G = E. Koska G € BF, niin silloin £ € BF, joten BE = BF.
O

Ennen kulmamitan konstruktiota tarvitaan vield yksi aputulos.

LAUSE 2.5.13. Olkoon AABC' kolmio, jossa £B on suora. Olkoon 14.—D> kulman
£ A puolittaja siten, ettd B x D x C. Télloin BD < DC.
Todistus. Valitaan piste F siten, ettd C' * B x E.

Kuva 81: KULMAN PUOLITTAJA JAKAA SIVUN NAIN

Ulkokulmaepéyhtials 2.4.19 sovellettuna kolmioon AABC' antaa {C < £ABE.
Tassd L ABE on suoran kulman £ ABC tidydennyskulma ja siis {ABE = L ABC.
Siten £C < LABC. Lause 2.4.22 sovellettuna kolmioon AABC' antaa télloin
AB < AC. Tamén perusteella voidaan valita F' siten, ettid Ax F «C ja AF = AB.
Koska AD on kulman £ F'AB puolittaja, on L FAD = £ DAB. Tilloin SKS-sdénto
antaa AFAD = ABAD. Erityisesti {AFD = LABD ja BD = FD (x). Koska
oletuksen mukaan £ ABD on suora, niin lauseen 2.4.7 nojalla myts £ AF'D on suora
ja siis myos sen tdydennyskulma £C'F'D on suora ja lauseen 2.4.14 nojalla LC'F D =
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£ABC. Koska, kuten ylla todettiin, £C < £LABC, niin saadaan £C' < LCFD.
Sovelletaan nyt uudelleen lausetta 2.4.22, télld kertaa kolmioon AFCD ja saadaan
FD < DC. Téllsin on (x)m nojalla BD < CD. O

Varsinainen kulmamitan konstruktio: Valitaan ensin jokin kiinted suora
kulma £ KOI, jossa lisiksi KO = OI. Tillainen on olemassa lauseen 2.4.16 nojalla.

Olkoon sitten £ A mielivaltainen kulma. Valitaan P siten, etti K PE ja LA =
£POI. Lauseen 2.5.12 nojalla £ KOI:1la on puolittaja, olkoon se OB;. Edelleen
£ B101I:1la on puolittaja, olkoon se OBy jne.

Ke

[ ]

>

O

KuvA 82: KULMA JA KULMAN MITTAUSPALASET

Induktiolla voi todistaa, ettd 2" - (LB, OI) = L KOI. Témén jitdmme harjoitus-
tehtéviksi; vertaa vastaavaan konstruktioon janamitan osalta. Edelleen induktiolla
voidaan todeta, ettd monikertaa 2"+ . (4B, OI) ei voi en#s méaéritelld (vaan tulos
olisi ”oikokulma”), mutta kaikki alemmat monikerrat saadaan mééritellyksi, siis
k - (£B,OI) on mééritelty, jos ja vain jos k = 1,...,2""t — 1. Mairitellddn nyt
kaikille n € N

b — { 0, jos £B,OI £ LPOI
" | max{k € {1,2,...,2"*" — 1} | k- (£B,0I) < £POI} muuten.

Asetetaan edellen m,, = k,/2™ € R. (Vertaa vastaaviin médrittelyihin janami-
tan konstruktiossa, téissi siis luku k,, kertoo kuinka monta kertaa £ B, OI mahtuu
kulman POI sisille.) Osoitetaan, ettd ndin médritelty reaalilukujono (my,)nen
suppenee. Tunnetusti tdtd varten riittdéd osoittaa, etté se on kasvava ja ylhailta
rajoitettu. Suoraan mésritelmssti niakyykin, ettd k, < 2"t — 1 kaikilla n, joten

ky, < ontl _q

S SN
on = 5 < Vn

My

ja siis (m,,) on ylhdilté rajoitettu ja riittéd tarkastaa sen kasvavuus.
Lauseen 2.5.11 mukaan 2(4B,,1101) = £B, 01, ja induktiolla ndhd&én, etti

2k(£ B, 10I) = k(4B,,0I) Yk=1,...,2""" —1.
Luvun k,, mé#ritelmin mukaan talloin k,41 > 2k, ja edelleen

Butt o 2k ka _
ontl = gntl g = M

Mnp4+1 =

joten (m,,) on kasvava.
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Néin ollen (m,,) suppenee kohti jotakin reaalilukua lim,, m,, € R. Sanomme, etti
luku
(£A)° =90 - limm,,

on kulman £A astemitta. Tamé médritelmé on jiarkevd samoista syistd kuin jana-
mitan médritelmakin.

LAUSE 2.5.14. Olkoon £ A mielivaltainen kulma. Télloin (£LA)° > 0.

Todistus. Todistuksen juoni on sama kuin janamitan tapauksessa. Pienté lisdhan-
kaluutta tulee kuitenkin siitéd, ettd Arhkhimedeen aksiooma ei puhu kulmista vaan
janoista ja kulmat joudutaan ennen sen kiyttod korvaamaan janoilla.

Nimetadn aluksi apupisteet ja -luvut kuten edelld kulmamitan konstruktiossa.
Koska (m,,) on kasvava jono ja (m,) > 0, niin riittdd osoittaa, ettd jokin luvuista
m, eroaa nollasta, mihin riittdd se, ettd jokin k,, on nollasta eroava, miki taas
pitee, kunhan 4B, OI < APOI jollekin n. Jos £B,01 < £PQOI, niin asia on
selva. Jos £B10OI = £POI, niin £B;0I < £POI ja asia on taas selvi. Voi-

daan siis olettaa, ettd L POI < £B101. Koska OB; on L KOI:n puolittaja, niin
AKOB; = £B10I ja tilloin £ POI < £ KOB;. Siten kulman £ KO B sisilli on

puolisuora OQ) s. e. £LQOB, = L POI.

K
Al A2 o
//3

o

>l|

o]

Kuva 83: KULMAMITAN POSITIIVISUUS

Puomilauseen 2.3.11 nojalla O§1 leikkaa janaa KI. Olkoon leikkauspiste Ay. Vas-
taavasti OQ) leikkaa janaa K Ag; olkoon leikkauspiste R Olkoon edelleen

kulman £ KOAg puolittajan ja K Ag:n leikkauspiste Ay

kulman £A;0Aq puolittajan ja A Ag:n leikkauspiste Ao

kulman £ A50A( puolittajan ja A3 Ag:n leikkauspiste As

... ja yleisesti

kulman £ A, _10Aj puolittajan ja A, _1Ag:n leikkauspiste A,,.

Selviisti A,,_1 % A, x Ag kaikillan. Nyt {KOAg = £B101, silla OAg = OB on kul-
man £ KOI puolittaja, joten ndiden ”puolitetut kulmat” £A;04y ja £BsOI ovat
myos yhtenevit. Tamén perustelu on sopiva harjoitustehtéivi. Edelleen nédidenkin
"puolikkaat” ovat yhtenevit keskenéin jne. Induktiolla saadaan:

(%) LA, OA) = 4B, 1101 Vn
Koska alunperin ldhdettiin siitéd, ettd OK =2 OI, niin SKS-sdédnnon avulla saadaan

AKOAg =2 AIOAy. Erityisesti L KAqgO = LT1AyO. Koska K * Ag * I, niin nimé
ovat toistensa tdydennyskulmia ja siten £ K AyO on suora. Sovelletaan nyt lausetta
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2.5.13 kolmioon AOApK ja saadaan AgA; < Ay K. Vastaavasti kolmiosta AOAgA;
saadaan AgAs < Az A; jne. Yleisesti

A()An < AnAn—l Vn= 2,3,...

Tilloin lauseen 2.5.9 nojalla AgA; < A1 K ja AgA, < A,A,_1 VYn =223,...
Toisaalta lauseen 2.5.4 nojalla AgA; + A1 K = AgK ja ApA, + A, A, 1 =
ApA,_1 Vn=23,... Tistd saadaan induktiolla tulos

2" AgA, < AgK Vn=23,...

Palataan tarkastelemaan pistettd R. Arkhimedeen aksiooman nojalla on olemassa
luku m € N, jolla AgK < mApR. Valitaan n niin suureksi, etti 2 > m, jolloin
saadaan

2" ApA,, < AgK < mAgR < 2”AQR,

joten 2" AgA, < 2"ApR. On sopiva harjoitustehtévii osoittaa, ettd téisti seuraa

—

ApA, < AgR. Koska seki A,, ettd R ovat puolisuoralla AgK, niin tdmé merkitsee,
ettid Ag x A, * R. Taméi taas lauseen 2.3.9 mukaan aiheuttaa sen, ettd £A,,OAy <
£ROAy. Aikaisemmin kohdassa (%) todettiin, etti £A,OAg = £B, 1101 kai-
killa n, ja toisaalta R:n valinnan nojalla pidtee L ROA = £POI. Niisti paitel-
lddn £B,,+101 < LPOI, mikd on juuri sitd, mitd todistuksen alussa haluttiinkin.
O

LAUSE 2. 5 15 (Kulmamltan additiivisuus). Olkoon L ABC mielivaltainen

kulma ja BD kylkien BA ja BC vilisss. Talloin (LABD)° + ({DBC)° =
(LABC)°.

Todistus. Olkoot pisteet P1, P? ja P3 seki luvut kL, k2 ja k2 kulmamitan konstuk-
tiossa kiytettyji vastaten kulmia L ABD, £ DBC ja £ ABC, téssi jirjestyksessi.

3
pl ;
p2
f (k1+k3(<IBO )
k(B0 1) Zkﬁ(dBnOI) A

Kuva 84: KULMAMITAN ADDITIIVISUUS

Lukujen k,, mééritelmén mukaan

k. (£B,OI) < £P'OI
ja

k2(£B,OI) < £P?*Ol.

Taten
(kL + k2)(£B,OI) < £P30I.
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Tamén tarkka perustelu jida harjoitustehtiviiksi. Se menee samaan tapaan kuin
lauseen 2.5.4 todistuksen vastaava kohta. (Huomaa, ettéd tdmé on tdmén todistuk-

_  —

sen ldhes ainoa paikka, jossa tarvitaan oletusta " BD on BA:n ja BC:n vilissd”.)
T&lloin, edelleen k,,:n médritelmén mukaan

k2 > k) + k2.
Toisaalta taas k} + 1:lle pitee
(kX +1)(£B,0I) £ £P*OI

ja vastaavasti
(k2 +1)(£B,0I) £ £P?0l,

joten voidaan padtelld, etté
((kp + 1)+ (k2 +1))(£B,0I) £ £P*OL.

Tamai jad harjoitustehtiviksi. Tistd seuraa lukujen k,, méiritelmin mukaan k2 <
(kL +1) + (k2 + 1), eli, koska kyse on kokonaisluvuista, k3 < k! + k2 + 1. Nyt siis
kL + k2 <k3 <kl+kZ+1,joten

kL L k2 k:3 k;l n 1

on T ogn = 2” - 2” 2n’
Antamalla n — oo saadaan ({ABD)°® + ({(DBC)° < ({LABC)° < (LABD)° +
(LDBC)° ja viite seuraa. O

LAUSE 2.5.16. Olkoot L{ABC ja A DEF kulmia. Télloin { ABC =2 L DEF, jos
ja vain jos ({ABC)° = ({DEF)°.

Todistus. 1° Jos L ABC = £DFEF, niin mittakonstruktiossa kiiytettivit pisteet P
ja siten myos luvut &k, ja m,, ovat samoja kummallekin kulmalle ja niin raja-arvokin
on sama.

2° Olkoon (£LABC)° # ({DEF)°. Tehddén vastaoletus: L ABC # £LDFEF. Til-
16in lauseen 2.4.12 nojalla joko LABC < LDFEF tai {DEF < L{ABC. Merkin—

tOJa tarvittaessa valhtamalla voi olettaa, ettd L ABC < £DFEF. Tallsin ED n ja

EF n vilissd on puolisuora EG siten, etti {GEF =2 LABC. Nyt kohdan 1° no-
jalla ({GEF)° = (LABC)® ja lauseen 2.5.15 nojalla ({DEF)° = ({DEG)° +
({GEF)°, joten saadaan

(LABC)° = ({DEF)° = ({DEG)° 4+ ({ABC)°,
josta edelleen (£ DEG)° = 0, miki on vastoin lausetta 2.5.14. O

LAUSE 2.5.17. Olkoot £A ja 4B toistensa tdydennyskulmia. Télloin (£A)° +
(4B)° = 180.

Todistus. Olkoot pisteet P! ja P? sekii luvut kl ja k2 kulmamitan konstruktiossa
kiytettyjé, vastaten kulmia £ A ja £ B tissé jiarjestyksessid. Olkoon lisidksi piste .J
siten, ettd J x O x I. Tilloin kulma £JOP! on kulman £ P'OI tiydennyskulma.
Koska £ P'OI = £ A niin lauseen 2.4.5 nojalla £ JOP! = £B ja siten £JOP! =
£P?0LI.
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Kuva 85: TAYDENNYSKULMIEN MITAT

Yleisesti on niin, etti jos LROI < AP'OI, niin tiydennyskulmille pitee
£JOP! < £JOR, miki seuraa suoraan lauseesta 2.3.10 iii). Toisaalta kul-
man k - (£B,0OI), k = 1,...,2""1 — 1 tidydennyskulma on yhtenevi kulman
(2"t — k) - (4B, OI) kanssa, minki voi tarkastaa induktiolla n:n suhteen. (Tee
se!) Siis, jos pitee k - (£ B,,OI) < £P*OI, niin tiydennyskulmille saadaan

£LJOP < (2" — k(£B,0I))

ja siten
£P?0I < (2" — k(4B,0I)).

Lukujen k,, midritelméin nojalla k. (£ B,OI) < £LP'OI, joten £ P20I < (2"+! —
kL) (4 B,OI), misti seuraa, etti

k2 <ottt gl 1.

Toisaalta k2 > 2" "1 —kl —2 minki perustelemme seuraavasti: Jos 21—kl —2 <0,
niin asia on selvii. Olkoon siis 2! — k1 — 2 > 0. Lukujen k,, méiritelmin nojalla
riittéd osoittaa, ettéd (21 —kl —2)(L B, 0I) < L P201I. Ylliolevia tiydennyskulmia
koskeva tarkastelu toistamalla ndhdéén, ettd ndin on, mikéli

AP'OI < (2™ — (2" —k; — 2)) - (4B,OI)

eli
4P'OI < (k. +2)- (4B,OI).

Tama puolestaan pitee, silli médritelmin mukaan £ P1OI < (k! +1)(£ B, OI) tai
AP'OI = (k' +1)(£B,OI). Koska (k. + 1)(£B,OI) < (k} + 2)(£B,,OI), niin
kummassakin tapauksessa £ P*OI < (k. + 2)(4£B,OI). Kaiken kaikkiaan on siis
nihty, etta

ontl gl o <2 <ot gl 1,

n

jolloin 271 — 2 < kl 4 k2 < 27F1 — 1 ja edelleen

1 <k}L

k2 1
T Sgn tgn 2

2 — W P
on 2n

_|_

Annetaan n — oo ja kerrotaan astemitan méiritelméssi olevalla skaalauskertoi-
mella 90, jolloin saadaan lopulta

180 < (LA)° + (4B)° < 180,
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josta viite seuraa. U

LAUSE 2.5.18. Olkoon £A kulma. Télloin (£LA)° < 180.
Todistus. Seuraa suoraan lauseista 2.5.17 ja 2.5.14. U

LAUSE 2.5.19. Olkoon £A kulma. T&lloin £A on suora, jos ja vain jos ({LA)° =
90.

Todistus. 1°) Olkoon £ A suora kulma ja 4B sen tdydennyskulma. Tillsin £ A =
£B ja lauseen 2.5.16 nojalla (£LA)° = (4B)°. Toisaalta lauseen 2.5.17 mukaan
(LA)° + (£B)° = 180, joten (£LA)° + (LA)° =180 eli (£LA)° = 90.

2°) Olkoon (£A)° = 90. ja LB jokin suora kulma. Kohdan 1° nojalla (£B)° = 90,
joten (£B)° = (LA)° ja lauseen 2.5.16 mukaan tillsin 4B = LA ja viite seuraa
lauseesta 2.4.7. U

LAUSE 2.5.20. Olkoot £A ja 4B kulmia. Tilloin £A < £B, jos ja vain jos
(LA)° < (£B)°.

Todistus. Perustelu on sopiva harjoitustehtavi. U

Koulukurssista mahdollisesti tuttu tieto on, ettd ”kolmion kulmien astemittojen
summa on 180”. Osataanko téllaista todistaa nyt? Ei osata, silli on olemassa
malleja, jotka toteuttavat tdhinastiset aksioomat, mutta joissa kolmion kulmien
astelukujen summa on pienempi kuin 180. Jotakin tdménsuuntaista osaamme kui-
tenkin jo todistaa tdhénastisista aksioomista:

LAUSE 2.5.21. Olkoon AABC' kolmio. Téllsin (£A)° 4 (£B)° < 180.
Todistus. Valitaan piste D siten, ettd D x B *x D.

Kuva 86: KAHDEN KULMAN SUMMA

Ulkokulmaepéyhtédlon 2.4.19 nojalla LA < LABD. Tillsin puolisuorien B—fi ja
BD vilissi on BE siten, etti {ABE =~ £A. Nyt lauseen 2.3.10 iii) nojalla BA

— —

on BC'n ja BE:n vilissd, joten voidaan soveltaa lausetta 2.5.15 jonka mukaan
(LCBA)° 4+ ({ABE)° = ({CBE)°. Lauseen 2.5.16 nojalla ({ABE)° = ({LA)° ja

siten lauseen 2.5.18 nojalla saadaan ({B)° + (£LA)° < 180. O
Lausetta 2.5.21 voidaan parantaa; seuraava tulos on nimeltdin Saccherin'® ja

Legendre’in lause.

16 GIovaANNI GIROLAMO SACCHERI 1667—1733. Italia
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LAUSE 2.5.22 (Saccheri ja Legendre). Olkoon AABC kolmio. Téllsin (£LA)°+
(4B)° + (£C)° < 180.

Todistus. Vaihtamalla tarvittaessa merkintdji voidaan olettaa, ettd (£A)° < (£B)°
a (LA)° < (LC)°. Merkitédin a = (£LA)°. Lauseen 2.5.1 nojalla janalla BC' on
keskipiste, olkoon se D. Valitaan lisiiksi piste F siten. ettd Ax Dx E ja AD = DE.

Ae

°B

KuvA 87: SACCHERIN JA LEGENDRE’IN LAUSE

Lauseen 2.4.6 nojalla L{ADB = LEDC, jolloin SKS-sd&nnén nojalla AADB =
AEDC’ Erltylsestl B = ADCE ja A{BAD ~ LCED. Koska B *x D *x C ja

AD AE niin AE on kulman £ BAC sisilli, jolloin lauseen 2.5.15 nojalla

(%) ({BAD)° + ({EAC)° = ({BAC)".

Koska A x D x E ja CD = CB, niin CB on kulman LACF sisilli, ja lauseesta
2.5.15 saadaan

(%) (LACB)® + ({BCE)® = (LACE)°.

Yhdistamalld namé tiedot saadaan

(4B)° + (LA)° + (LO)°
=({ABC)° + ({BAC)° + (L ACB)°
=(4DCE)° + (({BAD)° + (LEAC)°) + ((LACE)° — (4BCE)°)
=(4BCE)° + (LCED)° + ({EAC)°® + ({ACE)° — ({BCE)°
=({CEA)° + (KEAC)° + (LACE)°.

Tama tarkoittaa sité, ettd kolmioiden AABC ja AAFEC kulmien astemittojen sum-
mat ovat samat. Lisiksi, koska (LAEC)° + (LEAC)° = ({BAE)° + (LEAC)° =
(£4BAC)° = o, niin joko (LAEC)° < 1o tai ({EAC)° < 2a. On siis l6ydetty uusi
kolmio ANAEC, jonka kulmien astemittojen summa on sama kuin alkuperiisessi,
mutta pienimmén kulman astemitta on korkeintaan %a.

Tehd#dén nyt sama temppu uudelle kolmiolle AAEC, jolloin saadaan taas uusi
kolmio, jonka kulmien astemittojen summa on edelleen sama, mutta pienimmén
kulman astemitta on korkeintaan %a. Toistamalla menettely n kertaa saadaan ai-
kaan kolmio A,,, jonka kulmien astelukujen summa on sama kuin alkuperiisen kol-
mion AABC, mutta pienimmén kulman astemitta on korkeintaan 1/2". Palataan
nyt varsinaiseen viitteeseen (£LA)° + (£B)° + (£LC)° < 180. Tehdiin vastaoletus:
(LA)° + (4B)° + (LC)° > 180. Merkitdédn § = (A{A) (4B)° + (£C)° — 180,
jolloin 4 > 0. Valitaan luku n € N siten, ettd sza < J ja olkoon A, ylli-

konstruoitu kolmio, olkoot £ A’, £ B’ ja £C’ sen kulmat ja £ A’ niisté pienin, jolloin
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(£LA") < (1/2™)a < 4. Lauseen 2.5.21 nojalla (£B’)° + (£LC")° < 180 ja toisaalta
A, :n konstruktion nojalla (£A")° 4+ (£B’)° + (LC")° = (LA)° + (LB)° + (£LC)°.
Talloin saadaan

§ = (LA)°+(LB)°+(£C)° =180 = (LA")°+(LB')°+(£C")°—180 < 6+180—180 = 4,
eli 6 < 9, mikid on mahdotonta. O

Jos AABC on kolmio ja B x C % D, niin ulkokulmaepéyhtdlon 2.4.19 mu-
kaan LB < LACD ja LA < LACD, jolloin lauseen 2.5.20 perusteella ({B)° <
(LACD)® ja (£A)° < (LACD)°. Saccherin ja Legendre’in lauseen avulla tétéd tu-
losta voidaan parantaa.

A » B
KuvAa 88: ULKOKULMA

LAUSE 2.5.23. Olkoon ANABC' kolmio ja B * C x D. Tiélloin (£A)° + ({B)° <
(LACD)°.
Todistus. Todistus sopii harjoitustehtéviksi. U

Maiédritelmé 2.20. Olkoot AABC kolmio. Sanotaan, ettd kolmion AABC' defekti,
eli kulmapoikkeama def( AABC') on luku

def(AABC) =180 — ((£LA)° + (£B)° + (£C)°) € R.

Jos aiemmin mainittu koulukurssin tieto kolmion kulmien summasta pitéisi paik-
kansa, niin jokaisen kolmion defekti olisi nolla, eikd méiritelméssé olisi mitdén
jarked. Néin ei siis kuitenkaan ole, vaan on olemassa malleja, joissa voi olla
def(AABC) > 0 jollekin kolmiolle. Huomaa, ettd Saccherin ja Legendre’in lau-
seen nojalla defekti ei voi olla negatiivinen. Koordinaattitason pisteiden ja suo-
rien muodostamassa mallissa, joka toteuttaa kaikki téh&nastiset aksioomat, péa-
tee def(AABC) = 0 jokaiselle kolmiolle. Toisaalta mybhemmin konstruoimme ns.
Poincarén mallin, jossa def(AABC) > 0 jokaiselle kolmiolle. Sellaisia malleja,
joissa olisi def(AABC') = 0 jollekin kolmiolle ja def(ADEF) > 0 jollekin toiselle
kolmiolle, ei ole olemassa. Tdamé tullaan kohta todistamaan. Asia liittyy ldheisesti
suorakulmioon, joka ensin mééritellédin.

Masdritelmé 2.21. Olkoot A, B,C ja D eri pisteitd siten, ettd mitkéin kolme
niisté eiviit ole samalla suoralla ja niin, ettd janat AB ja C'D eiviit leikkaa toisiaan
eiviitkd myoskidan BC ja AD leikkaa toisiaan.

(1) Niiden janojen muodostama joukko on nelikulmio JABCD.
2) Pisteet A, B,C ja D ovat nelikulmion kdrjet.
Janat AB, BC, DC ja DA ovat sen sivut.

(2)

(3)

(4) LABC, LBCD, £CDA ja DAB ovat sen kulmat.

(5) Nelikulmio, jonka kaikki kulmat ovat suoria kulmia, on suorakulmio.
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Kuva 89: NELIKULMIOITA

Joukko {A, B, C, D} ei ole nelikulmio, vaan vasta jérjestetty pistenelikko (A, B, C, D)
méirid nelikulmion, jos sekédn. Seuraavassa kuvassa ei JABCD eikd myoskiin
OEFGH ole nelikulmio, mutta OEGF H on.

Di ., C H F
A
B E® :& G
Kuva 90: EIVAT NELIKULMIOITA

Huomautus 25. Suorakulmaisia kolmioita on helppo konstruoida, tdméhin seu-
raa lauseesta 2.4.8. Voisi luulla, ettd suorakulmion konstruointi olisi yhté yksinker-
taista. Niin ei kuitenkaan ole. Kokeile! Kolme kulmaa saa aina suoraksi, mutta se
neljés....

Téssé tuleekin vastaan aika yllédttédvia ongelma: onko suorakulmioita olemassa
ollenkaan? Tavallisessa koordinaattigeometriassa néité toki on, mutta yo. kysymys
pitdd ymmértdd niin, ettd onko jokaisessa tdhinastiset aksioomat toteuttavassa
mallissa suorakulmioita. T:ité asiaa tutkitaan jatkossa. Todistetaan ensin pieni
mutta kiintoisa aputulos:

LAUSE 2.5.24 (Defektin additiivisuus). Olkoon AABC' kolmio ja Ax D x C.
Télloin def(AABC) = def(AADB) + def(ABDC).

A D C

Kuva 91: DEFEKTIN ADDITIIVISUUS

Todistus. Koska A x D % C', niin B—l)) on B—zzl:n ja B—C)':n vilissd, joten lauseen 2.5.15
mukaan ({ABD)° + ({DBC)°® = ({ABC)°. Toisaalta L{ADB on kulman £ BDC
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tdydennyskulma, joten lauseen 2.5.17 nojalla ({ADB)° + (£LBDC)° = 180. T&llsin

def(AADB) + def(ABDC)
=180 — (£LA)° — (LADB)° — ({ABD)° 4+ 180 — (£C)° — ({BDC)° — ({(DBC
=360 — (£LA)° — (£C)° — ((LABD)° + (4DBC)°) — (({ADB)° 4+ ({BDC)°)
=180 — (L A)° — (£0)° — (4B)° = def(AABC).

g

Suorakulmioiden olemassaolo ja kolmioiden defekti liittyviit ldheisesti toisiinsa:

LAUSE 2.5.25. Jos on olemassa kolmio, jonka defekti on nolla, niin on olemassa
suorakulmio.

Todistus. Olkoon AABC' kolmio, jolle def(AABC) = 0. Saccherin ja Legendre’in
lauseen 2.5.14 nojalla jokaisessa kolmiossa on ainakin kaksi kulmaa, joiden astemitta
on alle 90. Merkintsjd tarvittaessa vaihtamalla voidaan nyt olettaa, ettd (£ B)° <

90 ja (£C)° < 90. Lauseen 2.4.8 nojalla A:n kautta kulkee suoran BC normaali,
olkoon D sen ja BC'n leikkauspiste.

. . *C

Kuva 92: APUPIIRROS

Osoitetaan aluksi, ettd B x D x C: Jos néin ei olisi, niin toteutuisi jokin vaih-
toehdoista

a) DxBxC
b) D=1
c) D=C
d) D+«Cx«B
A
D B " C

Kuva 93: TAPAUS a)

Tapauksessa a) on lauseen 2.5.23 mukaan (£D)°+({DAB)° < (LABC)°. Tissé
£D on suora, joten lauseen 2.5.19 nojalla (£D)° = 90 ja lauseen 2.5.14 mukaan
(LDAB)° > 0, ja siis 90 < (£ABC)°, miki on vastoin oletusta (£B)° < 90.

Tapauksessa b) kulma £LABC' on suora ja siten ({ABC)° = 90, miki on taas
vastoin oletusta. Tapaus ¢) on samanlainen kuin b) ja d) samanlainen kuin a).

On siis néhty, ettd B x D x C. Tillsin lauseen 2.5.24 nojalla def(AABC) =
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def(AABD) + def(AADC). Koska oletuksen mukaan def(AABC) = 0 ja Sacc-
herin ja Legendre’in lauseen nojalla jokaisen kolmion defekti on ei-negatiivinen,
niin tdmé on mahdollista ainoastaan, mikéli def(AABD) = 0 = def(AADC). On
siis 16ydetty nimenomaan suorakulmainen kolmio, jolla on defekti 0 eli kulmien
astelukujen summa 180.

B ul 4
D

C

Kuva 94: SUORAKULMION KONSTRUKTIO

Valitaan nyt piste P siten, etté DfTC)’P ja ADCA = LCAP ja edelleen valitaan
FE e AP siten, etti AE = DC. Tallom SKS-sdinnon n0Jalla ADCA = ANEAC.

Erityisesti L{ADC = LCFEA. Koska AD on suoran BC’ normaali, niin kulma
£LADC on suora. Lauseen 2.4.7 nojalla télloin myos kulma {CEA on suora.

Osoitetaan, ettd myos £EFAD on suora: Lauseen 2.4.15 nojalla :4—)E | I?C’
eli suorat eivit leikkaa toisiaan, joten DC’AE Koska ADC’A AFEAC, niin
£DAC = LFECA, jolloin lauseen 2.4.15 nojalla AD | C'E josta seuraa, etté

ECAD. Tallsin médritelmdn mukaan C' on kulman £FAD sisélld eli AC on
AEm ja AD:m vilissid. Lauseen 2.5.15 nojalla ({DAC)° + (LCAFE)° = ({EAD)°.
Koska L{CAE =~ LACD, niin lauseen 2.5.16 mukaan (LCAFE)° = (LACD)° ja
saadaan (LDAC)® + (LACD)® = (LEAD)°. Nyt kiytetddn hyviksi sitd tietoa,
ettd def(AACD) = 0. Téllsin ndet (LDAC)° + (LACD)° = 180 — (£D)° ja
koska £ D on suora, 180 — (4D)° = 180 — 90 = 90. Siten saadaan ({EAD)° =
(LDAC)° 4+ (£ACD)° = 90, joten lauseen 2.5.19 nojalla L EAD on suora.

>

Vastaavasti nihdéin, ettd myos £ DCE on suora, sillid ensinnikin AEDC ja

ADR’, joten CA on CDn ja CE:m valissi ja saadaan ({DCA)° + (LACE)° =
(LDCE)°. Kiyttéden hyviksi tietoja ({ACE)° = ({DAC)® ja def(AADC) = 0
sekd (£D)° = 90 saadaan kuten edelléi (A{DCE) = 90 ja siten L DCE on suora.

Koska, kuten todettiin, DC | AE ja AD | EC’ niin mitkéén kolme pisteisté
A, D, C ja FE eivit voi kuulua samalle suoralle, eiviitkd janat AD, DC', CE ja EA voi
leikata toisiaan muualla kuin péétepisteissd, joten JADCE on nelikulmio. Koska
sen kaikki kulmat ovat suoria, se on suorakulmio. U

LAUSE 2.5.26. Jos on olemassa suorakulmio, niin jokaisen kolmion defekti on
nolla.

Todistus. Olkoon JABCD suorakulmio ja AEFG mielivaltainen kolmio. Téssé
on kaksi mahdollisuutta; joko a) AEFG on suorakulmainen tai b) AEFG ei ole
suorakulmainen. Osoittautuu, etti tapaus b) palautuu suorakulmaisen kolmion
tapaukseen a) ja ettéd lause on a)-tapauksessa helppo todistaa, kunhan suorakulmio
on niin suuri, ettd kolmio voidaan kopioida sen nurkkaan kuvion 97 mukaisesti.
Todistus alkaa siksi niin, ettd suurennamme suorakulmiotamme CJABC'D. Valitaan
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kaikille n € N pisteet P, € /TB ja @, € D_C’) siten, ettd AP, =2 n - AB ja DQ,, =
n-DQ.

D C=Q, Q» Q3 Q, ) Q5

[ 1
A =
S L T

KuvA 95: SUORAKULMION ENSIMMAINEN LAAJENNUS

Todistamme aluksi induktiolla n:n suhteen, ettd jokainen JAP, @, D on suora-
kulmio, jossa P,Q, = BC. Tapaus n = 1 on tietysti kunnossa. Oletetaan, etti
viite on tosi arvolla n ja osoitetaan se todeksi myos arvolla n 4+ 1. Pitda néyttas,
ettéd

(1) OAP,+1Qn+1D on nelikulmio.
(2) Nelikulmion AP, 11Q@,+1D kulmat ovat suoria.
(3) Pay1Qny1 = BC.

—> —>

(1) Oletuksen nojalla DC' ja AB ovat suoran AD normaaleja, ja siten lauseen
2.4.17 mukaan yhdensuuntaisia. Koska D ja @,11 ovat suoralla DC ja A ja P,

suoralla AB, niin mitké#in kolme niistéd eivit voi olla samalla suoralla. AB:n ja

—

D(C'n yhdensuuntaisuudesta seuraa lisiiksi se, ettd janat AP,y1 ja DQ,y1 eivit
voi leikata toisiaan. Pitdd vield osoittaa, ettd myoskidn janat AD ja P,y1Qpn+1

eivat leikkaa toisiaan. Tam# seuraa siité, etté oletuksen nojalla BC' ja AD ovat
AB n normaaleja Joten lauseen 2.4.17 mukaan BC’ I AD jolloin BCAD ja koska
Pn+1BAD ja Qn+1CAD niin Pn+1Qn+1AD Niin jana P,11Qn+1 €l voi leikata

edes suoraa AD eiké erityisesti janaa AD.

(2) Valintojen nojalla P,P,+1 = AB ja Q,Qn,11 = DC. Lisiksi induktio-
oletuksen nojalla P,Q, = BC ja kulma £AP,(Q,, on suora, jolloin my6s sen tiy-
dennyskulma £ P, 11 P,Q, on suora. Tilloin siis SKS-séénnoén nojalla AABC =
APn11P,Q,. Erityisesti AC = P,11Q, ja LACB = AP,1Q,F,. Induktio-
oletuksen nojalla myss £DQ@., P, on suora ja siten myos sen tidydennyskulma

£Qn+1Qn P, on suora. Nyt Q,F,4+1 on puolisuorien Q,P, ja Q,Q,+1 vilissi
(Koska AB || DC, eli P,P,11 || @n@Qny1, niin PPy QrnQpy1. Koska Q. P, ||

>

DA niin DAQ,, P, ja siis Qi1 Poi1 QnPy . Kulmamitan additiivisuuslause 2.5.15

antaa siis (£PQnPrt1)® + (£P41QnQnt1)° = (4AP,QnQni1)°. Koska, kuten
todettiin, L P,,@Q,Qn+1 on suora, saadaan lauseen 2.5.19 nojalla

(%) (£Pp11QnQn41)° =90 — (£P,QnPri1)”.

Vastaavasti CA on CD:n ja C B valissi (Totea!) ja £DCB on oletuksen nojalla
suora, joten 2.5.15 antaa (L DCA)°+(LACB)° = ({DCB)°, josta edelleen 2.5.19:n
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nojalla

(%) (LDCA)° =90 — (LACB)°.

Koska, kuten ylld todettiin, { ACB = £ P,,Q,, P11, niin 2.5.16:n nojalla ({ACB)°
(AP, QnPry1)°. Talloin (x) ja (xx) antavat (£P,4+1QnQn+1)° = (LDCA)°. Lau-
seen 2.5.16 nojalla tdmi merkitsee sité, ettd 4P,11Q,Qn+1 = LDCA. Koska,
kuten todettiin, P,11Q, = AC ja Q,Q,+1 = DC, niin SKS-sdéntd antaa nyt
AP, 11QnQny1 = ADCA. Erityisesti Ppp1Qny1 = DA ja AP 11Qn11Qn =
£DAC. Koska oletuksen mukaan £DAC' on suora, niin lauseen 2.4.7 nojalla
my6s £ P,11Qn+1Q, on suora. Vaihtamalla merkintsji (A < D, B < C ja
P < @) nidhdddn samalla tavalla, ettd myos £Q,+1P,+1P, on suora. Siten kul-
mat Py1Qni1D = £Py11Qn11Qn ja £Qni1Pry1A = £Qpni1Pny1 Py ovat suo-
ria. Nelikulmion OAP,,+1@y+1 D kahden muun kulman suoruus todettiinkin jo
aikaisemmin.

(3) Kolmanneksi pitédé osoittaa, ettd Pp,y1Qn+1 = BC. Olemme jo osoittaneet,
ettd Ppy1Qni1 = AD, joten riittédé osoittaa, etti AD = BC. Tamé seuraa puo-
lestaan oletuksesta ja siitd, ettd suorakulmion vastakkaiset sivut ovat yhteneviit.
Perustelu on sopiva harjoitustehtévi.

On siis induktiolla osoitettu, ettéd jokainen JAP,Q,D on suorakulmio, jossa
P,Q, = BC. Palataan tapauksen (1) alkuun. Arkhimedeen aksiooman nojalla on
olemassa n € N siten, etti FE <n-AB jam € N siten, ettd F'G < m - AD. Vali-
taan P, ja @, kuten edelld, jolloin JAP,@Q, D on suorakulmio. Valitaan edelleen

R,, € AD ja S,, € P,Q, siten, etti AR,, =2 m - AD ja P,S,, = P,Q,. Toista-
malla tekemédmme induktioperustelu eri merkinnéin ndhdéén, ettda AP, S, R,, on
suorakulmio, jolle lisiiksi pitee FFE < AP, ja FG < P,S,,.

R, S4
R3 > ° 53
R, ¢ L) 52
C Q2 Qs Qu _
D‘Rl v v v Q5_S1
A B P P P P
2 3 4 5

KuvAa 96: SUORAKULMION TOINEN LAAJENNUS

Merkint6ja tarvittaessa muuttamalla voidaan jérjestid, ettd tutkittavassa suora-
kulmaisessa kolmiossa AEFG nimenomaan kulma £ F on suora. Nyt on olemassa
P € AP, siten, ettdi AP = FFE ja R € AR, siten, ettd AR & FG.
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R ¢

A # > Py F

Kuva 97: SUORAKULMAISEN KOLMION DEFEKTI

Nyt apukolmion AAP,R,, defekti on 0 seuraavasta syystid: Koska suorakul-
miossa vastakkaiset sivut ovat yhtenevit, minkd perustelu on sopiva harjoitus-
tehtdvé, niin AR,, &£ P,S,, ja AP, = R,,S,,. SKS-sdinnoén nojalla on siis
AR, AP, =2 AP, S, R,,. Erityisesti LAR,, P,, = £S5, PR, joten ({AR,,P,)° =
(LS PpRy)°. Toisaalta, koska AR, | P.Sm, ja AP, | RmSm, niin P,R,,
on puolisuorien P, A ja P,S,, vilissi. Tilloin (LAP,R,)° + (LS PpRim)° =
(LAP,S,,)° = 90 eli todellakin

def(AAP,R,,) =180 — (LA)° — (LAR, P,)° — (LAP,R,,)°
=180 —90 — (£SmPrRm)° — (90 — (LS P Ri)°)
=0.

Tutkittavan kolmion AEFG defektin héviiminen saadaan nyt laskemalla vai-
heittain eri apukolmioista: Koska A x P % P,, niin lauseen 2.5.24 nojalla

def(AAPR,) + def(APR,, P,) = def(AAP,R,,) = 0.

Mutta jokaisen kolmion defekti on ei-negatiivinen, joten tdmé on mahdollista ai-
noastaan, mikili molemmat yhteenlaskettavat ovat nollia, siis erityisesti def(AAPR,,) =
0. Koska A * R * R,,,, niin vastaavasti myos

def(AAPR) 4 def(APRR,,) = def(AAPR,,,) = 0.
Témé on taas mahdollista vain, kun def(AAPR) = 0. Pisteiden P ja R valinnan
nojalla AP = FFE ja AR =2 FG. Koska £F on suora, niin SKS-séinnon nojalla
APAR = AEFG. Erityisesti ({P)° = ({FE)°, ({A)° = (LF)° ja (LR)° = (£G)°.
Télloin
def(AEFG) =180 — (LE)° — (4F)° — (4G)°

=180 — (LP)° — (LA)° — (LR)°

= def(APAR)

= 0.

Niin suorakulmaisen kolmion defekti on todettu nollaksi.

Yleinen tapaus b) palautuu suorakulmaiseen seuraavalla tavalla. Jos kolmiossa
AFEFG ei ole suoraa kulmaa, niin siind on ainakin kaksi sellaista kulmaa, joiden
astemitta on alle 90. TAm& n&htiin lauseen 2.5.25 todistuksen yhteydessid. Voimme
siis olettaa, ettd £ F ja £G ovat téllaisia. Lauseen 2.5.25 todistuksesta niikyy myos,

> >

ettéd jos H on pisteen E kautta kulkeva F'G:n normaalin ja suoran F'G leikkauspiste,
niin F'x H x G.
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F

Kuva 98: TAPAUS (b) PALAUTUU TAPAUKSEEN a)

Téssé kolmiot AFHE ja AGHE ovat nyt suorakulmaisia, joten a) -kohdan
nojalla def(AFHE) = 0 = def(AGHE). Defektin additiivisuuslausetta 2.5.24
soveltaen saadaan tilloin

def(AEFG) = def(AFHE) + def(AGHE) = 0 + 0 = 0.
0

Huomautus 26. Jos siis on olemassa kolmio, jonka defekti on 0, niin lauseen 2.5.25
nojalla on olemassa suorakulmio, jolloin lauseen 2.5.26 mukaan jokaisen kolmion
defekti on 0. Huomaa, etti témé kaikki ei sano mitééin siitéd, onko nolladefektisid
kolmioita olemassa vai ei. Téhénastisista aksioomista ei voidakaan johtaa téllaisen
kolmion olemassaoloa sen enempé# kuin olemattomuuttakaan. Kirjataan ylldsa-
nottu vield lauseeksi:

LAUSE 2.5.27. Jos on olemassa kolmio, jonka defekti on aidosti positiivinen, niin
jokaisen kolmion defekti on aidosti positiivinen.

2.6. Dedekindin aksiooma.

Mssritelms 2.22. Olkoon O piste ja r € R; » > 0. Sanotaan, ettd joukko {P ’
OP = r} on O-keskipisteinen, r—sdteinen ympyrd.

LAUSE 2.6.1. Ympyrillid ja suoralla on korkeintaan kaksi yhteisté pistetta.
Todistus. Olkoon o O-keskinen r-séiteinen ympyra ja £ suora. Antiteesi: a:lla ja £:114
on ainakin kolme yhteistd pistettd. Merkitdéan niitd Py, P> ja Ps, jolloin erityisesti
Py, Py, P3 # O. Tarkastelemme kahta eri vaihtoehtoa: piste O joko a) siséltyy
suoraan ¢ tai sitten b) ei sisélly.

a) Ei voi olla niin, ettd Py * Py x O, silli silloin olisi r = OP, < OP; = 7.
Vastaavasti el myoskéidn voi olla Py * Py * O. On siis P; x O x Py. Koska P3; on
suoran ¢ piste, niin on télloin joko P3 € OP; tai P3 € OP, (lause 2.3.5). Merkintoji
tarvittaessa vaihtamalla voidaan olettaa, ettd P3 € OP;. Télloin joko O *x P3 x Py
tai O x Py x P, jolloin r = OP3 < OP; = r tai r = OP3 < OP; = r, mahdottomia
kumpikin. Tapaus a) ei siis tule kysymykseen.

Tapaus b): Merkintoji tarvittaessa vaihtamalla voidaan olettaa, etté Py * Py* Ps.

Koska tutkimme tapausta, jossa O ei ole suoralla ¢, niin AOP; P, ja AO P, P3 ovat
kolmioita ja siis LOP>P; ja £OP,P5; ovat toistensa tidydennyskulmia. Lauseen
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2.5.17 nojalla (LOP,P;)° + (LOP»P3)° = 180, joten ainakin toisen kulman as-
temitta on vihintdin 90. Merkintoja tarvittaessa muuttamalla voi olettaa, etté
(LOPyPy)° > 90. Koska lauseen 2.5.14 mukaan (£ P,OP;)° > 0, niin Saccherin ja
Legendre’in lauseen nojalla (£OP; P>)° < 90. Tallsin (LOP1 P,)° < (£OP,P;)° ja
lauseen 2.5.20 nojalla LOP, P> < LOP,P;. Soveltamalla lausetta 2.4.22 kolmioon
AOP, P, saadaan nyt OP, < OPy, josta edelleen OP, < OP; (lause 2.5.9.). Tami
on mahdotonta, koska P;, P» € o ja siten OP; = OP, = r-. |

Miidritelmé 2.23. Olkoon a O-keskipisteinen, r— siiteinen ympyré ja P piste. Jos
P = O tai OP < r, niin sanotaan, ettd P on a:n sisdpuolella, ja jos OP > r, niin
sanotaan, ettid P on a:n ulkopuolella.

On luonnollista ajatella, etti allaolevan kuvan tilanteessa suoralla ja ympyrélld
on tédsmaélleen kaksi yhteisté pistetti. ts. jos suoralla ¢ on piste P, joka on ympyrin
« sisépuolella, niin £ leikkaa a:aa tédsmilleen kahdessa pisteessi.

K

Kuva 99: SUORA JA YMPYRA

Yllidttden tdmé ei seuraa téhén asti esitetyistd aksioomista. Jotta leikkauspisteet
16ytyisivit, otetaan peliin ns. Dedekindin aksiooma.'” Sitd varten asetetaan ensin
médritelmé:

Masritelmé 2.24. Olkoon ¢ suora, L = {P | P sisiltyy suoraan ¢} sen kaikkien
pisteiden joukko ja D; ja Dy C L. Sanomme, ettd Dy ja Do toteuttavat Dedekindin
ehdot, mikéli

(1) Dy #0 ja Dy # 0

(2) D1N Dy =10

(3) DiuUDy =1L

(4) Jos P,Q € Dy, niin ei ole olemassa pistettii R € Da, jolla olisi P x R * Q
(5) Jos P,Q € Dy, niin ei ole olemassa pistetti R € Dy, jolla olisi P x R * Q

Havainnollisesti ehdot (4) ja (5) tarkoittavat, ettéd joukot Dy ja Do sijaitsevat suo-
ralla ¢ "perikkiin”.

17 JuLius WIHELM RICHARD DEDEKIND 1831-1916. Saksa.
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Kuva 100: DEDEKINDIN EHDOT

Esimerkki 9. Reaaliakselilla, joka on koordinaattittason R? suora, joukot D; ja
D> C R toteuttavat Dedekindin ehdot, jos ja vain jos jollekin a € R piitee jokin
seuraavista neljistd vaihtoehdosta:

(1) Dy =] — 00,4a| ja Dy =|a, 0]
(2) Dy =] —o00,a] ja Dy = [a, 0]
(3) D1 = [a,00] ja Dy =] — 00, af
(4) Dy =la, [ ja Dy =] — 00, al.

Perustelu sopii harjoitustehtéviksi.

(DA) Dedekindin aksiooma. Olkoon ¢ suora, L = {P | P sisiltyy suoraan (} sen
kaikkien pisteiden joukko ja D; ja Do C L siten, ettd D; ja D> toteuttavat
Dedekindin ehdot. T:lloin on olemassa tasan yksi piste P € L siten, etté kaikille
Q,R e L\ {P} pitee Q* Px R, jos ja vain jos Q € Dy ja R € D5 tai @ € D5 ja
R e D,.

Havainnollisesti Dedekindin aksiooma sanoo, etti suorassa ei ole "reikid”. Ak-
siooma vastaa tunnettua reaalilukujen tédydellisyysaksioomaa. Reaalilukujen tiy-
dellisyyteen vetoamalla voi todistaa, ettd koordinaattigeometria toteuttaa myos
Dedekindin aksiooman.

LAUSE 2.6.2. Olkoon o« O-keskinen r-séteinen ympyré ja £ suora. Olkoot liséksi
A ja B suoran { pisteitd siten, ettd A on a:n sisd- ja B ulkopuolella. Tilloin
ympyrélld o ja suoralla ¢ on tasan kaksi yhteistd pistettd Cy ja Cs, joille liséksi
pétee Cy x Ax B ja AxCsy x B.

Q

@)
> 9
O
we

Kuva 101: YMPYRA LEIKKAA SUORAA
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Todistusta varten muotoillaan ensin lause, joka osoittaa, etté ”kaikenmittaisia
janoja on olemassa”; tédtd térkedd perustietoa ei voi todistaa ilman Dedekindin
aksioomaa.

LAUSE 2.6.3. Olkoot A ja B eri pisteitd ja r > 0 positiiviluku. Télléin on ole-
massa piste C € AB siten, ettid AC =r.
Todistus. Merkitédin suoran AB pisteiden joukkoa L = {P ‘ P sisiltyy suoraan AB}

ja médritelldin D; = {P € AB | AP > r} ja Dy = L~ D;. Osoitetaan, etti De-
dekindin ehdot toteutuvat.

N B

DN

~
D
1
Kuva 102: JANA, JONKA PITUUS ON 7

(1) Dy # 0, silli A € Dy. Myos Dy on epétyhji, silld olkoon OI janamitan
konstruoinnissa kiiytetty yksikkojana. Valitaan n € N siten, ettd n > r.

—

Arkhimedeen aksiooman nojalla on olemassa P € AB siten, ettd AP =
n - OI, jolloin 2.5.7:m ja 2.5.3:n nojalla AP = n ja siis AP > r ja P € D;.

(2) on selvé joukon Dy mééritelmén nojalla.

(3) samoin.

(4) Olkoot P,Q € D; ja P x R x Q. Pitédé osoittaa, ettd R € D;. Koska
P,QQ € AB niin joko A x P x @ tai A x Q x P. Tarvittaessa merkintoji
muuttamalla voidaan olettaa, ettd A x P x Q). Koska P * R x @), niin tdlloin
lauseen 2.3 nojalla A+ P+ R. Nyt R € AP = AB ja AR > AP > r, joten
R e D,.

(5) Olkoon P,@Q € Dy ja P * R Q. Pitdi osoittaa, ettd R € Dy. Tehdidin
vastaoletus: R € D;. Tésséd on nyt viisi vaihtoehtoa:

a) P=A
b) @Q=A4
c) PxAxQ
d) AxPx*xQ
e) AxQxP

a) Jos P = A, niin Ax Rx* Q. Koska R € Dy, niin R € A—B> ja siten myos

(ONS E Lisiiksi AQ > AR ja koska R € Dy, niin AR > r ja siten myos
AQ > r, joten Q € Dy, miki on mahdotonta.
b) Vaihtamalla merkintoji (P < Q) tapaus b) palautuu tapaukseen a).

c) Jos P x A x @, niin lauseen 2.3.5 nojalla joko P € AB tai Q € AB.
Merkintsjd tarvittaessa vaihtamalla (P < @) voidaan olettaa, ettd @ €

A—B>, jolloin 14—@ — AB. Koska R € Dy ja A ¢ Dq, niin R # A, jolloin



d)

e)
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lauseen 2.3.7 nojalla joko Px R« A tai A*R*Q Jos P*R*A niin R € AP

ja toisaalta koska R € D1, niin R € AB AQ eli R € AP N AQ = {A}
(lause 2.3.8), ja siis R = A ¢ D, vastoin oletusta. Jos taas A x R x @,
niin ristiriita 16ytyy kuten tapauksessa a).

Jos Ax Px(@, niin lauseen 2.3.4 nojalla Ax R () ja joudutaan ristiriitaan
kuten kohdassa a).

Vaihtamalla merkinnit (P < @) palaudutaan tapaukseen d).

Joukot D; ja D5 toteuttavat siis Dedekindin ehdot, joten Dedekindin

aksiooman nojalla on olemassa piste P, joka erottaa joukot D ja D, eri
puolilleen aksiooman mielessé. Osoitetaan, etté tdmé piste on etsimdmme,

— —

toisin sanoen P € AB ja AP = r. Viite P € AB on ilmeinen, silli muuten
valittaisiin piste @ siten, ettd Q = P x A, jolloin olisi Q ¢ AB ja siis QQ €
D,y. Koska myos A € Do, niin P ei — vastoin mééritelméinsi — erottaisi
joukkoja D; ja Ds eri puolilleen. Todistettavaksi jéi siis, ettd AP =r. Jos
néin ei olisi, niin olisi voimassa jokin seuraavista ehdoista:

i)

ii)

iii)

i) P=A.
i) AP <r.
iii) AP > r.
Jos P = A, niin valitaan n € N siten, ettd 1/2" < r ja P, kuten janami-

tan konstruktiossa, jolloin 2" - OF, = OI. Tilloin lauseen 2.5.7 nojalla
2".OP,, = OI, joten lauseen 2.5.3 nojalla saadaan OP,, = 1/2". Valitaan

nyt piste Q € AB siten, ettd AQ = OP,, jolloin AQ = OP, =1/2" <r
jasiten @ € Ds. Valitaan toisaalta R siten, ettd RxAx(Q, jolloin R ¢ AB
ja siten myos R € Ds. Koska P = A, niin Rx* P* (), mikd on mahdotonta
Dedekindin aksiooman viitteen nojalla.

Jos AP < r, niin valitaan n € N siten, ettd 1/2" < r — AP ja P, kuten
kohdassa i) Valitaan nyt @ siten, ettd A * P x Q ja PQ = OPF,, jolloin
PQ = ... T:llsin lauseen 2.5.4 nojalla

1 _ _
AR=AP +PQ=AP + oo <AP+r-AP=r,

joten Q € Dy. Koska myos A € Ds ja A x P x (@, niin joudutaan taas
ristiriitaan P:n ominaisuuden kanssa.

Jos AP > r, niin P € Dy, silli ylli jo todettnn etta P e AB Valitaan

Q télla kertaa niin, ettd Ax P*(Q, jolloin @) € AP AB jaAQ > AP >r

ja siis @ € D;. Valitaan edelleen n € N siten, ettd ﬁ < AP —rja P,

kuten kohdassa i). Valitaan vield R € PA siten, ettd PR = OP,, jolloin

PR=0P, = AP~ 5 > AP (AP —r)=r,

joten R € D;. Koska Ax R* P ja A* P x (@, niin lauseen 2.3.4 nojalla
R x P x (). Taméa on Dedekindin aksiooman vastaista, koska R,Q € D;.
Néin on halutun pisteen C olemassaolo péételty.
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_ Pisteen C' yksikésitteisyys seuraa siité, ettd jos D € AB olisi toinen piste, jolla
AD = r, niin olisi AD = AC ja A = D suoraan aksiooman (HS8) nojalla. O

Lauseen 2.6.2 todistus vaatii edellisen liséiksi vield seuraavat kaksi pientd aputu-
losta, joiden todistukset jéivit harjoitustehtiviksi:

LAUSE 2.6.4. Olkoon AABC kolmio ja BxDxC. Tilloin AD < max{AB, AC}.

—

B

>

Kuva 103: LAUSE 2.6.4

LAUSE 2.6.5. Olkoon o ympyré ja A,B € aU{P ‘ P on «:n sisépuolella} s.e.
Ax Cx B. Télloin C' on a:n sisédpuolella.

Kuva 104: LAUSE 2.6.5

Lauseen 2.6.2 todistus. Olkoon a O-keskinen, r-sidteinen ympyri, £ suora ja
A, B pisteité siten, ettd A on «:n sisé- ja B sen ulkopuolella. Tehtéviani on 1oyt
a:n ja £:n kaksi yhteistd pistettd Cp ja Cs siten, ettd C7 x A *x B ja A x Cy x B.
(Lauseen 2.6.1 mukaan enempii ei ole olemassa.)

Osoitetaan ensin pisteen C5 olemassaolo. On kaksi tapausta sen mukaan, kul-
keeko suora £ pisteen O kautta vai ei.

a) Jos ¢ kulkee pisteen O kautta, niin O # B eli OB on puolisuora.

KuvA 105: TAPAUS a)

Lauseen 2.6.3 nojalla voidaan valita C € OB siten, ettd OC = r, jolloin C € « ja

riittéd osoittaa, etti Ax C x B. Koska C € OB ja OC = r < OB, niin vilttamiitta
O xC % B. Jos A = O, niin viiite seuraa suoraan téstid. Voidaan siis olettaa, ettéd
A # 0. Vilttamitta pitee myos B # O ja B # A, joten joko O x Ax B, Ax O x B
tai A x B * O. Lauseen 2.6.5 nojalla viimeinen vaihtoehto ei tule kyseeseen. Jos
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olisi A x O x B, niin ehdon O * C' x B ja lauseen 2.3.4 nojalla olisi A x C' x B ja asia
silld selvd. Kolmannessa tapauksessa O * A x B on ehdon OA < OC < OB nojalla
oltava A x C' % B, silld muut vaihtoehdot eivit tule kyseeseen. (Mieti, miksi eiviit.
Tutki erikseen vaihtoehtoja A * B C ja Bx A*C'.)

b) Oletetaan, etté £ ei kulje keskipisteen O kautta. Méadritellddn joukko M C R
seuraavalla tavalla.

M={APcR|Pec AB, OP < r}

Todistuksen ideana on 16ytéd etsitty leikkauspiste (' etenemaélld pisteestd A pis-
tettd B kohti matkan m = sup M verran. Koska OA € M, niin M # (. Lisiksi
M on ylhé#lté rajoitettu, ylarajana 2r, miké seuraa kolmioepédyhtélostéd seuraavalla

tavalla:
AN

Kuva 106: JOUKKO M MUODOSTUU JANOJEN AP PITUUKSISTA

Olkoon z € M. Jos & = 0, niin « < 2r. Jos £ > 0, niin z = AP jollekin P € AB,
jolla OP < r. Koska / ei kulje pisteen O kautta, niin AOAP on kolmio ja kolmio-
epiyhtilon nojalla AP < OA 4+ OP. Koska A on ympyrin « sisillid, on OA < 7 ja
koska OP < r, niin # = AP < r +r = 2r. Nihtyiimme niin, ettd M on ylhélta
rajoitettu epédtyhja joukko reaalilukuja, tiedimme reaalilukujen téydellisyyden no-
jalla, ettd on olemassa joukon M supremum, olkoon se m = sup M. Osoitetaan,
ettd m > 0, eli ettéd joukossa M on muitakin alkioita kuin 0. Koska A on ympyréin
a sisilld, piatee OA < r. Valitaan a = r — OA > 0. Niin on todistettu, ettd m > 0.

—_—

Lauseen 2.6.3 nojalla on olemassa piste P € AB siten, etti AP = a. Soveltamalla
kolmioepéyhtilod kolmioon OAP saadaan OP < OA + AP = OA+r — OA =r.

Niin @ = AP € M. Lauseen 2.6.3 nojalla voidaan valita piste Co € AB siten,
etti ACy, = m. Osoitetaan, etti Cy € «. Jos niin ei olisi, olisi joko OC < r
tai OC > r. Ensin mainitussa tapauksessa valitaan lauseen 2.6.3 nojalla piste
P siten, ettd A x Co x P ja CoP = r — OC5. Tillsin kolmioepiyhtilon mukaan
OP < OCy 4+ CoP = 0Cy + 1 — OCy =7, joten AP € M. Koska A % Cy % P, niin
AP > AC5 = m = sup M, mikd on mahdotonta. Vastaavasti, jos olisi OCy > r, niin

supremumin ominaisuuksien nojalla olisi olemassa x € M, jolla z > m — (OC —r).

Joukon M mééritelmén mukaan 16ytyy télloin piste P € AB, jolla OP < rja
AP = z. Koska x < 'm ja ei voi olla P = Cs (silld OP < r < OC3), niin Ax P x Cs.
Kolmioepéyhtilo sovellettuna kolmioon AOPC5 antaa nyt

OP > 0Cy—PCy > 0Cy—(ACy—AP) = OC—m+x > OC—m+m—(0Cy—r) =r

eli OP > r, miki on mahdotonta. Piste Cy on siis ympyrilld a.
Pitds vield osoittaa, ettid A x Co x B. Ainakin nidmé ovat kolme eri pistetti, silli

A on a:n siséipuolella, B sen ulkopuolella ja Cs € a. Koska Cy, B € A—B) , pétee
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joko A x Cy x B tai A *x B * (3. Lauseen 2.6.5 nojalla jidlkimméinen vaihtoehto ei
tule kyseeseen, joten pitee A x Cy * B ja etsitynlaisen pisteen C5 olemassaolo on
varmistettu.

Pisteen C'; olemassaolo seuraa nyt helposti. Lauseen 2.6.3 nojalla voidaan valita
piste P siten, ettéi P x A x B ja AP = 2r. T:llsin kolmioepéyhtilon nojalla OP >
AP — OA = 2r — OA > 2r —r = r, joten P on a:n ulkopuolella. Pisteen Cs
olemassaolon takia loytyy tédlloin piste Cy € «, jolla P x C; x A. Koska P x A x B,
niin Cq * A x B lauseen 2.3.4 mukaisesti. ]

Lauseessa 2.6.2 ei itse asiassa tarvitse olettaa ulkopuolisen pisteen B olemassao-
loa:

LAUSE 2.6.6. Olkoon o O-keskinen r-sédteinen ympyré, ¢ suora ja A suoran {
piste, joka on ympyréidn « sisdpuolella. T:lloin suoralla ¢ ja ympyrélld o on tasan
kaksi yhteistéd pistettd Cy ja Cs, ja niille piatee C1x AxCy. Lisédksi suoran ¢ pisteille
pétee: P on a:n sisépuolella, jos ja vain jos C1 x P x Cs.

Todistus. Tasmélleen samoin kuin lauseen 2.6.2 todistuksen kohdassa b) 16ytyy £:n
piste P, joka on a:n ulkopuolella, jolloin 2.6.2 toimii ja antaa tédsmélleen kaksi
leikkauspistettd C ja Cy siten, ettd AxCox P ja C7x Ax P. Talloin myos Cq x AxCo
(lause 2.3.4). Jos P on /:n piste siten, ettd Cq * P x Cy, niin P on «:n sisépuolella
lauseen 2.6.5 nojalla. Jos taas oletetaan, ettd P on a:n sisdpuolella, niin joko
a) PxCy xCq, b) Cp x PxCy tai ¢) Cp x Cy x P. Tapauksessa a) on piste Cy
ympyrin « sisédpuolella lauseen 2.6.5 nojalla, mikd on mahdotonta. Tapauksessa
c¢) on vastaavasti Cy «a:n sisdpuolella, mahdotonta sekin. Tapaus b) on siis ainoa
mahdollinen. U

Lauseiden 2.6.1 ja 2.6.6 nojalla suoralla ja ympyralld on siis 0,1 tai 2 yhteisté
pistettd. Tamé huomio antaa aiheen seuraavaan méiritelméan.

Maiaidritelmé 2.25. Suora £ on ympyrin « tangentti, jos a:lla ja £:114 on tédsmailleen
yksi yhteinen piste.

KuvaA 107: SUORA ¢ ON YMPYRAN (3 TANGENTTI

LAUSE 2.6.7. Olkoon suora { ympyrédn « tangentti ja P néiden yhteinen piste.
Tilloin kaikki £:n pisteet, pistettd P lukuunottamatta, ovat a:n ulkopuolella.

Todistus. Jos jokin toinen suoran ¢ piste @) olisi joko ympyrélld o tai sen sisédpuolella,
niin voitaisiin valita R siten, ettd P x R (@, jolloin lauseen 2.6.5 nojalla R olisi a:n
siséipuolella. Tilloin lauseen 2.6.6 mukaan olisi £:114 ja «:lla kaksi leikkauspistetta
vastoin oletusta. O

LAUSE 2.6.8. Olkoon o O-keskinen r-sédteinen ympyré ja ¢ suora, joka kulkee

pisteen P € « kautta. Télloin ¢ on a:n tangentti, jos ja vain jos ¢ on suoran OP
normaali.
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Todistus. Perustelu on sopiva harjoitustehtavi. O

Huomautus 27. Lauseiden 2.6.8 ja 2.4.16 nojalla voidaan todeta, ettd ympyrian
mielivaltaisen pisteen kautta kulkee aina tédsmélleen yksi sen tangentti.

Misritelmé 2.26. Olkoon AB jana ja C sen keskipiste. Pisteen C' kautta kulkevaa

>

suoran AB normaalia sanotaan janan AB keskinormaaliksi.

Huomautus 28. Lauseiden 2.5.1 ja 2.4.16 avulla ndhd&#n heti, ettd jokaisella ja-
nalla on yksikisitteinen keskinormaali.

LAUSE 2.6.9. Olkoon AB jana ja { sen keskinormaali ja P # A, B mielivaltainen
piste. Tilloin AB = BP, jos ja vain jos ¢ kulkee pisteen P kautta.
Todistus. Perustelu on sopiva harjoitustehtavi. U

LAUSE 2.6.10. Olkoon AB jana ja { sen keskinormaali sekd P # A, B mielival-
tainen piste. Télloin AP < BP, jos ja vain jos APY.

C

P A

Kuva 108: LAUSE 2.6.10

Todistus. Oletetaan aluksi AP¢. Olkoon C janan AB keskipiste. Jos P kuuluu

suoralle AB, niin ei voi ainakaan olla PxC'x A, joten on joko C'x Ax P tai C'x Px A.
Koska C on janan AB keskipiste, on A« C * B, joten ensin mainitussa tapauksessa
saadaan lauseen 2.3.4.ii) nojalla B * A x P, jolloin AP < BP ja siten AP < BP.
Jalkimmaéisessi tapauksessa saadaan heti AP < AC ja siitis AP < AC. Toisaalta
B xC % A, joten lauseen 2.3.4.i) nojalla saadaan B x C x P, ja siis BC < BP, josta
BC < BP. Koska C on janan AB keskipiste, on BC = AC. Yhdistamalla tiedot
saadaan AP < AC = BC < BP.

Voidaan siis olettaa, ettd P ei kuulu suoralle :TB Koska oletettiin AP/, ja koska
A/B, niin PKB Télloin PB leikkaa suoraa /¢ plsteessa Q, PxQxB. Koska P ei

kuulu suoralle AB niin A ei kuulu suoralle PQ PB jolloin APQA on kolmio ja
kolmioepiyhtdlon nojalla AP < PQ + QA. Toisaalta, koska P x @ * B, niin lauseen
2.5.4 mukaan PQ + QB = PB. Lauseen 2.6.9 nojalla taas on QB = QA, joten
kaiken kaikkiaan AP < PQ + QA+ QB = PB. Olemme todistaneet, ettd jos AP/,
niin AP < BP. Titi soveltamalla saadaan AP > BP, jos BP{. Ehdot ovat siis
yhtapitéavia. U

Lause 2.6.1 kertoi, ettéd suora ja ympyré leikkaavat toisiaan korkeintaan kahdessa
eri pisteessid. Sama pétee kahdelle ympyrille:
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LAUSE 2.6.11. Kaksi eri ympyréé leikkaavat toisiaan korkeintaan kahdessa pis-
teessd.

Todistus. Olkoot « ja (B eri ympyroitd, keskipistein A ja B ja siitein a ja b. Jos
A = B, niin a # b ja ympyrit eiviit leikkaa toisiaan ollenkaan, jolloin viite pitee.
Voidaan siis olettaa, ettid A # B. Tehdéin antiteesi, ettéd « ja 3 leikkaavat toisensa
ainakin kolmessa eri pistessi P, ja R. Olkoon ¢ janan P(Q keskinormaali ja
vastaavasti m janan QR keskinormaali. Koska PA = a = QA, niin lauseen 2.6.9
nojalla ¢ kulkee pisteen A kautta.

Kuva 109: YMPYRA MAARAYTYY KOLMESTA PISTEESTAAN

Toisaalta PB = b = QB = RB, joten vastaavasti ¢ ja m kulkevat my6s pisteen

B kautta. Koska A # B, tdytyy olla £ = m. Tilloin sekd QP ettd QR ovat
suoran ¢ normaaleja, jotka kulkevat pisteen @) kautta, ja siis lauseen 2.4.16 nojalla
QP = QR. Nyt suora QP = QR leikkaa ympyrid o kolmessa eri pisteessd, miké
on vastoin lausetta 2.6.1. U

Lauseen 2.6.2 vastine kahdelle ympyrélle on seuraavassa. Sitd ei voi todistaa
ilman Dedekindin aksioomaa. Seuraava todistuskin on aika monivaiheinen.

LAUSE 2.6.12. Olkoot « ja  ympyroitd ja R,S € « siten, ettd R on (3:n sisé-
puolella ja S on sen ulkopuolella. Télloin a:lla ja (:lla on tédsmélleen kaksi yhteisté
pistetta.

Kuva 110: KAHDEN YMPYRAN LEIKKAAMINEN

Todistus. Olkoot a:n ja [:n keskipisteet A ja B ja siteet a ja b. Todistuksen var-
sinainen ty¢ on siind, ettd Dedekindin aksiooman avulla etsitdén ainakin yksi leik-

kauspiste siiné tapauksessa, etti A ei ole suoralla RS. Titéd varten méiritelldin

>

kaikille suoran RS pisteille P apupiste P* seuraavalla tavalla:
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Kuva 111: Kuvaus P — P*

p* _ ) ympyrén a ja puolisuoran AP leikkauspiste, jos P € RS
P muuten, eli kun Px R+ S tai RS x P

> —_—

Tissé on huomattava, ettd koska RS ei kulje A:n kautta, niin AP on aina olemassa.

>

Lisiksi, koska A on «:n sisdpuolella, suoralla AP on lauseen 2.6.6 mukaan tismél-

leen kaksi c:n pistetté, joista tdsméilleen yksi on puolisuoralla AP (lause 2.3.4).

>

Siten P* on yksikisitteisesti méiritelty jokaisella RS:n pisteelld P. Huomaa vieli,
ettdi R* = R ja S*=S.

Merkitéén suoran RS kaikkien pisteiden joukkoa L = {P ‘ P siséltyy suoraan RS}
ja jaetaan L Dedekindin ehdot toteuttaviin osiin médrittelemélld (huomaa puoli-
suora ja t#htil):

D, ={Pc¢€ RS | P* on $:n ulkopuolella }

DQZL\Dl.
B o
R K S
G D
D, Dl

KuvaA 112: DEDEKINDIN JAKOPISTE K ANTAA LEIKKAUSPISTEEN K*

Todistuksen ideana on tarkastaa, etti Dedekindin ehdot tosiaan toteutuvat ja
ettd Dedekindin aksiooman antaman leikkauspisteen K kuva K* on ympyrdiden
leikkauspiste.

(1) Dy # 0, koska S* = S jasiis S € Dy. Dy # (), koska R* = R ja siis R € Ds.
(2) D1 N Dy =0 joukon Do médritelmén mukaan.

(3) D1 U D5 = L joukon Do méiéritelmén mukaan.
(4) Olkoot P,Q € Dj eri pisteitd. Niytetddn, ettd PQ C D;. Antiteesi: on ole-

massa T € D, siten, etté kuitenkin P*T *(Q. Koska P,Q € D; C RS~ {R},

3
4
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niin joko Rx Px(Q tai R+Q = P. Merkintoji tarvittaessa vaihtamalla voidaan
olettaa, ettd R x P * @, jolloin lauseen 2.3.4 kohdan i) mukaan R * P x T ja

myos T € RS ~ {R}. FEi voi olla niin, ettd T' = S, koska T" € D5, mutta
S € D;. Siksi joko R*T xS tai R* S xT. Seuraava péaéttely osoittaa, etti
jalkimméinen vaihtoehto ei ole mahdollinen:

Jos olisi RS * T, niin T™:n méiiritelméin mukaan olisi 7% = T'. Toisaalta

T € RS jaT ¢ Dy, joten Dy:n mééritelmén mukaan T* = T ei voi olla
G:n ulkopuolella. Mutta oletuksen mukaan R on (:n sisdpuolella ja S

ulkopuolella, jolloin lauseen 2.6.2 nojalla § leikkaa suoraa RS tasan kah-
dessa pisteessd (' ja (s, joille liséiksi pétee C7 x R xS ja Rx Cy % .S. Jos
siis olisi R % .S T, niin 2.3.4:n nojalla voitaisiin péitelld, ettd C7 « Cy % T'.
(Miten?) Tdm4 taas lauseen 2.6.6 perusteella merkitsee sité, ettd 1" ei ole
(G:n sisdipuolella. Se on siis ulkopuolella, sillé se ei ole kumpikaan pisteisté

C1,Cs, jotka ovat ainoat RS:n ja (:n leikkauspisteet. Mutta tdméihin on
mahdotonta, kuten ylld todettiin. Antiteesi on vééri: ei ole RS xT.

On siis jatkettava tutkimalla ensimmaéisté vaihtoehtoa eli olettamalla R *
T x S. Koska toisaalta R * P+ T, niin lauseen 2.3.4 nojalla pitee P xT % S.

Kuva 113: Taraus RxT xS

Koska T' € Dy, niin T' ¢ Dy, ja T* ei siis voi olla  : n ulkopuolella.
Toisaalta P € Dy, joten P* on (:n ulkopuolella. Olkoon ¢ janan RP*
keskinormaali, m janan P*T™ keskinormaali ja n janan T*S keskinormaali
— néméi janat ovat olemassa, silld selviistikin R # P*,P* £ T* jaT* # S.
Koska R on f:n sisdpuolella ja P* sen ulkopuolella, niin BR < b < BPx,
joten lauseen 2.6.10 nojalla BR{. Vastaavasti BT* < b < BP*, joten
BT*m ja BT* < b < BS, joten BT*n Lauseen 2.6.9 nojalla £,m ja n

kulkevat A:n kautta. Koska P* € AP jaT* e AT niin L P*AT* = LPAT.
Lauseen 2.3.9 nojalla janan P*T* keskipiste on kulman £ P AT'sisélld, joten
puomilauseen 2.3.11 mukaan m leikkaa janaa PT'. Olkoon leikkauspiste C,
jolloin P x C x T'. Vastaavasti n leikkaa janaa TS jossakin pisteessd D,
jolloin T'x D% .S, ja samoin ¢ leikkaa janaa RP pisteessid F', jolloin Rx* F'x P.
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Koska T* € AT, niin TT*m ja TT*n, jolloin aksiooman (H7) nojalla BT'm
ja BTn. Lauseen 2.3.4 nojalla voidaan péitelld, ettd C =T x D, joten T on
kulman £CAD sisélld. Tillsin aksiooman (H7) nojalla myos B on kulman

£LCAD sisilld. Puomilauseen 2.3.11 mukaan /TB leikkaa t&lloin janaa C'D,
olkoon leikkauspiste F, jolloin C'* E % D. Lauseen 2.3.4 nojalla nihdéén,

ettd RxF'xFE. Koska E € AB, niin F B/ ja koska RxF'x E, niin R(E. Tilloin
R/B, mikd on vastoin ehtoa BRY, joka todistettiin pari rivid edellisen kuvan
jélkeen. Dedekindin ehto (4) on siis voimassa.

(5) Antiteesi: On olemassa pisteet P,Q) € D2 ja T € D1, jolla olisi P x T x Q.
Kuten kohdassa (4) nidhdéén, ettéd ei voi olla R * S * P eikd R * .S % @), vaan

P, T ja ) ovat puolisuoralla SR. Tilloin joko T'xQ * .S tai T x P x.S. Koska
S € Dj, niin kumpikaan ei ole mahdollista kohdan (4) nojalla.

Niin on todistettu, ettd D; ja Do toteuttavat Dedekindin ehdot. Olkoon K € L
Dedekindin aksiooman antama piste. Osoitetaan, ettd K* € aU . (Ks. kuva 112.)
Ensinnékin taytyy olla K € RS. Jos nimittiin olisi K * R % .S, niin valittaisiin @

siten, ettd @« K xR, jolloin @ € Dy, koska Q ¢ RS. Mutta R € D, joten tilanne on
vastoin Dedekindin aksiooman antamaa K:ta koskevaa ehtoa. Myoskédn R * S+ K
ei tule kysymykseen, silld siinéd tapauksessa tarkasteltaisiin sellaista pistetta @, jolla
S« K * @, jolloin — kuten kohdassa (4) edelld — nihtéisiin, ettd @ € D;. Koska
myos S € D; niin jouduttaisiin taas ristiriitaan Dedekindin aksiooman antaman
jakoehdon kanssa. Siis tosiaan K € RS ja siksi K*:n mééritelmén nojalla K* € a,
jolloin riittéé osoittaa, etti K* € (5. Antiteesi K* ¢ [ siséltdd kaksi vaihtoehtoa:
K* on joko f:m sisdpuolella (i) tai ulkopuolella (ii).

Tapaus (i): BK* < b. Koska S on @m ulkopuolella, niin K* # S, jolloin

janalta K*S voidaan lauseen 2.6.3 nojalla valita piste C' siten, ettd K* « C' % S ja
K*C < 1(b— BK*).

Kuva 114: Tapaus (i)
Lauseen 2.6.6 nojalla C' on ympyrin « sisdpuolella ja edelleen puolisuoralla AC
on a:n piste, olkoon se D, jolloin A x C x D, tdmé seuraa esimerkiksi lauseesta
2.6.5. Talloin CD = AD — AC = a — AC. Toisaalta kolmioepéyhtélon nojalla
AC > AK* — K*C|, jolloin

CD=a—-AC <a— (AK*-K*C) = K*C.
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Edelleen kolmioepéyhtilon nojalla BD < BK* + K*D ja siten BD < BK* +
(b — BK*) = b, joten D on f:n sisdpuolella. Koska C' on kulman {K*AS =

£ K AS sisépuolella, niin AC leikkaa puomilauseen 2.3.11 nojalla janaa KS. Olkoon
leikkauspiste @, jolloin K * @ *.S. Suoraan K™*:n méédritelmén mukaan D = Q*,
joten QQ € Dy. Jos valitaan F’ siten, ettd F x R xS, niin F € Dy ja 2.3.4:n mukaan
FxK«*@Q. (Huomaa, ettd voi olla K = R.) Tamé on vastoin Dedekindin aksiooman
antamaa ehtoa.

Tapaus (ii): BK* > b. Tami tilanne kisitelldsin vastaavalla tavalla kuin (ii).
Tissé valitaan C siten, ettd R+ C+ K* ja K*C < %(W —b) ja samanlainen lasku
kuin ylld antaa K*C < BV K* — b, josta saadaan edelleen BD > BK* — K*D > b,
ja D on siten ympyrén ( ulkopuolella. Piste @, jolla R * Q x K, 16ytyy kuten edelld
ja Q" = D. Téten Q € D;. Jos valitaan F siten, ettd R+ .S« F, niin F' € Dy ja nyt
Q@ * K x F', mikd on taas vastoin Dedekindin aksioomaa.

Nyt on siis loydetty yksi ympyroiden « ja § yhteinen piste siiné tapauksessa, ettd

A ei ole suoralla RS. Jos taas RS sattuu kulkemaan A:n kautta, niin valitaan jokin
toinen A:n kauta kulkeva suora ¢. Lauseen 2.6.6. mukaan /¢ leikkaa «:n kahdessa
pisteessé, olkoot ne U ja V.

>

Kuva 115: TAPAUS, JOSSA A SISALTYY SUORAAN RS
Jos toinen néistd kuuluu [:aan, niin leikkauspiste on loydetty. Jos toinen, olkoon

se U, on (:n ulkopuolella, niin korvataan S pisteellda U. Koska nyt RU ei kulje
pisteen A kautta, niin on palauduttu jo kisiteltyyn tapaukseen. Voi vield kiyda
niin, ettid sekd U ettd V ovat [:n sisépuolella. Tilloin korvataan R pisteelld U ja
palaudutaan taas aikaisempaan.

On siis osoitettu, ettd on olemassa ainakin yksi leikkauspiste. Toinen 16ytyy seu-
raavasti: Olkoon C ympyroiden « ja § leikkauspiste. Olkoon ¢ sen kautta kulkeva

suoran AB normaali ja leikatkoon se suoran AB pisteessd D.

KuvaA 116: TOINEN LEIKKAUSPISTE
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Valitaan F siten, ettd C'« Dx E ja DE = C'D. Télloin AB on C'E:n keskinormaali,
joten lauseen 2.6.9 nojalla AE = AC = a, ja siten E € a. Vastaavasti BE = BC =
b, ja siten £ € (.

Enempéé leikkauspisteité ei sitten lauseen 2.6.11 mukaan voi ollakaan, joten
lause 2.6.12 on lopulta todistettu. O

Dedekindin aksiooma on riippumaton muista esittimistdmme aksioomista, silla
on olemassa malli, jossa aksioomat (H1)—(H13) ja Arkhimedeen aksiooma péteviit,
mutta Dedekindin aksiooma ei pide. (Perustelu on sopiva harjoitustehtéva.)

Toisaalta Arkhimedeen aksiooma on Hilbertin aksioomajirjestelméssé itse asiassa
tarpeeton siind mielessé, ettd jos oletetaan, ettd aksioomat (H1)—(H13) ja Dede-
kindin aksiooma péteviit, niin voidaan todistaa, ettd myos Arkhimedeen aksiooma
pétee, toisin sanoen Arkhimedeen aksiooma voidaan tulkita lauseeksi. Todistetaan
tdmé vield tdmén luvun lopuksi. Todistaessa on oltava tarkkana, ettei kiytd hy-
viiksi Arkhimedeen aksioomaan nojautuvia luvun 2.5 tuloksia, jotta ei syyllistyisi
kehipéddtelméadn. Myos useimmat luvun 2.6. tulokset kiyttavit hyviikseen luvun
2.5. tuloksia ja sitd kautta Arkhimedeen aksioomaa, joten nekin ovat nyt kiytto-
kelvottomia.

LAUSE 2.6.13. Arkhimedeen aksiooma seuraa aksioomista (H1)—(H13) ja Dede-
kindin aksioomasta.

Todistus. Olkoot AB ja C'D janoja. Pitdé osoittaa, ettd on olemassa luku n € N
ja piste F siten, ettd C'x D x E ja CE = n - AB. Antiteesi: néin ei ole. Merkitidén

L ={P | P sissltyy suoraan 075}

L, ={P¢ CD ~ {C} | ei ole olemassa lukua n € N ja pistetté E siten,
etti CxDx FE jaCE =n-AB.}
LQ =L~ Ll.

Osoitetaan, ettd Ly ja Ly toteuttavat Dedekindin ehdot.

(1) Antiteesin nojalla D € Ly, joten Ly # (). Toisaalta C' € Lg, joten myos
Ly # 0.

(2) D1 N Dy = () seuraa Lo:n médritelmésté.

(3) D1 UDs = L seuraa Lo:n miiritelmésté.

(4) Antiteesi: On olemassa pisteet P,QQ € Lj ja R € Lo, jolla P x R x Q.
Merkintojé tarvittaessa muuttamalla voidaan olettaa, ettd Cx P+ R. Télloin

myos R € CD \ {C}. Koska R € Ly, niin R ¢ Ly ja siten 1oytyy n € N
ja piste E siten, etti Cx Rx E ja CE = n- AB. Koska C *x P x R, niin
C * P x E/, mutta tdmi on mahdotonta, koska P € L.

(5) Antiteesi: On olemassa P,Q € Ly ja R € Ly, joilla P x R x Q. Koska

R € CD ~ {C}, niin joko C x R * @ tai C * R x P. Merkintji tarvittaessa
muuttamalla voidaan olettaa, ettd C' x R x P. Téstd joudutaan ristiriitaan,
kuten kohdassa (4), kunhan vaihdetaan P:n ja R:n roolit.

Siis Ly ja Lo toteuttavat Dedekindin ehdot, joten on olemassa piste P € L, joka
toteuttaa Dedekindin jakoehdon. Koska L = L1 U Lo, niin joko P € Lo tai P € L;.
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Tapaus P € Lo: Téssd on kolme osatapausta sen mukaan, onko PxC'« D, P = C
vai P € CD ~ {C}.

i)
ii)

iii)

P x C x D: Valitaan R siten, ettd R x P x C, jolloin R € Ly ja joudutaan
ristiriitaan pisteen P ominaisuuksien kanssa, silld my6s C' € Lo.
P = C: Valitaan R siten, etti R* C % D ja valitaan liséiksi aksiooman (HS8)

mukaisesti piste S € C'D siten, ettd C'S = AB ja edelleen valitaan T siten,
ettd C' T x S. Tilloin R € Ly jamyos T € Ly (n =1, E = S) ja liséiksi
R*xCxT eli R+ P *T, mikd on taas mahdotonta.

P € CD ~ {C}: Koska nyt P € Lo, niin Ly:n midritelmén nojalla loytyy
luku n € N ja piste F siten, ettd C' « Px FE ja CE = n- AB. Valitaan R
siten, ettd P+ Rx F, jolloin C'« Rx F ja C'x Px R. Lisiiksi Lo:n mééritelmén
mukaan R € Lo. Téméi on taas mahdotonta, koska C' € Ly ja C x P x R.

Siis kaikki tapauksen P € Lo alitapaukset ovat mahdottomia, joten koko tapaus
P € Ly on mahdoton.

On siis oltava P € L1. Nyt P € CD ~ {C}. Jos valitaan R siten, ettd C'x P R,
niin P:n ominaisuuksien nojalla, koska C' € Lo, on oltava R € L;. Valitaan sitten

S € PC siten, ettd PS = AB. Tissé on taas kolme alatapausta: i) P S * C, ii)
S = Cjaiii) PxC =« S. Kaikissa tapauksissa S * P x R, joten, koska R € L1, on
P:n ominaisuuksien nojalla oltava S € L.

=AB
—
h c s E
L J L J
Y Y
= nAB =AB
= AB
- —
i) o
C=Ss F R
-
=AB
=AB
iii’) —o o .o
S C P FR
C > J
= AB

Kuva 117: TAPAUKSEN P € L; VAIHTOEHDOT

—

PxSxC. Tassd S € CD~{C}, joten Lo:n médritelmén mukaan on olemassa
luku n € N ja piste F, siten, etti C' « S x E ja CE = n - AB. Valitaan F
siten, etti C'x E x ' ja FF = AB, jolloin monikerran mééritelmén nojalla
CF = (n+1)-AB. Koska P € Lq, niin ei voi olla C'x P x E, ja koska liséiksi
C * E x F, ei voi olla myoskddn P = F. Koska tutkittavassa tapauksessa i)

on CxS*xP jaCxSx*E, jolloin P € C’_E), niin taytyy olla C' x E'x P. Koska

lisiksi C'x S % E, niin on S * E x P. Télloin PE < PS. Koska PS = AB
niin lauseen 2.4.4 mukaan PE < AB. Toisaalta EF = AB, joten uudelleen
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lausetta 2.4.4 kiyttien EP < EF. Lauseen 2.4.4 iii) nojalla t#llsin ei voi
olla P = F eiki F x F'x P. Koska toisaalta C' x E x P ja C' x E x F', ainoaksi
mahdollisuudeksi jaa E « P x F. Mutta télloin, koska C' x F x P, saadaan
C x P x F, miké sekin on mahdotonta, koska CF = (n+1)- AB ja P € L.

ii) S = C. Valitaan téssd F siten, ettd C x P x F' ja PF =~ AB. Tilloin, koska
CP = AB, saadaan monikerran méiritelmén mukaan CF = 2 - AB. Koska
CxPxF ja P e Ly, timéd on mahdotonta.

iii) PxCxS. Nyt valitaan F' siten, ettd F' € CP ja CF = AB. Koska oletimme
PxC xS, niin PC < PS = AB = CF, joten PC < CF. Lauseen 2.4.4.
iii) nojalla ei t#llsin voi olla P = F eiki C x F x P. Koska F' € CP, niin
ainoaksi mahdollisuudeksi jii C' x P x F. Tamékin on mahdotonta, koska
PelijaCF=1-AB.
Niin kaikki alatapaukset ovat mahdottomia, antiteesi on véira ja lause
on todistettu.

4

Huomautus 29. Lauseen 2.6.13 todistuksessa kiiytettiin antiteesia vain kerran ja
sekin ndenndisen vihépétoisessi kohdassa (missd?), mutta sehén riittil
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III Paralleeliaksiooma

Seuraavassa oletetaan vield yksi aksiooma, nimittidin paralleeliaksiooma, jolloin
saadaan aikaan tuttu euklidinen geometria. Paralleeliaksiooma ei ole ristiriidassa
muiden aksioomien kanssa, silld koordinaattigeometria toteuttaa myos sen. Pa-
ralleeliaksioomaa ei toisaalta voi todistaa aikaisempien tulostemme avulla. Taméan
osoitamme luvussa I'V konstruoimalla Poincarén mallin, jossa muut aksioomat péte-
vit, mutta paralleeliaksiooma ei. Kirjan alussa esitetyssid Legendre’in todistuksessa
on siis aukko. Mieti missé kohdassa?

3.1. Alkeellista euklidista geometriaa.

Tiissé luvussa oletetaan, etté aikaisempien lisiksi myds paralleeliaksiooma (PAR.)
pétee:

(PAR) Jos ¢ on suora ja P piste, joka ei sisiilly suoraan A, niin P:n kautta kulkee
korkeintaan yksi /:n kanssa yhdensuuntainen suora.

Eukleideen viides aksiooma.

Huomautus 30. (PAR) ei ole tdysin sama kuin kirjan alussa esitetty muoto
Eukleideen paralleeliaksioomasta (PA), vaan nyt ainoastaan kielletéiin useamman
kuin yhden paralleelin olemassaolo. Ero johtuu siitéd, ettd nyt on kiytossd lause
2.4.18, joka sanoo, ettd ainakin yksi on olemassa. Kirjan alussa ei itse asiassa edes
esitetty sanamuodoltaan alkuperiistd Eukleideen paralleliaksioomaa (EA5), koska
se olisi ollut teknisesti hankalaa. Nyt koneistomme on niin kehittynyt, ettd tamé
voidaan helposti tehdd. Alkuperiinen aksiooma on seuraava:

(EA5) Olkoot ¢ ja m eri suoria ja t kolmas suora, joka leikkaa suoraa ¢ pisteessid A ja
suoraa m pisteessi B # A. Jos piste C' sisilyy suoraan ¢ ja D suoralla m siten,
ettd CDt ja ({DBA)°+ (LBAC)° < 180, niin suorat ¢ ja m leikkaavat toisensa.
Liséksi, jos P on tuo leikkauspiste, niin PC't ja PDt.

Kuva 118: EUKLEIDEEN VIIDES AKSIOOMA

LAUSE 3.1.1. Eukleideen viides aksiooma (EAS5) pétee.
Todistus. Olkoot A, B,C ja D kuten (EA5):ssé. Valitaan F siten, ettd E « A x C.
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Kuva 119: (EA5):N TODISTUS

T&lloin lauseen 2.5.17 nojalla ({FAB)° 4+ ({BAC)° = 180. Oletuksen ja lauseen
2.5.17 nojalla saadaan nyt ({DBA)° < 180— (L BAC)° = ({EAB)°, josta edelleen
lauseen 2.5.20 mukaan

(+) {DBA < {EAB.

Symbolin ” <” méiritelmén mukaan téillbin kulman LEAB sisélld on piste F' siten,
ettd {DBA = ABAF Nyt EFAB EABC ja CDAB (oletus) joten aksiooman

(H7) nojalla F ABD Tillsin lauseen 2.4.15 DOJaHa suorat AF ja BD ovat yhden-
suuntaiset. Koska F' on kulman £ FAB sisillé, on AF 7& AE jolloin (PA) n nojalla

> >

AF ei voi olla yhdensuuntainen B D:n kanssa, vaan AE leikkaa suoraa BD Olkoon
leikkauspiste P. Pitédd vield néyttad, ettd PCAB ja PDAB. Koska CDAB, niin
riittéad, ettd PCAB. Tehd#én antiteesi PABC. (Huomaa, etté ei voi olla P = A.)

Koska FABC, niin EPAB, joten { PAB = {FEAB. Lisiiksi PABD, joten PxBxD.
Niinollen APAB on kolmio ja ulkokulmaepéayhtils 2.4.19 sovellettuna tihén kol-
mioon sanoo, etti L PAB < LABD. Tilloin { FAB < £DBA, miki on vastoin
ehtoa (x) lauseen 2.4.12 iii) nojalla. O

Huomautus 31. Jos oletetaan, ettéd Eukleideen 5. aksiooma pétee (muiden Hilber-
tin aksioomien liséksi, tietenkin), niin voidaan todistaa, ettd (PA) pétee. Perustelu
on sopiva harjoitustehtévi. Niin (EA5), (PA) ja (PAR) ovat siis ”yhtd vahvoja”.

LAUSE 3.1.2. Olkoot ¢ ja m yhdensuuntaisia suoria. Jos suora t # { leikkaa
suoraa ¢, niin se leikkaa myds suoraa m.

Todistus. Olkoon P suorien ¢ ja t leikkauspiste. Aksiooman (PA) nojalla sen kautta
voi kulkea vain yksi m:n suuntainen suora. Koska ¢ || m ja t # ¢, niin ¢ ei voi olla
m:n kanssa yhdensuuntainen, vaan leikkaa sité. O

Huomautus 32. Lauseen 3.1.2 perusteella suorien yhdensuuntaisuusrelaatio on
euklidisessa geometriassa siind mielessd melkein transitiivinen, ettd jos £ || m ja
m || t niin ¢ || ¢ tai £ = t. Siten voidaan sanoa, etté (eri) ”suorat ¢,m ja t ovat
yhdensuuntaiset.”

LAUSE 3.1.3. Olkoon « ympyré, A sen keskipiste sekd P ja () € « eri pisteitd

siten, ettd A ei sisélly suoralle PQ). Olkoot edelleen ¢ ja m pisteiden P ja @Q kautta
kulkevat o:n tangentit. T:lloin ¢ ja m leikkaavat toisensa. Jos leikkauspiste on R,
niin L RPQ = LRQP.
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Kuva 120: TANGENTIT

Todistus. Olkoon n janan PQ keskinormaali ja B janan PQ ja n:n leikkauspiste.
Lauseen 2.6.9 nojalla n kulkee pisteen A kautta ja oletuksen nojalla A # B, joten
£PBA on suora. Siten lauseen 2.5.19 mukaan ({PBA)° = 90. Koska ({BPA)° >
0 (lause 2.4.15.), niin Saccherin ja Legendre’in lauseen nojalla ({BAP)° < 90.

>

Toisaalta lauseen 2.6.8 mukaan ¢ | AP, joten jos valitaan suoralta ¢ piste C' siten,
ettd CBAP, niin (LCPA)° =90. Siten

({BAP)° + (LCPA)° <90+ 90 = 180.

Télloin lauseen 3.1.1 nojalla voidaan soveltaa Eukleideen viidettd aksioomaa, joka

takaa, etté £ ja n leikkaavat toisensa jossakin pisteessid R, jolle piitee RB:E. Koska
R sisiltyy suoraan n, pitee lauseen 2.6.9 nojalla RQ = RP. Tilloin SSS-sdénnon
nojalla ARAP = ARAQ. Erityisesti {RQA = £LRPA, joten {RQA on suora.

Siten R on suoran AQ normaali. T#lloin lauseen 2.6.8 mukaan R(Q) on ympyrin o

tangentti ja koska ():n kautta kulkee vain yksi a:n tangentti, niin R() = m. Siten
R on m:n ja £:n leikkauspiste. Viite L RPQ = £ RQP seuraa lauseesta 2.4.1, silld
ylla todettiin, ettd RQ) = RP. U

Vuorokulmat ja kolmion kulmasumma.

Seuraava lause ratkaisee vuorokulmalauseen 2.4.15 yhteydessé esitetyn ongelman
euklidisessa tapauksessa.

LAUSE 3.1.4. (Ka#nteinen vuorokulmalause) Olkoot ¢ ja m yhdensuuntaisia
suoria ja t suora, joka leikkaa (:&& pisteessd A ja m:éd pisteessd B. Olkoot liséksi
C suoran ¢ ja D suoran m piste siten, ettd CtD. Télloin L DBA = LCAB.

N

E A C

Kuva 121: (PAR) TAKAA YHTA SUURET KULMAT!

Todistus. Antiteesi: {DBA % £LCAB. Lauseen 2.4.12 nojalla tllsin joko K DBA <
£LCAB tai £CAB < £DBA. Merkintsji tarvittaessa vaihtamalla voidaan olettaa,
etti LDBA < LCAB. Valitaan F siten, ettd E * A« C. Lauseen 2.4.17 nojalla
(LEAB)°+(LCAB)° = 180. Koska {DBA < £C'AB, niin ({DBA)° < ({CAB)°
(lause 2.5.20) ja siten

({EAB)° + ({DBA)° < ({EAB)° + (LCAB)° = 180.
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Lisiksi FABC' eli FtC, joten oletuksen C'tD nojalla EDt. Tilloin Eukleideen 5.
aksiooman nojalla suorat m ja ¢ leikkaavat, mikd on mahdotonta, koska ne ovat
yhdensuuntaiset. O

SEURAUS 3.1.5. Olkoot ¢ ja m yhdensuuntaisia suoria ja n suoran ¢ normaali.
T:lloin n on myds m:n normaali.

Huomautus 33. Niytdmme mychemmin Poincarén mallin avulla, ettd ilman pa-
ralleeliaksioomaa ei voi todistaa edes, etti n leikkaa suoraa m.

LAUSE 3.1.6. Olkoot ¢ ja m yhdensuuntaisia suoria sekd n suoran ¢ normaali ja
t suoran m normaali. T&lloin n ja t ovat joko samoja tai yhdensuuntaisia.
Todistus. Perustelu on sopiva harjoitustehtavi. U

Luvussa 2.5 tarkasteltiin kolmion defektid def(AABC) = 180— (L A)° —(4B)° —
(LC)° ja todettiin, ettd aina def AABC > 0 ja ettd samassa mallissa joko
def(AABC') > 0 kaikilla kolmioilla tai sitten def(AABC) = 0 kaikilla kolmioilla.
Erityisesti euklidisen geometrian kaikissa malleissa pétee def(AABC) = 0.

LAUSE 3.1.7 (Kulmasummalause). Jokaisen kolmion defekti on 0.

Todistus. Lauseen 2.5.26 nojalla riittdd ndyttdd, ettd on olemassa suorakulmio.
Konstruoidaan sellainen. Valitaan suora £ ja piste P, joka ei sisélly suoraan ¢. Lau-
seen 2.4.18 nojalla voidaan valita P:n kautta kulkeva suora m siten, ettd ¢ || m.
Lauseen 2.4.8 nojalla on olemassa P:n kautta kulkeva m:n normaali ¢{. Lauseen
3.1.5 nojalla t on my6s ¢:n normaali. Olkoon @ ¢:n ja t:n leikkauspiste. Valitaan
sitten suoran £ piste R # (). Lauseen 2.4.8 nojalla on olemassa R:n kautta kulkeva
¢:n normaali n. Lauseen 3.1.5 nojalla n on myds m:n normaali, leikatkoon se m:44
pisteessd S. Koska R # @, niin n # t ja silloin on oltava S # P lauseen 2.4.16
nojalla. Siten P,Q, R, S ovat eri pisteitd ja koska ¢ || m, mitkidin kolme niistd
eivit sisilly samaan suoraan. Koska ¢ || m, janat SP ja QR eivit leikkaa toisiaan,
ja koska lauseen 3.1.6 nojalla n = t, niin myoskidin janat PQ ja RS eiviit leikkaa
toisiaan. Siten LJPQRS on nelikulmio. Konstruktion ja lauseen 3.1.5 perusteella
sen kaikki kulmat ovat suoria, joten (JPQRS on suorakulmio. U

Miaidritelmé 3.1. Olkoon JABCD nelikulmio. Sanotaan, etti LJABC'D on suun-
nikas, mikéli AB || CD ja BC || DA.

LAUSE 3.1.8. Olkoon JABC'D suunnikas. Télloin AB = CD, BC = DA, A=
£LC ja AB = AD.

i

P D

A ¢ B

Kuva 122: SUUNNIKAS
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Todistus. Valitaan plsteet P ja Q siten, etté P*D*C’ ja Q*D*A Koska OABCD on

nelikulmio, niin B C’AD ja nyt PADC’ joten PADB Koska AB I DC niin lauseen
3.1.4 mukaan L DAB = L ADP. Lauseen 2.4.6 nojalla LADP KQDC' Toisaalta,

koska DABC’D on nelikulmio, niin ABDC’ ja nyt QDCA joten QDC’B Koska

AD | BC’, niin lauseen 3.1.4 nojalla LQDC = LBCD. Siten LA = {DAB =
LADP = £QDC = ABCD = £C, joten LA = £C. Aivan vastaavasti voidaan

pédtelld, ettd 4B = £D. Koska (JABCD on nelikulmio, niin BCE ja C’D:TB,
joten C' on kulman £DAB sisilli. Puomilauseen 2.3.11 nojalla AC' leikkaa janaa

DB, joten DACB. Koska AB || BC, niin lauseen 3.1.4 mukaan £ DAC = £ BCA.
Koska jo tiedetééin, ettd 4 B = £ D, niin SKK-séédnnon nojalla AACD = ANCAB,
mistd saadaan AD =2 CB ja CD = AB. O

Yhdensuuntaiset ja samanmuotoiset.

Seuraava tulos on keskeinen euklidisessa geometriassa. Voidaan sanoa, etté ldhes
kaikki myohemmin esitettéviit térkedt tulokset perustuvat tdhén tavalla tai toisella.
Englanninkielisessé kirjallisuudessa tulos tunnetaan nimelld ”Parallel Projection
Theorem”.

LAUSE 3.1.9. Olkoot ¢, m jan eri suoria, jotka ovat keskenéén yhdensuuntaisia.
Olkoot liséksi t ja t' suoria, jotka leikkaavat suoria £, m ja n pisteissd A, B ja C.
sekéii A’, B’ ja C’' vastaavassa jérjestyksessd. Télloin

B _Am
BC C'D

Lause 3.1.9 sanoo siis, ettd kolme yhdensuuntaista suoraa erottavat jokaisesta
niitéd leikkaavasta suorasta t kaksi palasta, joiden pituuksien suhde ei riipu suorasta
t laisinkaan.

Kuva 123: PARALLEL PROJECTION THEOREM

3

Todistus. Tarkastellaan kolmea eri tapausta sen mukaan, onko pituuksien suhde
a) yksi, b) muu rationaaliluku vai ¢) irrationaalinen.

Tapaus a): AB/BC = 1. Lauseen 2.4.18 nojalla voidaan valita pisteen A’ kautta
kulkeva suora r siten, ettd r || t. Lauseen 3.1.2 nojalla r leikkaa suoria m ja n,
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olkoot leikkauspisteet P ja () vastaavassa jérjestyksessd. Samoin voidaan valita
B':n kautta kulkeva suora s siten, ettéd s || t. Lauseen 3.1.2 nojalla s leikkaa suoria
¢ ja n, olkoot leikkauspisteet T' ja R vastaavassa jérjestyksessi.

oty
[

Kuva 124: Tapraus AB/BC =1

Jos nyt t =t/, niin A = A’, B = B’ ja C = (', joten viite on selvii. Jos taas
t || ¢, niin nelikulmiot JAA’B’B ja OBB’'C’'C ovat suunnikkaita, jolloin lauseen
3.1.8 nojalla AB = A’B’ ja BC = B'(C", ja viite seuraa.

Voidaan siis olettaa, ettd t ja ¢’ ovat eri suoria, jotka eiviit ole yhdensuuntaisia.
Talloin ¢’ # r ja t' # s eikdi mikddn pisteistd P,Q ja R ole suoralla t'. Lisiksi
Q # R, silld jos olisi Q = R, niin (PA):n nojalla olisi » = s, jolloin olisi P = B/,
miksi on mahdotonta. Nyt tapauksessa a) on AB = BC, jolloin on oltava A* Bx*C.
Télloin AmC' ja koska £ || m ja n || m, niin AA’'m ja CC'm ja niin saadaan A'mC’
ja silloin A" x B’ % C’. Vastaavasti voi paitelld, ettd A’ x P x Q. Talloin QPt’ (k).
Lauseen 3.1.2 ja sen jilkeisen huomautuksen nojalla r || s, joten QA’s (x). Koska
A’xB'+C’, niin A’sC" ja silloin (x):n nojalla QsC’. Tillsin Q* R+ C’ tai RxQ*C’;
kummassakin tapauksessa QRC’. Télloin (xx):n nojalla PRt’. Valitaan nyt piste
S siten, ettd P * B’ % S, jolloin Pt'S ja siten Rt'S. Koska m || n, niin lauseen 3.1.4
mukaan L{RC'B’' = LAB'P. (x * %).

Koska AsC’, niin lauseen 3.1.4 nojalla L ATR = AT RC’. Toisaalta nyt JA'T B’ P
on suunnikas, joten lauseen 3.1.8 nojalla L A'TB’ = L A’PB’. Koska A* Bx(C, niin
T'xB’'x R, miké perustellaan samalla tavalla kuin A’«B’xC". Siksi L{A'TB’ = LA'TR
ja LTRC’" = £B'RC. Siten {B'RC = ATRC' =2 LA'TR = {A'TB' = LA'PB’
ja niin {B'RC =2 LA’PB’ (x#x*x). Nyt nelikulmiot JAA’PB ja OBB’'RC ovat
suunnikkaita, joten lauseen 3.1.8 nojalla AB = A’P ja BC' = B’R. Tapauksessa
a) pitee oletuksen mukaan, etti AB = BC ja siten A’/P = B’'R eli A’P = B'R.
Téamén sekéd ehtojen (x#x) ja (xxx%) ja vield SKK-sd#innon nojalla saadaan

ANA'PB' = AB'RC’.
e e T ~ T BT s B . AB
Erityisesti talloin A'B" = B'C” eli A’B’ = B'C", joten ZZ=1= £Z.
Tapaus b): AB/BC = g # 1 on rationaaliluku; p,q € N. Valitaan pisteet

Py, ..., P, seuraavasti: Asetetaan Py = A ja valitaan P, € AB, k =1,...,p siten,
ettd AP, =k - ATB. Tamé on lauseen 2.6.3 nojalla mahdollista.
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e A
= e

P
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- 5 £=p
R=A  /A=R 0

Kuva 125: Taraus AB/BC = LeQ

Koska kaikilla k& on AP, < APgy1, niin A * Py x Peyq kaikilla £k = 1,...,p — 1.
Liséiksi AP, = p - ATB = AB, joten P, = B. Koska A * Py, * P41, niin PPy =

AP, — AP, = k+1-%—k-% = % Vk = 1,...,p — 1 ja lisiksi myos

PyP, = AP, = ATB. Lauseen 3.4.18 nojalla jokaisen P;n (0 =1,...,p — 1) kautta
kulkee /:n kanssa yhdensuuntainen suora, olkoon se p;. Lauseen 3.1.2 nojalla p;
leikkaa suoraa t’, olkoon leikkauspiste P/. Merkitéén lisiksi pg = ¢, Pj = A’
ja pp = m, P, = B'. Lauseen 3.1.2 nojalla suorat py, k = 0,...,p ovat kaikki
yhdensuuntaisia keskenéén. Lisdksi pétee

=1 Vk=1,...,p—1.

==

T&lloin voidaan soveltaa a) -kohtaa, jonka mukaan on

P/ P/
“RRFL 1 Vk=1,...,p—1,
Lyt

eli PP/ =P _ P, Vk=1,...,p—1 Merkitiin a = Py P41, k=1,...,p—1.
Koska A = Py * P 1 ja suorat py ovat yhdensuuntaisia, pitee myos A’ * P x Pj ;.
Tamé perustellaan kuten kaava A’ * B’ x* C’ a) -kohdassa. Téten

AP, =AP +PP ,=AP +a Vk=1,...,p—1.

Koska A’P] = P[P, = a, niin induktiopééttelylld néhdddn, ettd kaikilla k =
0,...,p— 1 pitee A’P],, = (k+ 1)a. Erityisesti, kun k = p — 1 saadaan

(%) A'B'=A'P)=p-a.

Valitaan sitten pisteet Qo,...,Q, seuraavasti: Asetetaan Qo = B ja Qy € BC
siten, ettd BQr = k- %. Samalla tavalla kuin ylli voidaan nyt péitelld, etta

(k) B'C"=q-b,
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missi b = Q[Qf 1, k = 0,...,¢ — 1. Nyt P, B = 48 ja BQ; = 5Z, joten

oletuksen 42 = % nojalla saadaan

PoaB AB/p:g
B BC/q »p

Soveltamalla a) -kohtaa yhdensuuntaisiin (lause 3.1.2) suoriin p,_1, m ja ¢; saadaan

= 1.

P
q

P B

B'Q}

eli P/ P} = QuQ jasiten a = b. Tilloin (*):n ja (+x)m nojalla

- b

%
Q
Q

kuten viitettiinkin.
Tapaus c): AB/BC ¢ Q . Olkoon 0 < =z € R\ Q. Merkitdin % =ua

ja viitetddn, ettd x = /. Antiteesi on x # 2’. Merkintoji tarvittaessa vaihtamalla
voi olettaa, ettd 2’ < x. Valitaan rationaaliluku %, p,q € N, siten, ettd 2’ < g < .

Lauseen 2.6.3 nojalla voidaan valita P € BA siten, etti BP = %B—C’. Talloin

BP < 2BC = g=gB—C = AB, joten B x P x A. Lauseen 2.4.18 nojalla P:n kautta
kulkee m:n kanssa yhdensuuntainen suora, olkoon se p. Lauseen 3.1.2 nojalla p
leikkaa suoraa t’, olkoon leikkauspiste Q. T:lloin B’ x Q x A’. Tamé perustellaan
taas kuten a) kohdan kaava A’ x B’ % C.

| a
=

P Q D
\ JA

A

Kuva 126: Taraus AB/BC ¢ Q
Nyt 22 = £, joten b) -kohdan nojalla L9 _ £ Koska B'+Q+A’, niin A’B’ > B'Q

BC B'C’
Jja siten
Ax B’ B’
x = > @ _»p P
B'C’ B'C" q
mikéd on mahdotonta ja osoittaa antiteesin védriksi. U

Msiritelmé 3.2. Olkoot AABC ja ADFEF kolmioita siten, ettd £ A = AD,
AB = LF ja £C = AF. Tilloin sanotaan, ettid kolmiot AABC ja ADEF ovat
samanmuotoiset ja merkitdin ANABC ~ ADEF.
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c F
A ﬁ
E
B D
Kuva 127: SAMANMUOTOISET KOLMIOT

Samanmuotoisten kolmioiden vastinsivujen suhde on vakio:

LAUSE 3.1.10. Olkoon AABC ~ ADEF. T&lloin

AB AC BC
DE CF EF’

F
c E
A<] ; D
B P ¢
Q

Kuva 128: SIVUJEN SUHTEET

Valitaan P siten, etti P x D x F ja DP = AB ja Q siten, ettd Q *x D x I ja
D@ = AC. Lauseen 2.4.6 nojalla L{PDQ = LFDEF, jolloin oletuksen nojalla
£APDQ = £ A. SKS-sédnnon nojalla saadaan AABC = ADPQ. FErityisesti £Q =
£C, joten oletuksen mukaan £Q = L F, eli {DQP = LFDE. Koska FxDx*(, niin
ACDQP = AFQP ja {DFE = LQFFE, joten AFQP = LQFFE. Koska Ex D % P,

niin EF QP Tilloin lauseen 2.4.15 mukaan PQ I FE. Lauseen 2.4.18. nmalla

D:n kautta kulkee suora /¢, jolle ¢ || PQ, jolloin 3.1.2:n mukaan myos ¢ || FE. Nyt
voidaan soveltaa lausetta 3.1.9, jonka mukaan

Todistus.

DQ PD
DF DE’

Koska AABC = ADPQ, niin PD = AB ja DQ = AC. Siten
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Merkintsjé vaihtamalla (A < B, D < F) nihdéén, ettd myos

LAUSE 3.1.11. Olkoon NABC' kolmio, A x D x B ja { suora, joka kulkee D:n

kautta siten, ettid ¢ || AC. Télloin ¢ leikkaa janaa BC' pisteessd E. Liséksi Bx ExC
ja ADBE ~ NABC.

Kuva 129: LAUSE 3.1.11
Todistus. Pisteen E olemassaolo seuraa Paschin lauseesta. Valitaan P siten, ettd
D« Ex P, jolloin DBCP. Koska Ax D x B, niin ADBC ' ja siten PBCA. Koska / ||

AC, niin lauseen 3.1.4 mukaan L PEC = LECA. Lauseen 2.4.6 nojalla LA PEC =
ABED, joten {ECA = {BED. Koska B x E x C, niin {BCA = LECA, joten
£BCA = LBED (x). Toisaalta { EBD = LCBA (xx). Kulmasummalauseen 3.1.7
nojalla ndhdadn talloin, ettéa

({BDE)° = 180—(£{DBE)°—({LBED)° = 180—({LCBA)°—(£BCA)° = ({BAC)°
eli {BDE = LBAC. Tisté ja ehdoista (x) ja (x*) viiite seuraa. d

Lauseelle 3.1.10 pitee myos kdinteinen tulos.

LAUSE 3.1.12. Olkoot NABC' ja ADFEF kolmioita siten, etté

AB AC BC
DE DF EF

Talloin AABC ~ ADEF. o
Todistus. Merkitddin a = % = g:g = %. Merkintoja tarvittaessa vaihtamalla
(A< D, B« E, C < F) voidaan olettaa, etti a < 1. Jos a = 1, niin SSS-sdédnnon

nojalla AABC = ADFEF ja viite pitee. Voidaan siis olettaa, ettid 0 < a < 1.

A E

Kuva 130: LAUSE 3.1.12
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Valitaan P € lﬁ siten, etti DP = AB. Koska a < 1, niin AB < DE ja siten

D x P x E. Olkoon ¢ pisteen P kautta kulkeva suora siten, ettd ¢ || FFE. Lauseen
3.1.11 nojalla ¢ leikkaa janaa DF pisteessd @ siten, ettd D x Q" F' ja ADPQ ~

ADFEF. Tallsin lauseen 3.1.10 nojalla % = % = %. Koska % = % = a,

niin DQ = a - DF ja QP = a - FE. Suhdeluvun a méiritelmin mukaan t#llsin
DQ =45 - DF = AC ja QP = 25 . FE = BC. Siten AB = DP, AC = DC ja
BC = QP. SSS-sdannon nojalla téallsin AABC = ADPQ. Koska siis ADPQ ~
ADFEF, niin viite seuraa. O

Pythagoras ja trigonometria.

LAUSE 3.1.13 (Pythagoras). Olkoon AABC' kolmio siten, etti £A on suora.
Télloin

AB° +AC° = BC.

Kuva 131: PYTHAGORAAN LAUSEEN TODISTUS

—>

Todistus. Olkoon ¢ pisteen A kautta kulkeva BC':n normaali; leikatkoon normaali

—>

¢ suoraa BC pisteessid D. Saccherin ja Legendre’in lauseen nojalla (£B)° < 90 ja
(£C)° < 90, jolloin pitee C x D x B. Taméi perustellaan tédsmiéilleen samoin kuin
lauseen 2.5.25 todistuksessa. Tilloin (L BDA)° = 90 = (LCDA)° ja oletuksen
mukaan ({LCAB)° = 90. Liséksi kulmasummalauseen 3.1.7 mukaan

(LCAD)° =180 — ({LACD)° — ({(ADC)° = 180 — (L ACB)° — 90
=180 — (LACB)® — (LCAB)° = ({LABC)°

eli L{CAD = LABC. Koska myos L{CDA = LCAB ja LACD = £ACB, niin
AC . AB

oy

T . DC DB __ N~
ADCA ~ AACB. Tialloin lauseen 3.1.10 nojalla 56 = 55 Ja =5 = &5, mistd
saadaan ) )
AB"+ AC" =DBCB+DCCB=CB(DB+ DC).
Koska C * D x B, niin DB + DC' = CB, ja viiite seuraa. O

Msdritelmé 3.3. Euklidisessa geometriassa voidaan mééritelld kulman sini ja ko-
sini seuraavasti. Sanotaan, ettd kulma £ A on terdvd, jos (£A)° < 90 ja ettd kulma
£A on tylppd, jos (£A)° > 90. Olkoon ensin £ A terévii. Valitaan piste B # A

kulman A toiselta kyljeltéd. Olkoon ¢ pisteen B kautta kulkeva suoran AB normaali.
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Talloin ¢ leikkaa myos kulman £ A toista kylked. (Perustelu: Olkoon toinen kylki
AP. Jos / ei leikkaa suoraa AP, niin ¢ || AP ja lauseen 3.1.5 nojalla AB L AP, ja
tdlloin £ A = £ BAP on suora kulma vastoin oletusta. Siis suorat ¢ ja AP leikkaa-

vat toisensa jossakin pisteessd R. Pitdd osoittaa, ettd R € AP. Jos néin ei olisi,
niin R x A x P. Tilloin L RAB on kulman £ PAB eli kulman £A tiydennyskulma.
Koska £A on terdvé, niin £ RAB siis on tylppé eli ({RAB)° > 90. Koska {RBA
on suora, kolmion ARAB defekti olisi aidosti negatiivinen vastoin Saccherin ja Le-
gendre’in lausetta. ¢ leikkaa siis tosiaan myds kulman £ A toista kylked.) Olkoon

C suorien ¢ ja AP leikkauspiste. Ei voi olla C' = A, koska ¢ # AB, joten AC on
jana. T&lloin voidaan asettaa
BC AB
sin{A=—€R ja cosdA=—€R.
AC AC

Huomautus 34. Miiritelméssa valittiin B aika mielivaltaisesti. Mitdin muita
mielivaltaisia valintoja ei tehty, ¢ ja C' ovat B:n valinnan jéilkeen yksikésitteisié.
Voisi olla, etté toisenlainen B:n valinta tuottaisi toisenlaisen sinin ja kosinin arvon,
jolloin mééritelméissé ei olisi jirked. Osoitetaan, ettd B:n valinta ei vaikuta asiaan.

c

A -B' C

Kuva 132: PINTA-ALAN YKSIKASITTEISYYS

Jos B:n sijasta valitaan jokin toinen piste B’ kulman £A jommalta kummalta
kyljeltd, niin olkoon C’ vastaavasti piste £ A:n toiselta kyljeltd niin, ettd L AB'C’
on suora. Tilloin kulmasummalauseen 3.1.7. mukaan {ACB = LAC'B’ ja siis
lauseen 3.1.10 nojalla

BCc _pBcC . AB _AB
AC ~ Ao " e T Fow

ts. sinin ja kosinin méérittelevit lausekkeet pysyvit samoina, kiytettiinpd mégri-
telméssi sitten pistettd B tai B’.

Nyt on médritelty terdvin kulman sini ja kosini. Jos £A on tylppé, niin sen
tdydennyskulma on terdvi. Merkitéén tdydennyskulmaa (£ A) :lla ja asetetaan

sin{A =sin(£LA)" ja cosdLA=—cos(£LA)".

Lis#ksi, jos £A on suora kulma, niin sovitaan, ettéd sin £ A = 1 ja cos LA = 0.

LAUSE 3.1.14 (Sinilause). Olkoon AABC' kolmio. Tilloin péitee

sin £ A B BC
sin{B AC’
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Todistus. Jos £ A tai £Bon suora, niin viiite seuraa suoraan sinin mééritelmésté.
Voidaan siis olettaa, ettd kulmat £A ja £B eiviit ole suoria. Saccherin ja Le-
genrdre’in lauseen nojalla ne molemmat eivit voi olla tylppié, joten ainakin toinen
niistd on terédvi. Merkintsji tarvittaessa muuttamalla voidaan olettaa, ettd £B

—> «—

on terdvd. Olkoon ¢ pisteen C' kautta kulkeva AB:n normaali ja P sen ja AB:n
leikkauspiste.

Koska £ A ei ole suora, niin ei voi olla P = A; samoin ei voi olla P = B. Toi-
saalta, koska LC'BA on terévi, niin ei voi olla P x B x A, silld jos néin olisi, niin
£ PC olisi terdviin kulman £CBA tidydennyskulmana tylppd ja koska {CPB on
suora, kolmion AC'PB defekti olisi aidosti negatiivinen, mikéi on mahdotonta.

Jéiljelle jad vain kaksi mahdollisuutta. a) Bx Px A jab) B* A x P.

C C

a) b)

Kuva 133: SINILAUSEEN TODISTUS
Koska £C'PA on suora, on molemmissa tapauksissa Saccherin ja Legendre’in
lauseen nojalla LC' AP teriva.
Tapaus a): Jos B x P x A, niin {BAC = LPAC ja {ABC = £PBC ja sinin

méidritelmésti saadaan

sin{A  sindBAC  sin{PAC  PC/AC BC
sin{B ~ sin{ ABC ~ sin{PBC PC/BC AC

Tapaus b): Jos B x A x P, niin LABC = L{PBC ja {BAC on kulman £ PAC
tdydennyskulma, jolloin sinin mééritelmén mukaan sin £ BAC' = sin L PAC ja nyt
tésmilleen sama lasku kuin a) -kohdassa antaa viitteen. U

LAUSE 3.1.15 (Kosinilause). Olkoon AABC' kolmio. Télldin pétee

AB° = BC" + AC" — 9BC AC cos £C.

Todistus. Jos £C' on suora, niin viite seuraa kosinin mééritelmésti ja Pythagoraan
lauseesta. Voidaan siis olettaa, ettd £C ei ole suora. Olkoon ¢ pisteen B kautta

—> —>

kulkeva C'A:n normaali ja D suorien ¢ ja C'A leikkauspiste. Koska £C' ei ole suora
kulma, niin C' # D. Tillsin on neljia mahdollisuutta

a) DxCx A
b) C *D*A
c) D
d)

C*A*D
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B B
D C A ¢ D A
a) b)
B B
C A=D C A D
c) d)

Kuva 134: KOSINILAUSEEN TODISTUS

Tapaus a): Tissd £ BC'D on £ BC A:n tidydennyskulma. Koska £ BDC on suora,
niin £ BCD on Saccherin ja Legendre’in lauseen nojalla terdvé ja £ BC'A tylppa.
Kosinin mééritelmén mukaan cos £C = cos { BCA = —cos £ BCD = —g:g. Koska
D xCx A, niin AD = DC + C'A. Pythagoraan lauseen nojalla BC° -DC° = BD’
ja BD° + AD" = AB". Tillsin

BD’ + AC" — 9BC AC cos £C = BC" + AC" + 24C DC
—BC’+(AC+DC)?-DC" =BC +AD° - DC° =AD" + BD = AB".

Tapaus b):  Tissd £C = £LDCB, joten cos LC = %, AC — DC = DA,

BD' =BC +DC ja AD =BD +AB . Yhdistamilli nimi saadaan haluttu
tulos:

Q

BC” + AC” — 2BC AC cos £C = BC" + AC" — 24C DC
~BC +(AC-DC)*-DC' =BD + DA’ =4B".

Tapaus c):  Tissi cos £C = 48 ja BC. —AC" = ABQ, joten

BC” + AC” — 2BC AC cos £C = BC" + AC" — 24C"° = AB".

Tapaus d):  Téssd LC' = LBCD, joten cos £C = g;IB), AC — DC = —AD,

BD =BC - DC” ja AD’ + BD’ = AB°. Saadaan taas:

BC’ +AC" — 2BC AC cos £C = BC' + AC" — 2AC AD
=BC'+(AC-DC)?-DC° =BD" + (-AD)2 =BD" + AD" = AB".
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Kolmioon liittyviit perusympyriét.

LAUSE 3.1.16. Olkoon ABC' kolmio. On olemassa tédsmélleen yksi ympyré -,
joka kulkee A:n, B:n ja C':n kautta.

Huom: Lauseen 3.1.16 ympyriéd v sanotaan kolmion AABC' ympidri piirretyksi
ympyréiksi.

Todistus. Olkoon ¢ janan AB ja m janan BC' keskinormaali. T&lloin ¢ ja m leikkaa-

—>

vat toisensa, sillé jos olisi £ 2 m, niin lauseen 3.1.6 nojalla olisi joko AB = BC' tai

AB || BC. Kumpikaan tapaus ei ole mahdollinen, koska AABC on kolmio. Ol-
koon P keskinormaalien ¢ ja m leikkauspiste, jonka juuri totesimme olevan olemassa.
Lauseen 2.6.9 mukaan AP = BP ja BP = BC, joten p-keskinen ja AP-siteinen
ympyrd v on haluttu ympyra.

M~

Kuva 135: KoLMION AABC YMPARI PIIRRETTY YMPYRA

Halutun ympyrén yksikésitteisyys seuraa vilittomaésti lauseesta 2.6.11. U

LAUSE 3.1.17. Kolmion kaikki kolme sivun keskinormaalia leikkaavat toisensa
samassa pisteessé.

Todistus. Lauseen 2.3.9 nojalla kolmion ympéri piirretyn ympyrian keskipiste on
jokaisella keskinormaalilla. O

LAUSE 3.1.18. Kolmion kaikki kolme kulman puolittajaa leikkaavat toisensa sa-
massa pisteessd.

Todistus. Olkoon AABC annettu kolmio. Puomilauseen 3.2.11 nojalla kulman
£C AB puolittaja leikkaa sivua C'B jossain pisteessi D. AABD on myos kolmio ja
£CBA:m puolittaja on ADBA:n puolittaja. Taas puomilauseen nojalla kyseinen
puolittaja leikkaa janaa AD ja siten puolittajaa AD. Olkoon P kyseinen leikkaus-

piste. P ei voi olla suorilla AB, BC eiki AC. Olkoon S pisteen P kautta kulkevan

>

AB.n normaalin ja AB:n leikkauspiste.
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Kuva 136: KoLMION AABC SISAAN PIIRRETTY YMPYRA
Télloin S € AB ~\ {A}, silld muutoin olisi

o 2.4.19 o o 2.5.18 1
90 = ({PSB)° < (LPAB)° = {(LCAB)° "< 1180 = 90,

N[

miké on mahdotonta. Vastaavasti todetaan etts S € BA~ {B }.

Olkoon T plsteen P kautta kulkevan BC n normaalin ja BC n le1kkausplste
Kuten ylla, T € BC ~ {B}. Olkoon vield U pisteen P kautta kulkevan ACm
normaalin ja ACm lelkkausplste Jollom U e AC ~ {A}

Nyt, koska U € AC\ {A}ja S € BA\ {B} ja AP on kulman £CAB puolittaja,
pitee LUAP = LSAP. Koska LU ja £S ovat suoria kulmia, niin lauseen 3.1.7.
nojalla KUPA = £SPA. Siten AAPU ~ AAPS. Koska niissi on yhteinen
sivu AP, on lauseen 3.1.10 mukaan myoés UP = SP. Vastaavasti nidhdidn, ettd
ABPS ~ ABPT, josta edelleen SP = TP. Kaikkiaan siis SP = TP = UP.

Olkoon y ympyra jonka keskipiste on P ja side SP. Lauseen 2.6.8 nojalla

AB BC ja AC ovat v:n tangentteja.
Lauseen 2. 6 7 nojalla V01daan edelleen niahdi, ettd PS AC. Koska S € AB~ {4},
on myos BCAC ja siten PBAC Vastaavasti ndhdéén, etté PABC

Siten P on kulman £LACB sisilla.

Téssd tilanteessa on oltava T € CB ~ {C}. Ei nimittdin ainakaan voi olla
T % C x B, silld jos niin kuitenkin olisi, niin olisi TACB, ja koska PTAC, miki
seuraa lauseessta 2.6.7, olisi myos PAC B, miké ei ole mahdollista, koska PBAC,
kuten ylla ndhtiin. Ei myoskiin voi olla T' = C sillé jos néin olisi, niin y:n tangentti
AC leikkaisi v:aa pisteissid U ja C, jolloin olisi U = C' = T ja edelleen AC = BC
(Lauseen 2.6.8:n jéilkeinen huomautus 27), mikd on mahdotonta, koska AABC on
kolmio. .

Vastaavasti néhdédn, ettd U € CA ~\ {C}. Siten LTCP = LBCP ja LUCP =
LACP. Nyt kolmioissa APCU ja APCT on LU = AT (suora kulma) ja PT =

PU (v side) ja PC yhteinen, joten lauseen 2.4.21 nojalla APCU = APCT ja
erityisesti AUCP = LTCF eli {ACP = £{BCP. Koska, kuten todettiin, P on

kulman £C sisélld, niin C'P on kulman £C puolittaja. Siten P siséltyy jokaiseen
puolittajaan. U

Huom: Lauseen 3.1.18 todistuksessa esiintyvdd ympyrdd v sanotaan kolmion
NABC sisddn piirretyksi ympyrdiksi.
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Kehikulmat.

Seuraava lause sanoo, ettd ”ympyrian halkaisijaa vastaava kehdkulma on suora
kulma.
LAUSE 3.1.20 (Thales). Olkoon « ympyré, keskipiste A, ja { pisteen A kautta
kulkeva suora, joka leikkaa c:aa pisteissd P ja Q). Olkoon liséiksi B € o~ {P,Q}.
T:lloin kulma £ PB(Q on suora.

L
<

Kuva 137: THALEEN LAUSE

Todistus. Lauseen 2.4.1 nojalla LAPB = L ABP ja LAQB = {ABQ. Merkitiin
a = (LAPB)°jaf = (LAQB)°. Koska PxAxQ, niin {APB = LQPB ja LAQB =
£PQB. Koska kolmion APQB astemittojen summa on 180, on (£ PQB)° = 180 —
(LQPB)° — (LPQB)° = 180 — o — 3. Koska P * A % ), niin BA on £{PBQ:n
sisélld, jolloin lauseen 2.2.15 nojalla (L PBQ)° = ({LABP)° +({LABQ)°. Koska siis
£ABP = LAPB ja £ABQ = £ APB, niin saadaan

(*) ({PBQ)° = a + 3.
Talloin a + 8 = 180 — a — 3, josta saadaan o + [ = 90, miké (x):n kanssa antaa
viitteen. 0

”Kehdkulmalause” on edellisen yleistys. Sen mukaan ”ympyrin keskuskulmaa
~v vastaava kehikulma on %7 ja vastakkainen kehikulma 180 — %7. Tama siis
riippumatta siité, missé kohtaa asianomaista kaarta kehikulman kérki sijaitsee.

Kuva 138: KEHAKULMALAUSEEN VAITE TAPAUKSESSA A¢B

LAUSE 3.1.21. (Kehikulmalause). Olkoon « ympyré, keskipiste A ja { suora,
joka ei kulje A:n kautta ja leikkaa «:n pisteissd P ja ). Olkoon lisiksi B € o ~\
{P,Q}. Tilloin, jos a) ABY, niin ({PBQ)° = %(A{PAQ)O ja jos b) A¢B, niin
(4PBQ)° =180 — 3(LPAQ)°.



