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2 GEOMETRIA

I Historiaa

Sana geometria on peréisin kreikasta, geo = maa, metrein = mitata. Yksi en-
simméisistd geometrisista ongelmista oli ympyrén kehén pituuden (277) méarit-
tdminen, siis m:n likiarvon arviointi. Babylonialaiset kiyttivit kaavaa "kehd = 3x
halkaisija” eli 7 ~ 3. Myo6s muinaiset juutalaiset kiyttiviit samaa 7:n arvoa; se
mainitaan jopa Raamatussa (1. Kuningasten kirja 7:28), milld perusteella Rabbi
Nehemiahin myohempi 7:n likiarvo 2—72 ~ 3.14159 hylattiin. Muinaiset egyptidiset
kiyttiviit m:lle arviota (4°)? &~ 3.1604. Matematiikan kannalta naissé eri likiarvoissa
ei ole oleellista arvion tarkkuus vaan se oivallus, ettd kaiken kokoisissa ympyroissé
kehin ja halkaisijan suhde on tismiilleen sama. (Vasta vuonna 1768 Lambert?
osoitti, etté 7 ei ole rationaaliluku, ja 1882 Lindemann® osoitti sen olevan trans-
kendenttiluku.)

Egyptildisten geometria ei ollut varsinaista matematiikkaa, vaan pikemminkin
kokoelma perustelemattomia kaavoja ja laskulakeja. Joskus he arvasivat oikein:
he osasivat esimerkiksi laskea puolisuunnikkaan alan ja jopa katkaistun pyramidin
tilavuuden aivan oikein. Suoran kulman egyptiliiset virittivit maastoon pingot-
tamalla kolmioksi narulenkin, johon oli merkitty kolmen, neljin ja viiden yksikon
pituiset sivut. Kaksoisvirran maan asukkaat olivat egyptiliisid aikalaisiaan etevim-
pid laskijota, miké osittain johtui heidén kiyttdméstdén erinomaisesta numerojér-
jestelmisté. Babylonialaiset tunsivat paremmin matematiikkaa, jopa Pythagoraan
teoreeman (c? = a® + b?) yleisessi muodossa. Kuitenkin vasta kreikkalaiset astui-
vat ratkaisevan askelen kohti nykyaikaista matematiikkaa vaatiessaan, ettid lasku-
lait on jotenkin yleispéitevisti todistettava sen sijaan, ettid edettéisiin yrityksen
ja erehdyksen tietd. Ensimméinen tuntemamme tdmén perinteen matemaatikko
oli myos kreikkalaisen filosofian perustajana pidetty Thales*, josta tuli kuuluisa
ennustettuaan oikein auringonpimennyksen ajankohdan 585 e.a.a. Parin seuraavan
vuosisadan johtavia matemaatikkoja oli Pythagoras® oppilaineen. Hén oli lihinné
uskonnollinen profeetta, jolle luvun /2 osoittautuminen irrationaaliseksi oli suuri
jarkytys (titd vaarallista tulosta yritettiin aluksi jopa salata). Pythagoralaisen kou-
lukunnan tuottama systemaattinen tasogeometrian esitys julkaistiin n. 400 e.a.a.

Neljias vuosisata e.a.a. oli Platonin® aikaa. Hin korosti episuoran todistuk-
sen merkitysti; itse asiassa Sokrateen dialogit ovat epdsuoraa todistamista: osoite-
taan viite oikeaksi lihtemailla liikkeelle pédinvastaisesta viitteestd ja padatymaélla siita
mahdottomiin tai kelvottomiin johtopéitoksiin. Geometrian kannalta téirkein Pla-
tonin oppilas oli Fukleides’, joka noin 300 e.a.a. julkaisi mahtavan 13-osaisen teok-
sen Stoikheia (Alkeet), jossa hén kisitteli kreikkalaista geometriaa ja lukuteoriaa.
Eukleideen aksiomaattinen esitystapa on nykyaikaisen matematiikan prototyyppi:
siind ei viitteitd perustella millddn mittauksilla tai piirroksilla, vaan ne todiste-
taan oikeiksi loogisella paittelylla tietyistd perusolettamuksista ldhtien. Euklei-
des perusti geometriansa viiteen perusolettamukseen eli aksioomaan. Esitdmme

2JOHANN HEINRICH LAMBERT 1728-1777. Saksa.

3CARL Louls FERDINAND VON LINDEMANN 1852-1939. Saksa.
AMILETON THALES n.640-546 eaa. Kreikka.

5SAMOKSEN PYTHAGORAS n. 569-n. 475 eaa. Kreikka.
6PLATON n. 427-347 eaa. Kreikka.

"EUKLEIDES ALEKSANDRIALAINEN n. 325-265 eaa. Egypti.
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seuraavaksi niistd nelji ensimmaéistéd sellaisinaan ja viidennen hieman muutetussa

muodossa, (EA1)-(EA4), (PA).
(EA1) Jos P ja Q ovat eri pisteité, niin niiden kautta kulkee yksi ja vain yksi suora.

Merkitdén pisteiden P ja () kautta kulkevaa suoraa symbolilla PQ): tuollaisen
suoran olemassaolon ja yksikisitteisyyden takaa (EA1l). Maéaritellidn jana PQ

—

niiden suoran P() pisteiden joukkona, jotka ovat pisteiden P ja @) viilissd pisteet P
ja @ mukaan lukien.

PQ PQ

KUuvA 1: SUORA JA JANA

(EA2) Jos AB ja CD ovat kaksi janaa, niin on olemassa yksi ja vain yksi piste E siten,
ettd BE ja CD ovat saman pituisia ja B on janalla AE.

Kuva 2: JANAN JATKAMINEN

Havainnollisesti (EA2) sanoo, etté janaa AB voidaan jatkaa janan C'D pituisella
janalla.

Olkoot O ja P kaksi eri pistettd. Kaikkien niiden pisteiden P joukkoa, joille OP
ja OA ovat saman pituisia, sanotaan ympyrdiksi, jonka keskipiste on O ja sdde on
janan OA pituus.

Kuva 3: YMPYRA

(EA3) Jos O ja A ovat eri pisteitéd, niin on olemassa ympyri, jonka keskipiste on O ja
sidde on janan OA pituus.

—

Muita Eukleideen aksioor(@ varten tarvitaan lisda méadritelmia. Puolisuora AB
(A # B) on niiden suoran AB pisteiden P joukko, jotka kuuluvat janaan AB tai
joille B on pisteiden A ja P viilissé.

A B AB P

KuvA 4: PUOLISUORA
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— — —
Puolisuoria AB ja AC sanotaan vastakkaisiksi, jos ne eivit ole samoja ja AB =
—
AC.
E F
B A C
D
AB ja AC ovat vastakkaisia ED ja EF eivét ole vastakkaisia

KuvA 5: VASTAKKAISET PUOLISUORAT

Seuraavaksi méérittelemme kulman: Kulma £ BAC koostuu kahdesta puoli-

suorasta AB ja AC, jotka eiviit ole samoja eiviitki vastakkaisia. Kulmaa £ BAC
merkitddn myos LCAB tai lyhyesti £ A. Pistettd A sanotaan kulman £ A kdrjeksi

ja puolisuoria AB ja AC sen kyljiksi. Jos kahdella kulmalla £ BAD ja £C'AD on

yhteinen kylki AD ja puolisuorat AB ja AC ovat vastakkaisia, niin sanotaan, ettd
£BAD ja £CAD ovat toistensa tdydennyskulmia:

oW
>
0

KuvA 6: TAYDENNYSKULMAT

Kulmaa £ BAD sanotaan suoraksi kulmaksi, jos silléd on tdydennyskulma £ C'AD,
joka on yhtd suuri kuin se itse:

o w
>
@]

KuvA 7: SUORA KULMA
Huomaa, ettéd suoran kulman tdydennyskulma on sekin suora kulma.

(EA4) Kaikki suorat kulmat ovat yhté suuria.

Matemaatikot hyviiksyivit kahden vuosituhannen ajan némé neljd Eukleideen
aksioomaa (EA1)-(EA4) vilttdméttomind tosiasioina, joita ei voi eiké tarvitse to-
distaa oikeiksi muiden aksioomien ja loogisten péittelysdéantojen avulla. Sen sijaan
viidennesté Eukleideen aksioomasta keskusteltiin vilkkaasti aina 1800-luvulle asti.
Emme vield esité sitd Fukleideen alkeiden kiyttdméssd sanamuodossa, koska silloin
tarvitsisimme runsaasti lisdd médritelmié, vaan esitimme sen kanssa yhtépitavin
paralleeliaksiooman (yhtépitdvyyden todistamme myshemmin). Eukleides ei itse
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mainitse paralleeliaksioomaa, vaan sen esitti ensimmiisensi vasta Proclus®. Sa-
nomme, etti suorat ¢ ja m ovat yhdensuuntaisia, jos ne eivit leikkaa toisiaan eli
niilld ei ole yhteisié pisteitd. Merkitsemme silloin ¢ || m, muulloin ¢ | m.

l ) /
m /

m

el m Cifm

KuvA 8: YHDENSUUNTAISUUS

Huomaa, ettd tdméan médritelmén mukaan suora ei ole yhdensuuntainen itsensé
kanssa. Témé oudolta tuntuva seikka voitaisiin korjata muuttamalla hieman yhden-
suuntaisuuden médritelméad, mutta osoittautuu, ettd se monimutkaistaisi joitakin
muita asioita. Siksi piddmme kiinni téstéd historiallisesta mééritelmésté.

(PA) Paralleeliaksiooma. Olkoon ¢ suora ja P piste, joka ei ole suoralla ¢. Tillsin
on olemassa yksi ja vain yksi suora m, joka kulkee pisteen P kautta ja joka on
yhdensuuntainen suoran ¢ kanssa.

P./m

m

4
KuvaA 9: PARALLEELIAKSIOOMA

Paralleeliaksiooma siis takaa, ettd pisteen P kautta kulkee suora m siten, etté
m || ¢ ja ennen kaikkea my0s sen, etté toista téllaista suoraa ei ole. Kuvan
tilanteessa on siis vilttaméttd m’ Jf £. Paralleeliaksiooma tuntuu luonnolliselta,
mutta se ei ole aivan samassa mielessé ilmeinen kuin muut Eukleideen aksioomat:
(EA1)-(EA3) voidaan intuitiivisesti nidhdé oikeiksi vaikkapa harpilla ja viivotti-
mella; (EA4) on ilmeinen, jos hyviksytddn kulman mittaaminen vaikkapa astele-
vylla. Paralleeliaksiooma on toista maata: toki voidaan piirtéd4 suora, joka nédyttas
yhdensuuntaiselta suoran ¢ kanssa, mutta miten todistetaan, ettd se todella on
sellainen? Maééritelmén mukaan olisi ndhtévi, ettd £ ja m eiviit leikkaa toisiaan
lainkaan, mutta sitd voidaan tutkia vain paperin laitaan asti. Ehké ne leikkaavat
jossakin kauempana. Toinen ongelma on suoran m yksikisitteisyys: entdpé, jos
kuvan 9 £ ja m’ eiviit sittenkiisin leikkaa toisiaan, kunhan niiden vilinen kulma vain
on tarpeeksi pieni. Naméi seikat lienevit olleet syyné siihen, ettd monet merkit-
tavit matemaatikot asettivat paralleeliaksiooman kyseenalaiseksi: uskottiin, ettd
se pitdisi — ja voitaisiin — todistaa oikeaksi muiden neljin Eukleideen aksiooman
avulla. Monia todistusyrityksid tehtiin. Kdymme ldpi niisté yhden, jonka on 1700-
luvun lopulla esittéinyt Adrien Marie Legendre?.

Olkoon piste P suoran ¢ ulkopuolella. Piirretdédn P:n kautta suoralle £ normaali,
jonka nimi on n ja joka leikkaa suoran ¢ pisteessd (). Piirretéén edelleen n:lle P:n

8ProCLUS DiaDOCHUS 411-485. Kreikka
9 ADRIEN-MARIE LEGENDRE 1752-1833. Ranska.
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kautta normali m. Tilloin m ja ¢ ovat yhdensuuntaisia, koska niilli on yhteinen
normaali n. On vield todistettava m:n yksikisitteisyys.

Kuva 10: PARALLEELLIAKSIOOMAN TODISTUSKO?

Olkoon siis s suora, joka kulkee P:n kautta mutta ei ole m. On siis osoitettava,
ettd s J[ £ eli ettid s ja £ leikkaavat toisensa. Valitaan pisteet P’ ja P” suoralta
m siten, ettd P on niiden vilissd. Valitaan vield piste R suoralta s siten, ettd se
on joko kulman £ P’'PQ tai £ P"”PQ sisilld (kuvassamme siis R valitaan suoran m
alapuolelta). Valitaan lopuksi piste R’ siten, ettd R ja R’ ovat eri puolilla suoraa
n ja lisiksi kulmat £QPR ja £R'P(Q ovat yhtdsuuria, jolloin piste ) on kulman
£RPR’ sisélld. Toisaalta @ kuuluu suoralle ¢, joten ¢ on osittain kulman £ RPR’

siséillé ja leikkaa siis ainakin toisen kulman < RPR’ kyljisti PR tai PR’'.
Jos (¢ leikkaa kyljen PR, niin se leikkaa myos suoran s, silli s = PR (EA1l)m
nojalla, ja asia on télloin selvii. Voimme siten olettaa, ettd ¢ leikkaa kyljen PR’

jossakin pisteessid A. Valitaan puolisuoralta PR piste B siten, ettéd janat PA ja PB
ovat yhté pitkid. Osoitetaan nyt, ettd B kuuluu suoralle £, misté viite seuraa jélleen
(EA1):n nojalla kuten ylli. Tarkastellaan kolmioita APBQ ja APAQ. Niilld on
yhteinen sivu PQ ja sivut PA ja PB ovat yhté pitkid. Liséiksi ndiden sivujen véliset
kulmat £ BPQ ja £ APQ ovat yhté suuria. Silloin kolmioiden muutkin vastinsivut
ja -kulmat ovat yhtédsuuria (”sivu-kulma-sivu -séénto”). Erityisesti télloin kulmat
£ABQP ja £AQP ovat yhtéd suuria. Koska n on £:n normaali, niin kulma £AQP
on suora. Tillsin myos L BQP on suora. (Huomaa, ettd tdméi ei suoraan seuraa
(EA4) sta) Koska nyt LAQP ja ABQP ovat molemmat suoria, niin puolisuorat

QP ja QA ovat vastakkalsla joten QB QA Koska A kuuluu suoralle ¢, niin

QA =/ ja siten QB = { ja erityisesti piste B kuuluu suoralle £. M.O.T.

Mika vikaa tésséd todistuksessa on? Siinéd on joukko mééritteleméttomia kisit-
teitd: "normaali”, ”kulman sisélld”, ”eri puolilla suoraa”; toki ne voidaan méiritelli
tasméllisesti. Perustelematta jai:

(1) Onko suoralla aina normaali, joka kulkee annetun pisteen kautta?
2) Ovatko suorat yhdensuuntaisia, jos niilld on yhteinen normaali?

) Voidaanko P ja @ valita aina ylld mainitulla tavalla?

) Voidaanko R valita aina yll4 mainitulla tavalla?

) Voidaanko R’ valita aina yll& mainitulla tavalla?

) Leikkaako ¢ vilttdmétta ainakin toista £ RPR’:n kyljista?

) Voidaanko B aina valita ylld mainitulla tavalla?

) Péteeko aina sivu-kulma-sivu -sdanto?

P P

3
4
5
6
7
8
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(9) Onko ABQP valttamatta suora?
(10) Ovatko QB ja QA vilttamétta vastakkaisia?

Kehitimme geometrista késitteistod niin, ettd voimme vastata nédihin kysy-
myksiin ja siten tarkastaa, onko Legendre’in todistus pétevi. Osoittautuu, etté
yhdeksdin kysymykseen voidaan vastata myontévisti, yhteen ei. Se yksi kaataa
koko todistuksen. Parhaiden salapoliisitarinoiden perinteiden mukaisesti murhaaja
paljastuu vasta lopussa — syyttomié 16ytyy pikkuhiljaa tarinan edetessé.

Kommentteja Fukleideen aksioomista.

(EA1) Miki on piste, suora, jana? Mité tarkoittaa, ettd suora kulkee jonkin pisteen
kautta tai ettid yksi piste on kahden muun vilissd?

(EA2) Mitéd tarkoittaa, ettd janat ovat saman pituisia?

(EA4) Mita tarkoittaa kulmien yhtédsuuruus? Miké on suora kulma?

Namé asiat kaipaavat lihempid tarkastelua. Todistaessaan teoreemojaan (joita
yhteensd on 465 kpl.) Eukleides harhautui toisinaan kuvien johdattelemana pité-
méin joitakin asioita itsestdinselvind huomaamatta sitéd itse. Kuviohan on usein
oikein hyvéd apu todistuksen keksimiselle, mutta todistuksessa siihen vetoaminen ei
ole matemaattisesti oikea tapa, ja piirretty kuva on sitéd paitsi toisinaan harhaan-
johtava, silld se ei aina kata kaikkia mahdollisia tapauksia. Itse asiassa Eukleideen
lauset eivit tarkkaan ottaen seuraa hénen aksioomistaan, vaan Eukleides pitda
itsestddnselving eréditd muitakin asioita nimedmé&tta niitéd eriksen. Jotta nykyaikai-
sessa mielesséd tiukan matemaattiset todistukset voitaisiin tehd4, téytyy Eukleideen
sinédnsi tervettd aksioomajirjestelméd laajentaa ja tarkentaa. Parannusesityksid on
lukuisia; seuraavassa tutustumme Hilbertin aksioomajdirjestelmdidn. Hilbert'C esitti
aksioomansa laajassa teoksessaan Grundlagen der Geometrie vuonna 1902.

10DAvID HILBERT 1861-1943. Saksa
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IT Hilbertin aksioomajirjestelmé

2.1. Aksiomaattisesta menetelmisti.

Miké on matemaattinen todistus? Kuinka todistetaan, ettd jokin lause T on
tosi? Sovimme, ettd T on todistettu oikeaksi, jos on loydetty yksi tai useampi
lause T, jotka tiedetéifin todeksi, ja jos niistd lauseista T’ yhdessi seuraa lause
T #arelliselld médrdlla loogisia padttelyji. Kuten matemaatikot yleensdkin (jos-
kaan eiviit aina) tyydymme téssé kirjassa intuitioomme siité, mitkd ovat loogisia
péittelyjé eli oikeiden pédttelysadntojen oikein soveltamista. Jotta tosiksi tiedet-
tyjen lauseiden joukko olisi muutakin kuin kokoelma tautologioita (esim. ”sataa
tai ei sada”) seurauksineen, on oletettava joitakin lauseita tosiksi. Niitd sanotaan
aksioomiksi eli selvioiksi. Eukleideelle selviot olivat itsestéddnselvisti tosia, niitéd ei
tarvinnut perustella. Niiden koettiin myos kuvaavan ”todellisuutta”. Nyttemmin
selviot eivit olekaan aina itsestédénselvid, vaan saattavat abstraktisuudessaan vai-
kuttaa intuitiostamme ja kokemuksestamme irrallisilta tai jopa niiden vastaisilta.
Hyperbolisen geometrian paralleeliaksiooma on sellainen (”suoran ulkopuolisen pis-
teen kautta kulkee ainakin kaksi sen kanssa yhdensuuntaista suoraa”). Aksioomien
pitdminen tosina on myos yhd useammin vain metodologista: halutaan rakentaa
teoria, joka perustuu joillekin aksioomille, minké jdlkeen sitten arvioidaan valittujen
aksioomien hyviksyttavyyttd, hedelmillisyytté tai totuutta rakennetun teorian pe-
rusteella. Jonkin fysiikan teorian muodostaminen ja testaaminen on yksi esimerkki
tillaisesta ajattelutavasta: jos jokin seurauslause on vastoin havaintoja, on syyté
epdilld ainakin jonkin aksiooman olevan havainnoitavassa maailmassa epétoden.
Ajatus aksioomien metodologisesta totuudesta vie vield pidemmélle: aksioomilla
el tarvitse olla totuusarvoa (tosi, epétosi) lainkaan, on vain joukko lauseita, joista
tiettyjen padttelysddntojen avulla johdetaan toisia lauseita. Jos moraalikésityksid
esitetdin aksiomaattisesti, ollaan téllaisessa tilanteessa, silld vallitsevan késityksen
mukaan moraaliarvostelmilla ei ole totuusarvoa.

Yksittdisiin aksioomiin ei sindnsd kohdistu mitdén erityisvaatimuksia, kunhan
peruskésitteet (”piste”, "suora”, ...) kirjataan niihin selvisti. Kelvollisia aksioomia
ovat esim. ”jokaisella suoralla on tasan kaksi pistettd”, ”on olemassa suora” tai
”jokaisella suoralla on #ddrettomén monta pistettd”, mutta néitd kolmea lausetta
ei saa ottaa aksioomiksi yhtd aikaa, silli ne ovat ristiriidassa kesken#én ja sil-
loin niistd voitaisiin pédtelld loogisesti mikd hyvinsd lause. Teorian kehittely olisi
mieletontd. Aksioomajérjestelméin tulee siis olla ristiriidaton. Ristiriiddattomuu-
den osoittaminen ei ole useinkaan kovin helppoa, mutta esittelemme siihen keinon
— mallien kdyttdmisen. Aksioomiksi ei yleensé valita tautologioita, vaan sellai-
sia lauseita, jotka logiikan kannalta voivat olla joko tosia tai epitosia. Leibniz!!
kaytti nimitystd mahdollinen maailma. Lause "nyt sataa” on tosi tai epétosi riip-
puen siitéd, olemmeko sellaisessa maailmassa, jossa parhaillaan sataa; jos olisimme
hieman toisenlaisessa maailmassa, jossa olisi juuri nyt tarpeeksi enemmaén tai vi-
hemmén vesihoyryé ilmassa, olisi lauseen "nyt sataa” totuusarvo toinen. Nyky&in
ja erityisesti matematiikassa kiytetddn arkisempaa nimitystéd malli mahtipontisen
"mahdollisen maailman” sijasta. Jos aksioomajirjestelmdllid on edes yksi malli,
jossa kaikki sen aksioomat ovat tosia, on jirjestelmd ristiritdaton. Taméan huomion

N GorTFRIED WILHELM VON LEIBNIZ 1646-1716. Saksa
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perusteella ndytdmme pian, ettd neljd ensimméistd Eukleideen aksioomaa ovat ris-
tiriidattomia konstruoimalla yhden konkreettisen mallin, jossa ne kaikki ovat tosia.
Mythemmin rakennamme mallin, jossa muutkin aksioomat ovat tosia lauseita.

Loogisessa péaéttelyssd tosista oletuksista ei voida pédtyd epétosiin johtopis-
toksiin, joten teorian jokainen todistettu teoreema on tosi jokaisessa mallissa, jossa
teorian aksioomat ovat tosia. Témé& huomio auttaa toisen aksiomaattisiin jérjestel-
miin liittyvin kysymyksen ratkaisemisessa: Onko aksioomajirjestelmé kyllin laaja,
jotta tietty teoreema T voitaisiin siitd todistaa? Jos onnistutaan muodostamaan
malli, jossa T' on epétosi, vaikka kaikki jirjestelmén aksioomat ovat tosia, ei T:t4
téssé jiarjestelmissé voida todistaa oikeaksi.

Aksioomajirjestelmien tulisi mielelldéin olla minimaalisia eli niissé ei yleensé ha-
luta olevan (ainakaan monia) turhia aksioomia: jos jokin aksiooma voidaan péételld
muista aksioomista, on tyylikkddmpad nimetd se teoreemaksi kuin aksioomaksi.
Paralleeliaksioomasta kiydyssé keskustelussa oli kyse Eukleideen aksioomajérjes-
telmén minimaalisuudesta ja siis epédeuklidisen, tarkemmin sanoen hyperbolisen,
geometrian ristiriidattomuudesta.

Aksioomat sisdltivit peruskdsitteitd (kuten ”suora”, ”piste”,...), joita ei eks-
plisiittisesti mééritelld. Toisinaan sanotaan, ettd aksioomajirjestelmé ”méérittelee
ne implisiittisesti”. Néiden peruskisitteiden avulla maaritelldsdn kaikki muut tarvit-
tavat kisitteet (esim. suorakulmainen kolmio), jotka loogiselta kannalta ovat vain
néppéarid lyhennysmerkint6ja peruskésitteiden komplekseille.

2.2. Hilbertin aksioomat (H1)—(H3).

Téssé luvussa tarkastelemme kolmea ensimméistd Hilbertin aksioomajérjestel-
mén selviotd. Peruskésitteet ovat piste, suora ja suora kulkee pisteen kautta. Il-
maisulla " piste P sisdltyy suoraan ¢” tarkoitamme samaa kuin sanoessamme, ettd
suora ¢ kulkee pisteen P kautta. P#invastaisen ilmaisemme sanomalla, ettd P on
suoran ¢ ulkopuolella. Pisteen ja suoran vilisen relaation ei tarvitse olla sama kuin
joukko-opin P € [. Riittid, etté se toteuttaa Hilbertin aksioomat.!?
Kolme ensimmaéistd Hilbertin aksioomaa ovat:
(H1) Jos P ja @ ovat eri pisteité, niin on olemassa yksi ja vain yksi suora, joka kulkee
sekd P:n ettd (Q:n kautta.
(H2) Jokaiseen suoraan sisiiltyy ainakin kaksi pistetté.
(H3) On olemassa kolme eri pistettd siten, ettd mikdén suora ei kulje niiden kaikkien
kautta.
Ensimmaéinen Hilbertin aksiooma on siis aivan sama kuin (EA1). Jos P ja @ ovat
eri pisteitd, niin (H1):n nojalla voidaan antaa nimi sille yhdelle ja ainoalle suoralle,

>

joka kulkee niiden kautta. Olkoon se P(@). Sovitaan lisiiksi, ettéd jos kirjoitamme

>

PQ), niin oletamme silloin samalla etti P # Q.

Kolmannesta Hilbertin aksioomasta seuraa, ettd on olemassa pisteitd. Tasta
seuraa (H1):n nojalla, ettd on olemassa my6s suoria. Titd pédttelyd ei Eukleideen
aksioomista voi tehda.

12 Aksioomat eivit ollenkaan liity siihen, mité suorat ja pisteet ”ovat”. Aksioomasysteemimme
mallissa voivat pisteet kyllid olla alkioita ja suorat niiden joukkoja — ja usein malli nédin tehd&dén-
kin. Esimerkkeji tulee tuonnempana.
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Nyt on aika kysyé#, ovatko kolme ensimméistd Hilbertin aksioomaa keskenéén
ristiriidattomia. Kéytédmme malleja. Haemme siis edes yhtd mahdollista maail-
maa, jossa (H1)-(H3) ovat tosia. Oletamme tunnetuiksi joukko-opin perusteet ja
lukujoukkojen R ja R™ ominaisuudet.

Malli 1. Tarkastellaan kolmen eri alkion joukkoa {A, B, C'}. Sovitaan, etté pisteitd
ovat Py = {A, B}, P, = {A,C} ja P = {B,C} seki suoria {1 = {A}, {» = {B} ja
ls = {C'}. Sanomme, etté suora ¢ kulkee pisteen P kautta, jos ¢ C P.

Tilloin (H1) pétee: pisteiden P; ja P, kautta kulkee suora ¢; ja se on ainoa
téllainen suora. Muille pistepareille voidaan tehdd vastaava havainto. Myos (H2)
pétee: pisteet P; ja P ovat suoralla /; ja vastaavasti myos suorilla £5 ja f3 on kaksi
pistettd. Lopuksi (H3) pétee: mikéén suorista ¢1,05 ja f3 ei kulje kaikkien kolmen
pisteen P;, P, ja P3; kautta. Niin kaikki kolme Hilbertin aksioomaa toteutuvat,
joten olemme onnistuneet konstruoimaan mallin aksioomajérjestelmille (H1)—-(H3).
Téten aksioomat (H1)—(H3) ovat ristiriidattomia.

Malli 2. Tarkastellaan yhd mallin 1 joukkoa, mutta sovitaan — ehké viihén edel-
listd esimerkkis tutummalla tavalla — etté pisteitd ovat {A}, {B} ja {C}, ettd
suoria ovat {A, B}, {A,C} ja {B,C} ja ettd suora ¢ kulkee pisteen P kautta, jos
PcCl

Talloinkin kolme ensimméistd Hilbertin aksioomaa toteutuvat (Toteal!). Tésté
mallista voidaan piirtdé kuvakin:

Aé B

Kuva 11: MALLT 2

Malli 3. Tarkastellaan neljén eri pisteen joukkoa {A, B, C, D}. Sovitaan, etté pis-
teitd ovat { A}, {B}, {C} ja {D} sekii suoria joukot {A, B}, {A,C}, {A, D}, {B,C},
{B, D} ja{C, D} seki ettd suoran kulkeminen pisteen kautta tarkoittaa samaa kuin
mallissa 2.

T#lloinkin kolme ensimmaéistd Hilbertin aksioomaa péteviit (Toteal).
Malli 4. Kuten malli 3 mutta 5 pisteelle.

Malli 5. (Descartesin koordinaattigeometria) Olkoot (koordinaattigeometrian)
pisteet (z,y) € R? ja (koordinaattigeometrian) suorat

{(l‘,y) € R2 ‘ (wvy) = (anyO) + /\(O!,/B), A€ R}a
missd (a, ) # (0,0). Suora ¢ kulkee pisteen P kautta, jos P € I.

Lineaarialgebran tiedoin osoittautuu, ettd (H1)—(H3) pitevit (Toteal).

Msdritelmé 2.1. Olkoot ¢ ja m suoria. Niitd sanotaan yhdensuuntaisiksi, jos ei
ole pistettd, jonka kautta ne molemmat kulkevat. Merkitsemme télloin £ || m,
muulloin ¢ }f m.
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Huomaa, ettd kun kirjoitamme ¢ || m, niin silloin ilmaisemme myos ettd ¢ # m.
Tamé johtuu aksioomasta (H2).

Tarkastellaan malleissa 1-4 suorien yhdensuuntaisuutta ja edellisessd luvussa
mainittua paralleeliaksioomaa (PAR). Mallissa 1 suoran ¢; = {A} ulkopuolella
on vain piste P; = {B, C}. Sen kautta kulkevat vain suorat o = {B} ja {3 = {C'}.
/5 kulkee suoran ¢, pisteen P; kautta; /3 kulkee suoran ¢; pisteen P, kautta. Siten
/1 ei ole yhdensuuntainen f5:n eikéd /3:n kanssa. Paralleeliaksiooma on mallissa 1
epédtosi — mallissa ei ole ollenkaan yhdensuuntaisia suoria. Mallissa 2 kiy samoin,
siinéikéién ei ole yhdensuuntaisia suoria lainkaan (Toteal!). Mallissa 3 paralleeliak-
siooma pitee (Totea!). Mallissa 4 suoran ulkopuolella olevan pisteen kautta kulkee
periiti kaksi sen kanssa yhdensuuntaista suoraa (Toteal).

Huomautus 1. Loysimme mallin, jossa paralleeliaksiooma ei péde ja toisen, jossa
se pitee. Siten aksioomajérjestelmé (H1)—(H3) on lilan suppea, jotta parallelliak-
siooma tai sen piteméttomyys voitaisiin siiné todistaa.

Maiaidritelmé 2.2. Sanomme, etti mallilla on

(1) elliptinen paralleeliominaisuus, jos siind ei ole yhdensuuntaisia suoria,

(2) euklidinen paralleeliominaisuus, jos siiné paralleeliaksiooma pitee,

(3) hyperbolinen paralleeliominaisuus, jos jokaista suoraa ¢ ja sen ulkopuolista
pistettd P kohti on olemassa ainakin kaksi suoraa, jotka ovat yhdensuun-
taisia suoran /¢ kanssa ja kulkevat P:n kautta.

Seuraavat lauseet saadaan vilittomasti kolmesta ensimmaéisestd Hilbertin aksioo-
masta. Jitdmme niiden todistamisen harjoitustehtaviksi.

LAUSE 2.2.1. Olkoot ¢ ja m eri suoria, jotka eivdt ole yhdensuuntaisia. Silloin
on olemassa tdsmélleen yksi piste, jonka kautta seké ¢ ettd m kulkevat.

Suorat eivét siis voi olla tdmén niakoisii:

4

B

m

Kuva 12: OuDOT SUORAT

LAUSE 2.2.2. Jokaisen suoran ulkopuolella on ainakin yksi piste.

LAUSE 2.2.3. Jos P on mielivaltainen piste, niin on olemassa ainakin yksi suora,
johon P ei sisélly.

LAUSE 2.2.4. Jokaisen pisteen kautta kulkee ainakin kaksi eri suoraa.

2.3. Hilbertin aksioomat (H4)—(HT).

Tarkastellaan seuraavaa ”todistusta’, jolla yritetddn néyttid, ettéd tasakylkisen

kolmion kantakulmat ovat yhtd suuret. Olkoon AABC' kolmio siten, ettid janat AC
ja BC ovat yhtédsuuret eli AC = BC.
Viite. LA = 4B.
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>

Todistus. Valitaan suora ¢, joka puolittaa kulman £C. Leikatkoon se suoraa AB
pisteessd D. Tillsin kolmioilla AACD ja ACDB on yhteinen sivu CD, LACD =
£DCB (kulman puolittajan ominaisuus) ja AC' = C'B (oletus), joten sivu-kulma-
sivu -sddnnon nojalla kolmioissa kaikki vastinsivut ja -kulmat ovat yhtd suuria,

erityisesti L A = 4 B. O

A B
KuvaA 13: "TASAKYLKINEN KOLMIO”

Kommenteja. Miki on kolmio, mikd kulman puolittaja? Naméi voidaan toki méi-
ritelld. Onko kulman puolittaja sitten olemassa? Leikkaako se viilttaméttd suoraa

>

AB. Onko sivu-kulma-sivu -sédéntd voimassa? Néihin kysymyksiin voidaan vastata
myonteisesti, kuten myohemmin teemme, mutta todistuksessa on vield yksi aukko,
joka johtuu kuviosta katsomisesta: mistid tieddmme, ettéd piste D on pisteiden A ja
B vilissa? Eihén ole mitdéin tietoa, minki nékoisid suorat ovat; tilannehan voisi
niyttiad vaikkapa seuraavalta:

KuvA 14: TASAKYLKINEN KOLMIOKO?

Miké on nyt kolmio AADC? Tissé joudutaan vaikeuksiin! Aksioomat (H1)-(H3)
eivit riitd estdméidn tdmén tapaisten tilanteiden syntymisté, joten tarvitsemme
lisdé aksioomia ja uuden peruskisitteen wvdlissdolo. Merkitddn A x B x C' ja luetaan
se "piste B on pisteiden A ja C wvdilissd’. Témén kisitteen, yhdessd jo kiyttoon
otettujen késitteiden (suora, piste, kulkee kautta) kanssa, tulee toteuttaa (H1)—(H3)
ja seuraavat vdilissdoloaksioomat (H4)—(HT):

(H4) Jos Ax B« C, niin A, B ja C ovat eri pisteitd, joiden kaikkien kautta kulkee

sama suora ja C' *x B x A.

Esimerkki 1. Tarkastellaan vield mallia 5 eli koordinaattitason pisteitd ja suoria.
Sovitaan, ettd pisteille A = (a1,a2), B = (b1,b2) ja C = (c1,c2) € R? piitee
Ax Bx*C| jos on olemassa (z9,%0) € R?, (o, 8) € R~ {(0,0)} ja \, i, v € R siten,
etti A< pu<vtai A\>pu>vja

(a1,a2) = (x0,%0) + Aa, B),
U

(b1,b2) = (0, %0) + p(e, B),
v(a, B).

(c1,¢2) = (z0,%0) + v(a, B
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Talloin (H4) on voimassa (Toteal).

KuvA 15: SUORA KOORDINAATTITASOSSA

Esitamme seuraavaksi kaksi Hilbertin aksioomaa lisdé:
—>

(H5) Jos A ja B ovat eri pisteité, niin suoralla AB on pisteet C, D ja E siten, ettd
CxAxB, AxDxBjaAxBxE.

>

Huomautus 2. Aksiooma (H5) takaa, ettei suora AB piiity pisteeseen A tai B
eiké ole tyhja niiden vélilla:

C A D B E AB

Kuva 16: VALISSAOLOAKSIOOMA (H5)

Aksioomasta (H3) seuraa, ettd kaikenkaikkiaan on olemassa vihintédén kolme
pistettd. Aksioomat (H4) ja (H5) takaavat, etté jokaisella suoralla on ainakin kolme
pistetté (ja yhteensd siis ainakin seitsemén). Siksi mallit 1-4 eivit toteuta aksi-
oomaa (Hb), sovittiin viilissé oleminen miten tahansa.

Toisaalta aksioomat (H1)—(H5) eiviit vield takaa, ettd milléén suoralla olisi enem-
mén kuin nuo kolme pistettd. Aksioomassa (H5) pisteet C', D ja E voivat nimittdin
olla kesken#én samoja. Suoraan aksioomaa (H5) vastaan rikkomatta voi mééritelld
vilissidolon vaikka siten, ettd A « B % C' aina, kun A, B ja C ovat eri pisteitd mallin
samalla suoralla. Vasta seuraavana esiteltévi aksiooma (H6) estd suoria olemasta
kuvan 17 mukaisia lenkkuja, kun kuvassa vilissdolo tulkitaan niin, ettd kukin piste
on kahden muun vilissd. Vilissdoloaksiooma (H6) tekee siten selviin eron esimer-
kiksi pallogeometriaan, jossa suorien roolissa ovat isoympyrét.

Kuva 17: EI sUORA

(H6) Jos A, B ja C ovat eri pisteité, jotka kuuluvat samalle suoralle, niin yksi ja vain
yksi seuraavista ehdoista on voimassa:

AxBx(C, AxCx* B tai Bx AxC.
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Esimerkin 5 malli, tavallinen koordinaattigeometria, toteuttaa aksioomat (H5)
ja (H6). (Toteal!)

Aksioomista (H1)-(H6) seuraa, etté jokaisella suoralla on ainakin viisi pistetta,
mutta niistdkiddn ei vield seuraa, ettd milldédn suoralla tarvitsisi olla enempéd kuin
viisi. On sopiva harjoitustehtidvd muodostaa sellainen malli aksioomille (H1)—(H6),
jossa jollain suoralla on vain 5 pistetté.

Masdritelmi 2.3. Olkoot A ja B eri pisteité.

(1) Joukkoa
AB: ={C on piste | A C B tai C = A tai C = B}

sanotaan pisteiden A ja B wiliseksi janaksi eli janaksi AB.
(2) Puolisuoraksi pisteesti A pisteen B suuntaan sanotaan joukkoa

ITB:ABU{Conpiste | Ax B = C}.

o P °
A AB B A B A_B>

\/

Kuva 18: JANA JA PUOLISUORA

Huomautus 3. Kun kirjoitamme AB tai AB, sanomme samalla, etti A ja B ovat
eri pisteité.

LAUSE 2.3.1. Olkoot A ja B eri pisteité. Silloin

(a) ABNBA= AB
(b) ABUBA = {P | AB kulkee pisteen P kautta}.

Huomautus 4. Kohdassa (b) ei voitu kirjoittaa lyhyesti AB U BA = AB, silld
edellinen on aina pisteiden joukko, mitd suora ei Hilbertin jirjestelmén mukaisessa
aksiomaattisessa geometriassa ole; vertaa esimerkkiin 1.

Todistus. (a). Puolisuoran mééritelmén ja (H4):n nojalla

A—B)OB—A:(ABU{C'|A*B*C})H(ABU{C|C*A*B}:
=ABU ({C | Ax*B*C}n{C|Cx*AxB}) =
=ABU{C |AxBxCjaCxAxB}=ABU() = AB,

silld (H6):n nojalla ei voi olla sekii A * B x C ettd C x A x B.
(b), 7C”. (H1):n nojalla A:n ja B:n kautta kulkee vain suora AB, jolloin (H4):n
ja puolisuoran mééritelman mukaan BA C {P | AB kulkee P:n kautta}. Samoin

AB C {P| BA kulkee P kautta}. Siten ABUBA C {P| AB kulkee Pon kautta}.
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(b), ”D”. Olkoon P piste, jonka kautta suora AB kulkee. On osoitettava,

etti P € ABUBA. Jos P = A tai P = B, on asia selvi. Jos P # A ja P # B,
niin (H6):n nojalla joko P« A x B, Ax P x B tai A x B x P. Kahdessa ensimméi-

sessé tapauksessa janan ja puolisuoran mééritelmén mukaan P € BA C ABU BA.

Viimeisessi tapauksessa puolisuoran méiritelméin mukaan P € AB C AB U BA.
O

Mssritelmé 2.4. Puolisuoria AB ja AC sanotaan vastakkaisiksi, jos B x* A x C.

KuvAa 19: VASTAKKAISET PUOLISUORAT AB Ja AC

—>

Kuvasta katsoen néyttiisi ilmeiselté, ettéd jokainen suoran BC' piste kuuluisi joko

_— —

puolisuoraan AB tai AC. Néin ei kuitenkaan vield aksioomien (H1)-(H6) nojalla
tarvitse olla, vaan on olemassa malli, joka toteuttaa aksioomat (H1)-(H6), mutta

— _— —

jossa suoralla BC' on muitakin pisteité, kuin puolisuorien AB ja AC pisteet. Mallin
konstruoiminen jitetddn harjoitustehtéviksi. Tallaisten ihmeellisyyksien vilttdmi-
seksi tarvitsemme uuden aksiooman, jonka pitéisi viittdd suunnilleen, ettéd ”jokai-
nen suoran piste jakaa sen kahteen puolisuoraan”. Asetamme tulevia tarpeitamme
varten hieman vahvemman aksiooman, joka olennaisesti sanoo, etté jokainen suora
jakaa tason kahteen puolitasoon.

Msaritelmé 2.5. Olkoon £ suora ja A ja B pisteitéd, joiden kautta ¢ ei kulje. Sa-
nomme, ettd A ja B ovat samalla puolella suoraa £ ja merkitsemme AB/{ tai BAY,
jos A = B tai suora / ei sisiilld janan AB pisteitd. Muussa tapauksessa sanomme,
ettd A ja B ovat eri puolilla suoraa ¢ ja merkitsemme B{A tai A(B.

A 3
\ c |

Kuva 20: ABY ja AVC

Huomautus 5. Siis A¢B, jos ja vain jos ¢ leikkaa janaa AB, mutta ei sen péiite-
pisteissé.

(H7) Olkoot ¢ suora sekéi A, B ja C pisteité, joiden kautta suora ¢ ei kulje. Till6in on
voimassa:

(i) jos ABY ja BCY, niin ACY:
(ii) jos A¢B ja BLC, niin ACY.
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B./\.C‘A /\B
¢ e e

Kuva 21: AksioomMA (HT7)

Esimerkki 2. Esimerkin 1 malli (koordinaattitason suorat ja pisteet) toteuttaa
aksiooman (H7). Sen toteaminen suoraan laskemalla on kuitenkin hankalaa, mutta
lineaarialgebran tiedoilla tason siirroista ja kierroista voidaan mielivaltainen tilanne
palauttaa sellaiseksi, ettd tarkasteltava suora on x-akseli. Toki téssd mallissa (HT7)
on intuitiivisesti aivan selvé.

Esimerkki 3. Merkitédin
S:{%\aez,neN}cR.

Joukon S alkiot ovat siis luvut, joiden esittdmiseen 2-jéirjestelméssé tarvitaan vain
adrellinen méara ykkosid, nollia seké piste. Sovitaan, ettd pisteet ovat tulojoukon
S? = S x S alkiot, suorat ovat ne joukot (S x S) N, joissa on vihintdin 2 pistetti
ja missi £ on koordinaattitason R? tavallinen suora (ks. esimerkki 1). Pisteen olo
suoralla ja vilissdolo méiritelldsin samoin kuin koordinaattitasossa. Nyt (H1)—(H4)
ja (H6) ovat ilmeisesti voimassa kuten esimerkin 1 mallissakin. Myos (H5) pétee
(Toteal!). Mutta (HT7) ei padde! Jos nimittéin valitaan ¢ = (S x S) N (R x {0}),
A=(1,-1), B=(-1,2)ja C = (1,2),

i

Kuva 22: ESIMERKKI 3

>

niin selvisti BCY, silld suora £ ei leikkaa suoraa BC' eiki siis myoskéidn janaa BC.
Himmastyttavisti myos AB¢: janan AB ja suoran ¢ ainoa mahdollinen leikkaus-
piste on (%7 0), mutta se ei ole tdmén mallin piste, silld % g 5.

Toisaalta ACC, silld (1,0) on sekd suoran ¢ ettd janan AB piste. Siten ABY,
B(CY, mutta silti AC, miké on vastoin aksioomaa (HT).

Huomautus 6. Aksiooma (HT7) estéé sen, ettéd suorissa olisi reikiéi, joiden kautta
ne voisivat kulkea toistensa ldpi toisiaan leikkaamatta; vrt. esimerkki 3. Jaakoon
harjoitustehtéviksi todistaa, ettd aksiooman (H7) ansiosta suorilla on dérettomén
monta pistetta.

Huomautus 7. Suoran ¢ ulkopuolisten pisteiden oleminen samalla puolella suoraa
¢ eli ABY on ekvivalenssirelaatio, ts.

(1) Jos ABY{, niin BA/ (relaatio on symmetrinen).
(2) Aina AA/ (relaatio on refleksiivinen).
(3) Jos AB{ ja BCY, niin ACY (relaatio on transitiivinen).
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LAUSE 2.3.2. Olkoon /¢ suora sekid A, B ja C eri pisteité, jotka eivit sisdlly
suoraan {. Jos nyt AB{ ja BLC, niin ALC
Todistus. Perustelu on sopiva harjoitustehtavi. U

Msiritelmé 2.6. Olkoon ¢ suora ja A piste, jonka kautta ¢ ei kulje. Joukkoa
{P ’ AP/{} sanotaan suoran £ rajoittamaksi pisteen A mddrdidimdksi puolitasoksi.

¢

Kuva 23: PuoLitaso {P | AP(}

LAUSE 2.3.3. Jokainen suora rajoittaa tdsmélleen kahta eri puolitasoa H; ja Ho.
Niille pdtee Hy N Hy = ().
Todistus. Olkoon ¢ suora. On olemassa piste A, jonka kautta ¢ ei kulje (lause
2.2.2), ja toisaalta piste B, jonka kautta ¢ kulkee (H2). Edelleen (H5):n nojalla on
olemassa piste C siten, etti A« B x C. Talloin B siséltyy suoraan AC, joten ALC.
Erityisesti ¢ ei kulje C':n kautta, joten voidaan mééritelld puolitasot Hy =: {P ‘
AP(} ja Hy: = {P | CP(}, jotka ovat mééritelmén mukaan suoran ¢ rajoittamia.
Koska A € Hy ~\ Hy, niin Hy # Hs. Siten ¢ rajoittaa ainakin kahta eri puolitasoa.
Olkoon Hj kolmas £ rajoittama puolitaso. Siis Hy = {P | DP(}, misss D
on jokin piste, jonka kautta ¢ ei kulje. Nyt joko AD{ tai A¢D. Ensimmaéisessi
tapauksessa aksiooman (H7) kohdasta (i) seuraa, ettd Hs = Hp. Jalkimméisessd
tapauksessa aksioomasta (H7) kohdasta (ii) seuraa, ettd C' D/, josta kohdan (i)
nojalla saamme, ettd Hs = Hs. Niin /:n rajoittamia puolitasoja on enintédn kaksi.
Jos olisi olemassa P € Hy N Hs, niin pitéisi pited AP/ ja C' P/, jolloin suoran
samalla puolella olemisen transitiivisuudesta seuraisi, ettd ACY. Niin ei ole, joten
HiNHy =0. O

LAUSE 2.3.4.

(i) Jos Ax BxC ja AxCx D, niin BxCx D ja Ax BxD.
(ii) Jos Dx Ax B ja Ax BxC, niin Dx AxC jaDx BxC.

Kuvioina lauseen 2.3.4 sisélto on:

A B C B C D
*———eo ——— O e — 0
=

e 0
A C D A B D
Kuva 24: (i)
D A B D A C
e — 0
=
e 0
A B C D B C

Kuva 25: (ii)
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Todistus. Osoitetaan kohdasta (i) johtop#étos B« C x D. Olkoon siis A * B x C' ja
A x C x D. Vilissdiolon mééritelmén nojalla pisteet A, B ja C ovat eri pisteitd ja

myods D eroaa A:sta ja C:std sekd kaikki neljd ovat samalla janalla s = AC. (H3):n

>

nojalla suoran s ulkopuolella on jokin piste E. Merkitédéin ¢ = EC. Lauseen 2.2.1
nojalla suorat s ja ¢ leikkaavat vain yhdessi pisteessid. C' on leikkauspiste, joten
mikdin muu suoran s piste ei ole suoralla ¢, erityisesti siis yksikéidn pisteistd A, B,
D ei ole suoralla ¢. Siis A(D.
/ e
E

Aé/’cb s

Kuva 26: LAUSE 2.3.4

Jos olisi A¢B, niin jana AB leikkaisi suoraa ¢. Ainoa mahdollinen leikkauspiste on
C. Koska A # C # B, niin olisi A * C' * B, mikéi on vastoin aksioomaa (H6), silld
oletuksen mukaan jo A x B x C. Téten ABY.

Lauseen 2.3.2 nojalla B¢D. Siten BD ja / leikkaavat. Ainoa mahdollinen leik-
kauspiste on C. Koska B # C' # D, niin B« C % D.

Johtopiidtos Ax Bx D todistetaan samoin; jétetéin se harjoitustehtiviksi samoin
kuin viitteen (ii) todistaminen. O

Huomautus 8. Vilissdolon kisite vastaa siis intuitiivista késitystdmme pisteiden
jérjestyksestd suoralla. Todistuksessa kiytimme lauseen 2.3.2 kautta aksioomaa
(H7).

Seuraava lause viittéid, ettd jokainen suora voidaan jakaa kahdeksi puolisuoraksi.

LAUSE 2.3.5. Olkoot A, B ja C pisteité siten, ettéd Ax BxC, jolloin ne erityisesti
ovat eri pisteitd ja samalla suoralla m. Télloin on olemassa toinen suora ¢, joka
kulkee pisteen B kautta ja joka jakaa suoran m kahteen osaan seuraavasti:

(1) BANBC = BA N BC = {B},

(ii) {P | m kulkee P:n kautta } = BAUBC.
(iii) Jos P € BAj ja P # B, niin PA/,
(iv) Jos P € BC ja P # B, niin PC.

KuvA 27: SUORAN JAKAMINEN

Todistus. Koska A x B+ C, niin (H4):n nojalla pisteet A, B, C ovat eri pisteitd ja
samalla suoralla m = AB. (H3):n nojalla on m:n ulkopuolella jokin piste E. Siten

(H1):n nojalla on olemassa suora ¢ = BE. Lauseen 2.2.1 nojalla se leikkaa suoran
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m vain yhdessé pisteessid. Se on B. Titen ALC.

Osoitetaan (iii). Olkoon P € BA siten, ettd P # B. Niinpd P = A, Bx Px A
tai B x Ax P. Jos olisi P¢A, niin jana PA leikkaisi suoraa ¢. Ainoa mahdollinen
leikkauspiste on B, joten pitisi P *« B « A. Niin ei (H6):n ja (H4):n mukaan ole.
Siten PA{. Kohta (iv) osoitetaan samoin.

Selviisti {B} € BA N BC ¢ BAN BC.
Olkoon P € BAN BC siten, ettd P # B. Nyt kohtien (iii) ja (iv) nojalla PA¢

o

ja PCY, jolloin (H7):n mukaan ACY. Niin ei ole, joten BAN BC C {B}. Kohta (i)
on todistettu. . .

Olkoon P sellainen suoran m piste, etti P ¢ BA ja P ¢ BC. Silloin puolisuoran
méiritelmin mukaan mikédéin seuraavista ei pide: P € {A, B}, BxPx A, Bx Ax P,
Pe{B,C},BxP«C, BxCx«P. (H6):n ja (H4):n nojalla A« B+ P ja PxBxC.
Siten ACP ja P{C. Aksiooman (H7) kohdan (ii) nojalla ACY?. Niin ei ole, joten

{P | m kulkee P kautta} C BAU BC.

Toisaalta suoran puolisuorat ovat ovat aina suoran pisteiden joukkoja, joten ylla pé-

tee inkluusio myds toiseen suuntaan ja siten yhtdsuuruus. Kohta (ii) on todistettu.
O

On aika mééritelld geometrian keskeiset késitteet, kolmio ja kulma.

Msisritelmi 2.7.

(1) Kolmio AABC' on jirjestetty pistekolmikko, joka ei siséilly mihinkéién suo-
raan.

(2) Jos AABC on on kolmio, niin sanomme janoja AB, BC ja CB kolmion
ANABC sivuiksi ja pisteitd A, B ja C sen kdrjiksi.

(3) Jos AABC on on kolmio, niin sanomme puolisuoria BA ja BC' kulman
LABC kyljiksi ja pistettd B sen kdrjeksi.

N

A AABC B A £ ABC B

Kuva 28: KOLMION SIVUT JA KULMAN KYLJET

Huomautus 9. Kun sanomme, ettd "AABC' on kolmio” tarkoitamme, ettd pisteet
A, B ja C eiviit ole samalla suoralla. Kolmiot AABC ja ADFEF ovat samat, jos
ja vain jos A = D, B = F ja C = F. Koska kolmion kiirjet ovat annetussa

—

jérjestyksessd, on kolmiosta A ABC puhuttaessa mahdollista sanoa puolisuoria BA
ja BC kulman L ABC ensimmdiseksi ja toiseksi kyljeksi — téssd jérjestyksessé.

Eukleides kiytti ilman todistusta ilmeiseltd ndyttavia tulosta, jonka mukaan suora,
joka leikkaa jotakin kolmion sivua muualla kuin kirjessi, leikkaa myos jotakin
muuta sivua. Taméa voidaan nyt muotoilla ja todistaa tédsmaéllisesti. Tulos on
nimeltiin Paschin lause'® .

13MoRiTZ PASCH 1843-1930. Saksa. Esitti Paschin lauseen aksioomana 1882.
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Kuva 29: PASCHIN LAUSEEN TILANNE

LAUSE 2.3.6 (Pasch). Olkoon AABC kolmio ja { # AB suora, joka leikkaa
sivua AB pisteessd D, A # D # B. Silloin ¢ leikkaa my¢s sivua AC' tai BC'. Jos
suora { ei kulje kirjen C kautta, leikkaa ¢ vain toista sivuista AC' tai BC.

Kuva 30: PASCHIN LAUSE

Todistus. Jos ¢ kulkee C:n kautta, niin lause pitee. Alkdon siis ¢ kulkeko C':n
kautta. Koska A x D x B ja £ kulkee D:n kautta, niin A¢B.

Nyt joko AC tai ACY. Ensimmaéisessid tapauksessa ¢ leikkaa janaa AC. Silloin
aksiooman (H7) kohdan (ii) nojalla BCY, joten ¢ ei leikkaa janaa BC' ja lause pétee.
Jalkimmaéisessd tapauksessa £ ei leikkaa janaa AC. Lauseen 2.3.2 nojalla CYB eli ¢
leikkaa janaa B. Nytkin lause pitee. U

LAUSE 2.3.7. Olkoot A, B ja C pisteité siten, ettd A x B x C. Silloin

(i) AC = ABUBC
(i) ABNBC = {B}.

Todistus. Kohta (ii) on osa lausetta 2.3.5.

Todistetaan kohta (i). Niytetésin aluksi AC € AB U BC. Olkoon P janalla
AC. Jos P € {A, B,C}, on asia selvi. Olkoot siis A, B, C ja P eri pisteitd, jolloin
Ax Px(C. (H6):n nojalla joko Px Ax B, A% P x B tai A+ B % P. Ensimméinen
el kdy, silld muutoin lauseen 2.3.4 kohdan (ii) ja oletuksen A * B x C' nojalla olisi
P x A x C, miki on vastoin tietoa Ax Px C. Jos A* P x B, niin P € AB ja asia
on selvd. Jos A % B * P, niin lauseen 2.3.4 kohdan (i) ja tiedon A * P % C' nojalla
Bx P x (|, joten P € BC' ja asia on selvi.

Néaytetéidn, ettd ABU BC C AC. Olkoon P € ABUBC. Jos P=Atai P=C,
on asia selvi. Jos taas P = B, niin oletuksen A x B x C' mukaan P € AC. Olkoon
siis P ¢ {A,B,C}, jolloin A x P x B tai B x P % C. Ensimmaéisessé tapauksessa
oletuksen A x B x C' ja lauseen 2.3.4 kohdan (i) nojalla A x P % C, joten P € AC.
Toisessa tapauksessa (H4):n ja oletuksen perusteella Cx Bx A ja Cx Px B. Lauseen
2.3.4 kohdan (i) mukaan nyt C'x Px Aeli P € CA = AC. O

LAUSE 2.3.8. Olkoot A, B ja C eri pisteitéd siten, ettd A« B x C. Télloin E =
AC.
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Todistus. Naytetddn ensin, ettd AB C AC. Olkoon P € AB. Nyt joko P € AB

tai A* B x P. Jos P € AB, niin edellisen lauseen mukaan P € AC C AC. Olkoon
siis Ax Bx P. Jos P = C, on asia selvd. Niinpi oletamme, ettd P # C. (H6):n
nojalla joko P*x Ax C, Ax Px C tai A* C x P. Ensimméinen néisté ei kiy, silld
muutoin olisi C' * A x P, misté tiedon C * B x A ja lauseen 2.3.4 kohdan (i) nojalla
seuraa B x A x P, miki on vastoin oletusta A * B * P. Jos taas A x P % (', niin

P e AC Cc AC. Jos AxC x P, niin suoraan P € A—C)

Niytetéin, ettéi A—é C A_B) Olkoon P € A—é Jos P € {A, B,C}, on asia selvd
suoraan tai oletuksen A * B C nojalla. Olkoon siis P ¢ {A, B,C}. Jélleen on vain
kolme mahdollisuutta: A*x Bx P, Ax Px B tai Px Ax B. Kaksi ensimmé&isté antavat

suoraan P € AB. Jos viimeinen toteutuisi, niin oletuksen A x B * C' ja lauseen 2.3.4
kohdan (ii) nojalla P x A % C, jolloin P ¢ AC. Se ei ky. O

Misiritelmé 2.8. Olkoot A, B ja C' eri pisteité, jotka eivit ole samalla suoralla.
Sanomme, ettd piste D on kulman £ BAC' sisdpuolella, jos DCBA ja DBAC.

De

B A
Kuva 31: KULMAN SISAPUOLI

LAUSE 2.3.9. Olkoot A, B ja C pisteitd, jotka eiviit ole samalla suoralla ja kul-
kekoon suora BC' pisteen D kautta. Télloin D on kulman £ BAC sisédpuolella, jos
ja vain jos B x D x C'.

C
%
B A
Kuva 32: LAUSE 2.3.9

Todistus. ”=". Olkoon D kulman £BAC sisdpuolella, jolloin heti D ¢ {B,C}.

Méaaritelmén mukaan ﬂ ei leikkaa janaa DC' eikd E leikkaa janaa DB. Siten ei
voi olla D % B % C eikd B *« C' « D. (H6):n nojalla on téllsin B * D * C.
7«<”. Olkoon B x D x C. Pisteet B, A ja C eivit ole samalla suoralla, joten

BA # BC'. Niiden suorien ainoa leikkauspiste on lauseen 2.2.1 nojalla B. Toisaalta
(H1):n nojalla BC' = C'D, joten suorien C'D ja BA ainoa leikkauspiste on B. Jos
nyt janalla DC' olisi jokin suoran BA piste, niin se olisi B ja silloin olisi C'x Bx D.

Se on v vastoin oletusta B * D x C, Joten janalla DC ei ole suoran BA pisteitd. Siten
DCBA Samoin péitelldédn, etté DBAC O

LAUSE 2.3.10. Olkoon £ BAC kulma ja D piste sen sisdpuolella. T&lloin:
(i) jos P € AD ja P # A, niin P on kulman £ BAC siséipuolella;
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(ii) jos P+ A% D, niin P ei ole kulman { BAC sisépuolella;
(iii) jos B* A x E, niin C' on kulman £{DAEFE sisépuolella.

BT up c c c
D D
B A B A E "
0) (i) (i)
Kuva 33: LAUSE 2.3.10
Todistus. Perustelu on sopiva harjoitustehtava. U

Masiéaritelmé 2.9. Olkoon £ BAC kulma ja D piste. Sanomme, etté puolisuora E

on puolisuorien AB ja AC wilissd, jos piste D on kulman £ BAC' sisédpuolella.

Huomautus 10. Mééritelmé on sikéli jérkevd, ettéd jos olisi BD = BD’ jollekin
toiselle pisteelle D', niin edellisen lauseen 2.3.10 kohdan (i) nojalla D ja D’ olisivat

—

yhtidaikaa kulman £ BAC siséipuolella. Miéirittely ei siis riipu puolisuoran AD
pisteen D valinnasta.

KuvAa 34: PUOLISUORA TOISTEN VALISSA

LAUSE 2.3.11 (Puomilause). Olkoon puolisuora BD puolisuorien BA ja BC

vélisséd. Talloin puolisuora BD leikkaa janaa AC.

>

Todistus. Tehdédin vastaoletus: BD ei leikkaa janaa AC. Tilloin ei edes suora BD
leikkaa janaa AC), silld mahdollinen leikkauspiste P ei voisi olla A eiké C, vaan olisi
niiden vilissd A x P x C. Lauseen 2.3.9 mukaan P olisi siis kulman £ ABC' sisédpuo-

—

lella. Mutta vastaoletuksen mukaan P ei voisi olla puolisuoralla BD, vaan lauseen
2.3.5 nojalla P x B x D, jolloin lauseen 2.3.10 kohdan (ii) mukaan D ei olisikaan
kulman £C BA sisépuolella. Se on vastoin oletusta.

Olemme todistaneet, etti suora BD ei leikkaa janaa AC, vaan ACBD. Aksioo-
man (H5) nojalla valitsemme pisteen E siten, ettd E x B x A.

Kuva 35: PUOMILAUSEEN 2.3.11 TODISTUS
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Talloin lauseen 2.3.10 kohdan (iii) nojalla piste C' on kulman £ EBD sisédpuolella.

>

Méégritelmén mukaan nyt EC'BD. Koska suoran samalla puolella olo on transitii-

vinen relaatio, niin FABD. Tamé on mahdotonta, silli F * B * A ja BD leikkaa
siten janaa F A pisteessd B. Vastaoletus on siis epiitosi. U

Masédritelmé 2.10. Olkoon AABC kolmio. Merkitsemme sen kulmia lyhyesti
LA = LBAC, AB = LABC ja L£C = LACB. Sanomme, etti piste P on kol-
mion NABC' sisipuolella, jos P on jokaisen kulman £ A, £B ja £C sisépuolella.
Jos piste P ei ole kolmion AABC sisdpuolella eiké ole minkééin sen sivun piste, niin
sanomme, ettd P on kolmion AABC' ulkopuolella.

A B
Kuva 36: KOLMION SISAPUOLI

Huomautus 11. Seuraavan lauseen todistuksessa tarvitaan sité sinédnsikin mie-
lenkiintoista tietoa, ettd kolme samasta pisteesté alkavaa puolisuoraa jakavat kaik-
kien pisteiden joukon tyhjentévisti seitsemééin erilliseen osaan: kulmien sisdpuolella
olevien pisteiden joukkoihin seké puolisuoriin, joista péétepiste on poistettu ja paé-
tepisteeseen. Otetaan kiyttoon merkinnit niille ja muotoillaan tulos lauseeksi. Jos
¢ on suora ja A, B ja C ovat eri pisteité, jotka eivit ole samalla suoralla eiki ¢ kulje
pisteen A kautta, niin merkitsemme (huomaa sulkeet):

T = {P | P on piste},
H(t,A) = {P € T | { ei kulje Pin kautta ja AP(},
£(ABC) ={P €T | P on kulman £ABC sisipuolella},
A(ABC) = {P €T | P on kolmion AABC siséipuolella}.

Huomaamme lauseen 2.3.3 avulla:

(i) £(ABC) = H(AB,C)n H(BC, A).
(ii) Jos ABY, niin H(¢, A) = H((, B).
(iii) Jos A¢B, niin H({,A)N H(¢,B) =0 ja

H((,A)UH({,B) =T ~ {P € T | { kulkee P:n kautta}.
(iv) A(ABC) = £(ABC) N £(BAC) N £(ACB).

LAUSE 2.3.12. Olkoon AABC' kolmio ja P piste sen sisépuolella. Télloin joukot
Ty = L(APB), T, = L(APC), T3 = L(BPC), Ty = PA~{P}, Ts = PB ~ {P},

—

Ts = PC ~ {P} ja Ty = {P} toteuttavat

T=U_T, ja T,NT;=0 kaikillai,j=1,2,...,7, joillai# j.
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Todistus. Todistus kiy edellisen huomautuksen laskusdédntojen avulla. Esimerkiksi
TyNT, = (H(AP,B)NH(PB,A)) N (H(AP,C)N H(PC,A)) =0,

silli BAPC ja silloin H(A(—])D, B)N H(ﬁ, C) = 0. O

Lause 2.3.13. Olkoon NABC' kolmio.
(i) Jos P on piste kolmion AABC' ulkopuolella, D on sivun AB piste ja A #

D # B, niin puolisuora PD leikkaa myos sivua BC' tai AC.
(ii) Jos piste P on kolmion ANABC sisédpuolella ja () on jokin toinen piste,
niin puolisuora PQ) leikkaa jotakin kolmion ANABC' sivua. Jos PQ ei kulje

kolmion AABC' minkéén kérjen kautta, niin P_Q) leikkaa vain yhté kolmion
ANABC sivua.

%l

(ii)

Kuva 37: LAUSE 2.3.12

>

Todistus. Todistetaan ensin viite (i): Paschin lauseen nojalla suora PD leikkaa
t01sta sivuista AC' tai BC jossakin plsteessa R. Osoitetaan, etti R on puolisuoralla

PD Ainakin R sisiltyy suoraan PD Lisdksi P, D ja R ovat eri pisteité, silld

jos olisi D = R, niin olisi AB AC’ mikd on mahdotonta, koska AABC on
kolmio. Niinpé tasan yksi seuraavista péitee: Px Dx R, Px Rx D tai D x P x R.

Kahdessa ensimmaéisesséd tapauksessa lauseen 2.3.8 nojalla PD = PR, ja asia on
selvid. Osoitetaan, ettd tapaus D x P x R ei ole mahdollinen. Jo kuvasta arvataan,
ettd tapauksessa D x P x R taytyy pisteen P olla kolmion sisépuolella — vastoin
oletusta! Osoitetaan se.

D

B C
Kuva 38: Jos D x Px R, NIIN P ON KULMAN £ BAC SISAPUOLELLA

R ei ainakaan ole kumpikan kirjistd A ja B. Jos olisi R = C, niin P olisi lauseen
2.3.9 nojalla kolmion kulman AABC sisdpuolella. Oletetaan siksi, ettid R ei ole
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mikidn kirjistd A, B, C. On siis tutkittava enéé vain kaksi tapausta: R on sivulla
AC tai BC péaitepisteet pois luklen eh Ax RxC tai B x R xC.

Olkoon A x R x C. Tallsin CA C’R Koska liséiksi AB AD jaDxPxR,
niin lauseen 2.3.9 nojalla P on kulmien £ BAC, £DCA ja £ABR sisdpuolella.

Méaritelméin 7 nojalla BP on puolisuorien BA ja BR vilissé, jolloin puomilauseen

2.3.11 mukaan BP leikkaa janaa AR jossakin pisteessd S # A. Koska AR C AC, on
nyt AxS*C. Lauseen 2.3.9 nojalla S on kulman £ ABC' sisédpuolella, jolloin lauseen

2.3.10 kohdan (i) nojalla myos P € BS on kulman £ ABC sisdpuolella. Samoin C'P

—

on puolisuorien C'D ja CA vilissé, jolloin C'P leikkaa sivua AB jossakin pisteessi
T # A. Siten B xT x A, joten T on kulman £BCA siséipuolella, josta lopulta

P € CT on kulman £BCA siséipuolella. Niin P on kolmion AABC' siséipuolella
vastoin oletusta. Tapaus B * R x C suljetaan pois aivan samoin; sen jéilkeen (i) on
todistettu.

Todiostetaan véite (ii): Lauseen 2.3.12 mukaan ) ei voi olla missééin muualla

kuin suorilla AP, BP tai C'P tai kulmien L APB, {APC tai L BPC sisépuolella.
Olkoon aluksi @ kulman £ APC sisdpuolella. Miiritelmédn 7 nojalla P_Q) on
puolisuorien Eél ja ]TC vilissd, jolloin lauseen 2.3.11 mukaan P;Q) leikkaa sivua
AC. Jos @ on kulman £APB sisdpuolella, niin ];Cé leikkaa vastaavasta syysté
sivua AB. Jos taas Q on kulman £ BP(C siséipuolella, niin 1% leikkaa sivua BC'.
Olkoon () jokin suoran :ﬁ piste. Koska P on kulman £BAC sisipuolella,
niin AP leikkaa sivua BC' jossakin pisteessi S # B. Koska P P on kulman A{ABC’
siséipuolella, niin lauseen 2.3.9 nOJalla Ax P T S. Jos Q € PA niin PQ = PA
leikkaa sivuja AB ja AC Jos Q) € PS niin PQ PS leikkaa sivua BC Lauseen

2.3.5 nojalla ei suoralla AP ole muita pisteitd. Samoin néytetiin, ettd PQ leikkaa

>

jotakin sivua, jos () on suoran PB tai suoran PC' piste.
Todistetaan lopuksi viitteen yksikésitteisyysosa. Ensinndkin Paschin lauseen ja

>

lauseen 2.2.1 nojalla suora PQ) leikkaa kolmion AABC sivuja korkeintaan kahdessa
eri pisteessé U ja V. Niille pitee U x Px V| silld P on kolmion sisépuolella. Lauseen

—

2.3.8 nojalla pisteistd U ja V vain toinen on puolisuoralla PQ. Jos tdmi ei ole

kolmion kiirki, leikkaa P(Q siten vain yhté kolmion sivua. U

2.4. Hilbertin aksioomat (H8)—(H13).

Tidhén mennessid olemme kiyttineet peruskisitteitél piste, suora, kulkee pisteen
kautta ja pisteiden vdlissd. Nyt on aika ottaa kiyttoon vield kaksi peruskisitetta.
Kaytdmme niistd samaa nimitystd yhtenevyys; ensimméinen on relaatio kahden
janan vililla, jalkimméinen on relaatio kahden kulman vililla. Merkitsemme en-
simmaéisti AB = CD ja luemme “janat AB ja CD ovat yhtenevii”. Jalkimmaéista
merkitsemme {ABC = ADFEF ja luemme “kulmat {ABC ja LDEF ovat yh-
tenevid”. Namé peruskisitteet vastaavat joissakin konkreettisissa malleissa juuri
janojen pituuksien ja niiden vilisten kulmien yhtésuuruuksia.
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—

(H8) Jos A ja B ovat eri pisteitd ja PQ on mielivaltainen puolisuora, niin on olemassa

yksi ja vain yksi piste R € P(Q siten, etti AB = PR.

Q

Kuva 39: HILBERTIN KAHDEKSAS AKSIOOMA

Esimerkki 4. Palataan luvun 2.3 esimerkkiin 1 (tason tavalliset pisteet ja suorat).
Olkoot A, B, C ja D pisteitd siten, etti A # B ja C # D. Sovimme, ettd AB = CD,
jos ||[A — BJ|| = ||C — D||, missé || - || on tavallinen tason R? normi eli ||(x,)| =

Va2 + y?. Tillsin (H8) pitee (Toteal).

Esimerkki 5. Muutetaan edellisen esimerkin mallia siten, ettd lukusuora R korva-
taan rationaalilukujen joukolla Q. Pisteet ovat siis tulojoukon Q x Q alkioita, suorat
joukkoja {(zo,y0) + A«, ) ‘ A € Q}, missé xg,yo, @ ja 8 ovat rationaalisia. Re-
laatiot mééritellin kutenkoordinaattigeometriassa. Tilloin aksioomat (H1)—(HT)
toteutuvat. (Todista tdmé harjoituksena. Vertaa myds luvun 2.3 esimerkkiin 3.)
Aksiooma (H8) ei téissd mallissa pdde: Jos A = P = (0,0), B = (1,1), @ = (1,0),

niin [|A—B|| = V2 € Q janiin ei ole pistettd R € PQ siten, etti |P—R|| = ||[A—B]|.

V2

A 4 >

A=P Q

Kuva 40: H8-VASTAESIMERKKI

(H9) Janojen yhtenevyys on ekvivalenssirelaatio eli:

(i) AB = AB (relaatio on refleksiivinen).
(ii) Jos AB = CD, niin CD = AB (relaatio on symmetrinen).
(iii) Jos AB=CD ja CD = EF, niin AB = EF (relaatio on transitiivinen).

(H10) Jos A« BxC, A’«B' «C', AB= A'B’ ja BC = B'C’, niin AC = A'C".

> ¢
[
(o8]
O'
x
Q

Kuva 41: HILBERTIN 10. AKSIOOMA

Esimerkki 6. Esimerkin 4 malli eli Descartesin koordinaattigeometria toteuttaa
Hilbertin aksioomat (H9)-(H10).
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Huomautus 12. Aksiooma (H10) sanoo, etté jos yhtenevié janoja sijoitetaan pe-
rikkiin jollekin suoralle, niin néin saadut "summajanat” ovat yhtenevid. Taméa
antaa aiheen seuraavaan méiritelméan.

Masritelms 2.11. Olkoon AB jana jan € N={1,2,...}. Janan AB monikerta
(suuntaan AB ) on janan-AB = AB,,, missi B; = B ja By, on se yksikisitteinen

piste puolisuoralta AB,,, jolle A * By, x By, 11 ja B,B,+1 = AB.

A E;:B1 82 B3 B4 Bn Bn_'_1

Kuva 42: JANAN MONIKERRAT

Induktioperiaatteen ja (H10):n nojallan- AB 2 n-CD, jos AB = CD jan € N.
(Todista!) Seuraavat aksioomat sanovat kulmien yhtenevyydestd suunnilleen samat
asiat, jotka aksioomat sanoivat janojen yhtenevyydesté.

(H11) Olkoon £LABC kulma, DFE puolisuora ja P piste, joka ei sisilly suoraan DFE.

—>

Silloin on olemassa yksi ja vain yksi puolisuora DF' siten, ettd FPDE ja
LABC =2 LFDEFE.

Cc

Kuva 43: AksioomMA (H11)
(H12) Kulmien yhtenevyys on ekvivalenssirelaatio.

Esimerkki 7. Esimerkin 5 malli eli koordinaattigeometria toteuttaa aksioomat
(H9) ja (H10). Tdydennetddn sitd midrittelemélld mallissa kulmien yhtenevyys
kosinilauseen mukaisesti siten, ettd L ABC = L FDFE, jos

(A-B|C-B) (E—D|F-D)

lA-B||C-B| |E£-D||F-DJ

missé (- | -) on tavallinen tason R? sisitulo ja || - || on normi, siis ((z,y) | (u,v)) =
ru+yv ja ||(z,y)||* = 2% + y2. Tallsin myos aksioomat (H11) ja (H12) toteutuvat
(Toteal).

Huomautus 13. (H11) vastaa aksioomaa (HS8), samoin (H9) ja (H12) vastaavat
toisiaan. Kulmille voitaisiin asettaa vield janoja koskevaa aksioomaa (H10) vastaava
aksiooma, mutta osoittautuu, ettd vastaava viite seuraa muuhun tarkoitukseen
vaadittavasta vahvemmasta aksioomasta (H13), jota varten tarvitsemme késitteen
kolmioiden samanlaisuudesta, kolmioiden yhtenevyyden.
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Maisdritelmi 2.12. Olkoot AABC ja ADEF kolmioita. Sanomme, ettéd ne ovat
yhtenevid kolmioita ja merkitsemme AABC = ADEF, jos niiden vastaavat sivut ja
kulmat ovat yhtenevid eli AB = DE, BC =2 EF, AC2 DF, {A= AD, {B=F
ja LC = LF. Muissa tapauksissa merkitsemme NABC 2% ADFEF.

Huomautus 14. Toisin kuin janojen ja kulmien yhtenevyyden yhteydessd on nyt
kirkipisteiden jérjestykselld vilid: voi olla AABC =2 ADEF ja NABC 2% ANEDF,
vaikka vastaavat pistejoukot ovatkin samat eli A(DEF) = A(EDF). (Samat kér-
jet, mutta mahdollisesti eri jérjestyksessi; samat sisdpuolet.)

A B F E

AABC =ADEF ja AABC #AEDF

Kuva 44: KOLMIOIDEN YHTENEVYYS RIIPPUU JARJESTYKSESTA

(H13) (Sivu-kulma-sivu -séénts, SKS) Olkoot AABC ja ADEF kolmioita siten,
ettd LA = AD, AB= DFE ja AC = DF. Talloin AABC =2 ADEF.

Esimerkki 8. Koordinaattigeometria toteuttaa myos aksiooman (H13). (Totea!)

Huomautus 15. Eukleides esitti sivu-kulma-sivu -sddnnon lauseena ja yritti to-
distaa sen aksioomien avulla. Se ei kuitenkaan onnistu, vaan SKS on otettava
aksioomaksi. Sen avulla todistetaan helposti Pappuksen'* mukaan nimetty tulos,
ettd tasakylkisen kolmion kantakulmat ovat ovat yhtenevit. Kéinteinen impli-
kaatio, jonka mukaan kantakulmien yhtenevyys myos takaa tasakylkisyyden, on
myos voimassa samoin ehdoin, mutta kiytdnnossd hankalampi todistaa. Jatdmme
sen harjoitustehtéviiksi, joka on helppo, kunhan kiytossd on lause 2.4.9 eli KSK
-sa4anto.

LAUSE 2.4.1. (Pappus) Olkoon ANABC' kolmio siten, ettéd AB = AC. Tilloin
AB = LC.

B//\\

. *C

KuvAa 45: TASAKYLKINEN KOLMIO

Todistus. Tarkastellaan kolmioita AABC ja AACB. Koska kulmassa ei ole viilii
kylkien jérjestykselld, kulmat {BAC ja £CAB ovat sama kulma £A. (H12):mn

mukaan kulmien yhtenevyys on refleksiivinen relaatio, joten £ A = £ A kummallekin
kolmiolle eli (£LA); = (£A)2, missd alaindeksi 1 viittaa kolmioon AABC' ja 2

14PAPPUS ALEKSANDRIALAINEN 290- n. 350 Egypti.
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kolmioon AACB. Oletuksen nojalla AB = AC, joten (AB); = (AC)2 ja (AB)s =
(AC);. Koska janojen yhtenevyys on symmetrinen relaatio, niin (AC); = (AB)s.
Niin kaikki sivu-kulma-sivu -séénnon oletukset ovat voimassa, joten AABC =
AACB ja erityisesti ({B)1 = (LC)s,. g

Aksiooma (H10) antaa luvan laskea janoja yhteen. Siihen perustuu janojen
vertailu ja viime kidessd myos pituuden kisite. Huomataan aluksi, ettd janoja
voidaan vihent#dd toisistaan seuraavien kahden lauseen merkityksessa.

LAUSE 2.4.2. Olkoot Ax BxC, Dx Ex F, AB = DFE ja AC &£ DF. Tilloin
BC = EF.

KuvaA 46: JANOJEN VAHENNYSLASKU

Todistus. Perustelu jad harjoitustehtéviksi. U

LAUSE 2.4.3. Olkoot Ax B x C ja AC = DE. Tilloin on olemassa yksi ja vain
vksi piste F siten, ettd D x F x E ja AB = DF'.

A\‘\"/O/E
B
D F

C

Kuva 47: JANAN JAKAMINEN
Todistus. Aksiooman (H8) nojalla puolisuoralla DE on yksikésitteinen piste F' # D
siten, ettid AB = DF'. Riitt#é siis osoittaa, ettd D x F' x E. Tehddin antiteesi, ettd

néin ei ole. Silloin joko D Ex F tai F = E, silld F € DE~ {D}. Kummassakin
tapauksessa valitaan P siten, ettd D x F x P, ja edelleen aksiooman (HS8) nojalla

ReFP~ {F} siten, ettd FR = BC.

A.\/\‘\A\‘ D E
B ) \\P\ Fos
E R

Kuva 48: LAUSEEN 2.4.3 TODISTUS

Nyt pitee R € DE ~ {D}, minki p#éttelemme seuraavasti: Lauseen 2.3.8 nojalla

saadaan ensin F'P = F'R ja sitten tiedon D * F'x P nojalla D x F'«+ R. Nyt voidaan
péadtelld D x E * R joko suoraan tapauksessa F' = FE tai lauseen 2.3.4 kohdan (i)

nojalla tapauksessa D x E x F' ja todellakin R € D—E) ~ {D}.
Nyt siis AB = DF ja BC = FR. Koska oletuksen mukaan A x B % C ja,
kuten ylld todettiin, D x F'x R, niin aksioomaa (H10) kiiyttiien saadaan AC' = DR.
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Koska oletuksen mukaan AC' = DEFE ja nyt siis R € DE ~ {D}, niin aksiooman
(H8) yksikiisitteisyysvéittdmin nojalla onkin R = E. Tdmé& on mahdotonta, koska
D« ExR. Siten D x F x E. U

Miédritelmé 2.13. Olkoot AB ja CD janoja. Sanomme, ettd jana AB on lyhyempi
kwin jana CD, jos on olemassa piste F siten, ettd C'x Ex D ja AB = CE. Tallsin
merkitsemme AB < CD.

A.\'B . '/.E/'D

Kuva 49: LYHYEMPI JANA

LAUSE 2.4.4. Olkoot AB, CD ja EF janoja.
(i) Jos AB < CD jaCD = EF, niin AB < EF.
(ii) Jos AB < CD jaCD < EF, niin AB < EF.

(iii) Tasan yksi seuraavista on voimassa:

AB < CD, AB=CD tai CD < AB.

Todistus. Perustelu on sopiva harjoitustehtava. U

Misritelmé 2.14. Olkoon £LABC kulma ja D x B % C. Sanomme, ettd kulma
£DBA on kulman £{ABC tdiydennyskulma. Jos lisiksi L DBA = {ABC, niin
sanomme, ettd kulma £ ABC on suora kulma.

D B C D B c
KuvAaT 50 JA 51: TAYDENNYSKULMA JA SUORA KULMA

Huomautus 16. Tidydennyskulman mééritelmé on sikéli jirkevi, ettd £ DBA on

—>

myos kulma, silld A ei voi olla suoralla BC' = DB.

Miaritelméstd ndemme heti, ettd kulma on tdydennyskulmansa tadydennys-
kulma, joten voimme sanoa, ettd kulmat K DBA ja L ABC ovat toistensa tdyden-
nyskulmia. Aksiooman (H12) perusteella suoran kulman tidydennyskulma on suora
kulma.

Seuraava lause sanoo, ettd yhtenevien kulmien tdydennyskulmat ovat yhtenevit.

LAUSE 2.4.5. Olkoot L{ABC ja AFEFG kulmia seki { DBA ja {HFFE vastaa-
via tdydennyskulmia ja olkoon lisiksi L ABC = LEFG. Tilloin myos £ DBA =
£LHFE.
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@ \d ‘v\ @
D B c PH F s G

KuvA 52: YHTENEVIEN KULMIEN TAYDENNYSKULMAT

Todistus. Aksiooman (H8) nojalla on olemassa pisteet P, R ja S siten, ettd P € FH
ja FP =2 BD, R € FE ja FR =2 BA seki S € FG ja F'S = B(C. Lauseen

2.3.8 mukaan FP = FH, FR = FFE ja FS = FQG, joten {HFFE = £PFR ja
LAEFG = £RFS. Koska {ABC on kulma, niin AABC' on kolmio ja vastaavasti
ARFS on kolmio. Oletuksen ja pisteiden R ja S valinnan perusteella voimme
soveltaa SKS-sdintod, jolloin saamme, ettd AABC =2 ARFS. FErityisesti télloin
(a) LBCA = LFSR ja (b) AC = RS.

Tidydennyskulman mééritelmén mukaan D x B x C ja H x F' * (G, jolloin myos

Px F xS jasiten CB = CD ja SF = SP, joista edelleen { BCA = £DCA ja
£FSR = £PSR. Nyt (H12):n ja (a):n nojalla (c) £ DCA = £ PSR. Koska nyt siis
D+«BxCjaPxF xS seki DB~ PF ja BC 2 FS (P:n ja S:n valinnan takia),
niin aksiooman (H10) nojalla (d) DC = PS.

Ehdot (b), (c) ja (d) yhdessd SKS-sddnnon kanssa takaavat, ettd ADCA =
APSR. Erityisesti télloin LADC = LRPS eli {ADB =~ £RPF (lause 2.3.8) ja
lisiksi AD = RP. Koska vielda DB = PF pisteen P valinnan perusteella, niin SKS-
sddntod saadaan soveltaa myos kolmioihin AADB ja ARPF. Silloin saamme, ettd
ne ovat yhtenevié, jolloin erityisesti {DBA = {PFR. Koska {PFR = {HFFE,
niin viite seuraa aksioomasta (H12). O

Nyt saamme helposti tuloksen, ettd ”ristikulmat ovat yhtenevit”. Seuraavan
lauseen perustelu on sopiva harjoitustehtéva.

LAUSE 2.4.6. Olkoon £LABC' kulma ja Dx Bx A sekid ExBxC'. Télloin AEBD =
£LABC.

KuvA 53: RISTIKULMAT

Huomautus 17. Kuten huomautuksessa 16 totesimme, suoran kulman tdyden-
nyskulma on suora. Pédtee enemmaiinkin: jokainen suoran kulman kanssa yhtenevi
kulma on suora. Lauseen 2.4.7 kiifnteinen versio on myos voimassa: Myohemmin
todistettavan lauseen 2.4.14 mukaan kaikki suorat kulmat ovat yhtenevid. Téssa
vaiheessa tdmé on kuitenkin vaikeampi todistaa kuin lause 2.4.7. Kokeile!

LAUSE 2.4.7. Olkoot LABC' ja £ DEF kulmia siten, ettéi A DEF on suora ja
£LABC =2 LDFEF. Télloin myos £ ABC on suora.
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Todistus. Perustelu on sopiva harjoitustehtavi. O

Msaritelmé 2.15. Olkoot AB ja AC kaksi eri suoraa, jotka leikkaavat pisteessd
A siten, ettd kulma £ BAC on suora. Tilloin sanomme, ettéd suora AC on suoran
AB normaali ja merkitsemme AB 1 AC.

Huomautus 18. Jos suora ¢ on suoran m normaali, niin mééritelmén nojalla myos
m on suoran ¢ normaali.

Nyt voimme todistaa, ettéd jokaisen pisteen kautta kulkee tietyn suoran normaali.

LAUSE 2.4.8. Olkoon ¢ suora ja P piste. T:lléin on olemassa suoran ¢ normaali,
joka kulkee pisteen P kautta.

Todistus. On vain kaksi mahdollisuutta: joko ¢ ei kulje pisteen P kautta tai ¢
kulkee P:n kautta. Oletetaan ensin ensimméinen.

e

KuvA 54: NORMAALI SUORALLE KUULUMATTOMAN PISTEEN KAUTTA

Valitaan ensin suoralta ¢ eri pisteet A ja B, sitten suoralta AP piste () siten, etti
PxAx@Q. (H11):n nojalla on olemassa piste R siten, etti QR( ja L PAB = L RAB.

Aksiooman (HS8) perusteella on olemassa S € AR~ {A} siten, ettd AP = AS. Nyt

SRY, silld RS voi leikata suoraa ¢ vain pisteessi A ja ei voi olla A € RS (vrt. lause
2.3.8). Koska RQ/ niin (H7):n kohdan (i) nojalla SQ¢. @:n valinnan nojalla Q¢P,
joten lauseen 2.3.2 mukaan S¢P. Madritelmén mukaan télloin janalla SP on jokin
suoran ¢ piste C. Nyt joko (i) C'= A tai (ii) C # A.

Tapauksessa (i) P x A S ja kulmat &PAB Ja £SAB ovat siten toistensa téy-

dennyskulmia. Lauseen 2.3.8 nojalla AS = AR joten LSAB = ARAB. Siis
£APAB = £SAB, eli £ PAB on yhtenevi tdydennyskulmansa kanssa ja siten suora.

Tapauksessa (ii) on A # C, jolloin APAC ja ASAC ovat kolmioita. Niissé
patee AC =2 AC ja AP AS Lisdksi on voimassa (a) L PAC = £SAC, silld joko

C e AB~ {A} jolloin AC = AB j ja (a) seuraa R:n valinnasta (£SAC = LRAC) tai
sitten C' * A x B jolloin (a) seuraa R:n valinnasta (josta saadaan {PAB = £{SAB)
ja lauseesta 2.4.5.

Nyt siis SKS-sdintod kolmioihin APAC ja ASAC soveltamalla saamme, etté
APAC = ANSAC. Erityisesti L PCA = LSCA. Koska P % C % S, niin nimé ovat

toistensa tidydennyskulmia. Koska ne ovat yhtenevii, on £ PC' A suora ja siten PC
on suoran ¢ normaali.
Oletetaan seuraavaksi, etti suora ¢ kulkee pisteen P kautta.
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¢+ Q
p A

KuvAa 55: NORMAALI SUORALLE KUULUVAN PISTEEN KAUTTA

Valitaan piste ) siten, ettéd ¢ ei kulje sen kautta. Silloin jo todistetun tapauksen
nojalla pisteen ) kautta kulkee jokin suoran ¢ normaali; leikatkoon se suoraa /¢
pisteessd A. Jos A = P, on asia selvi. Olkoon siis A # P. Tilloin kulma £ PAQ on
suora. Aksiooman (H11) nojalla on olemassa piste C, jonka kautta ¢ ei kulje, siten,
ettd LCPA = LPAQ. Lauseen 2.4.7 perusteella myos kulma £CPA on suora ja

siten C' P on suoran ¢ normaali. O

Huomautus 19. Lauseen 2.4.8 vahvennus viittidd, ettéd pisteen P kautta kulkee
vain yksi suoran ¢ normaali. Tdmén osoittaminen on kuitenkin nyt vielé vaikeah-
koa, ja niin jitdmme sen tehtiviiksi vasta myohemmin kohdassa 2.4.16.

LAUSE 2.4.9 (KSK-s#intd). Olkoot AABC' ja ADEF kolmioita siten, ettd
LAZAD, AB = AF ja AB = DE. Télloin NABC = ADFEF.

B E

Kuva 56: KSK-SAANTO

Todistus. Aksiooman (H8) nojalla on olemassa P € DF~\{D} siten, ettd AC = DP.
Osoitetaan, etti P = F, jolloin AC' = AF ja viiite seuraa SKS-sdannosté.

Koska ADFEP on kolmio, saamme soveltaa sivu-kulma-sivu -sééntoéd kolmioihin
ABAC ja AEDP, jolloin ne ovat yhtenevid. Erityisesti {ABC = L DFEP. Ole-
tuksen mukaan LABC =2 LDEF, joten ADEF = £ADEP.

Koska P e DF ~ {D} nun F PDE Tallsin (H11):n yksikéisitteisyysosan nojalla
EF EP Siten EF EP ja seka P etta F sisdltyvit tdhian suoraan. Tmsaalta
P ja F sisdltyviit myos suoraan DF # EF7 joten P ja F' ovat suorien DF ja

EF leikkauspisteitd. Koska néitd leikkauspisteitd voi olla vain yksi, niin P = F.
OJ

Seuraava tulos on aksiooman (H10) vastine kulmille, katso huomautus 13.

LAUSE 2.4.10. Olkoot L ABC' ja £ DEF kulmia seké pisteet P ja Q) sellaisia, ettéd

puolisuora BP on puolisuorien BA ja BC vilissd ja vastaavasti puolisuora E(Q) on
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puolisuorien ED ja E'F vilisséd. Olkoon vieli {ABP =2 LA DFEQ ja{PBC = LQFEF.
Télloin L ABC =2 L DFEF.

Kuva 57: AKSIOOMAN (H10) VASTINE KULMILLE

Todistus. Oletuksen ja lauseen 2.3.11 nojalla BP leikkaa janaa AC jossakin pis-

teessi R siten, etti A x R % C. (H8):n nojalla puolisuorilla ED, EQ ja EF on
pisteet S, T ja U siten, ettd £ES =2 BA, ET = BR ja EFU = B(C'. Silloin oletuksen
ja SKS-séd@nnon nojalla ASET =2 AABR ja ATEU = ARBC. Erityisesti siis
ABAR = LEST, ABCR= AEUT, AR = ST ja RC=TU.

Kuva 58: LAUSEEN 2.4.10 TODISTUS

Pyrimme pééttelemédn seuraavaksi (H10):n avulla, ettd AC = SU, jolloin KSK-
sddntod voitaisiin soveltaa kolmioithin AABC ja ASEU. Tiassd on kuitenkin se
vaikeus, etti emme tiedi, ovatko S, U ja T samalla suoralla. Kuvassa niin néyttai
olevan, mutta todistus tarvitaan.

Valitaan piste V siten, ettd V «T «U, jolloin LVTE ja AUTFE ovat toistensa téy-
dennyskulmia. Samoin, koska Ax RxC, ovat LCRB ja £ ARB toistensa tiydennys-
kulmia. Koska nyt ACRB = AUTE, niin LUTE = LCRB, jolloin lauseen 2.4.5
nojalla myos LVTE = LARB. Koska ASET = ANARB, niin LARB = £STEFE.
Siten LVTFE = ASTE

Koska T € EQ ~{FE}, niin ET EQ Tillsin oletuksen ja lauseen 2.3.11 no Jalla
ET leikkaa j janaa SU ja saadaan SETU Koska pitee V « T * U, niin myos VETU
ja siten VSET Tuo seikka yhdessé kulmien KVT E Ja £STE yhtenevyyden ja
(H11):n yk31ka31ttelsyysosan kanssa antaa, ettd TV = TS.

Piste V 51saltyy suoraan T U ja siten lauseen 2.3.1 kohdan (b) n0Ja11a kalkkl puo-

lisuoran T V' pisteet sisiiltyviit suoraan T U. Sus myos piste S €1 TS T V. Siten

pisteet T', U ja S ovat kaikki samalla suoralla TU . Koska pitee S ETU , niin SxT'xU.
Nyt voidaan padttiaid todistus suunnitellusti. Koska Ax R+« C, SxT U, AR = ST
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ja RC = TU, niin (H10):n nojalla AC' = SU, jolloin kulma-sivu- kulma -s#Annon
n03alla NABC = ASEU Erltylsestl &ABC £SFEU. Koska S € ED ~ {E} ja

U e EF~ {F}, niin ES = ED ja EU = EF. Siten £SEU = ADEF, ja lopulta
saamme L ABC = LDEF. g

Seuraava tulos on lauseen 2.4.2 vastine kulmille.

LAUSE 2.4.11. Olkoot puolisuoria B—1>4, 15)3, I?C, ﬁ), E?), E—};’ koskevat
oletukset kuten lauseessa 2.4.10. Oletetaan liséksi, ettdi L ABP = ADFEQ ja
£LABC =2 LDFEF. Tilloin {PBC = LQFEF.

Todistus. Perustelu on sopiva harjoitustehtava. U
Kuten janoja voidaan myos kulmia vertailla:
Misdritelmé 2.16. Olkoot L ABC ja A DEF kulmia. Sanomme, ettd kulma £ ABC

on pienempi kuin kulma £ DE'F ja merkitsemme { ABC < A DFEF, jos puolisuorien
ED ja EF vilissd on puolisuora EG siten, ettd L ABC = LGEF.

Lauseen 2.4.4 vastine kulmille on myos voimassa:

LAUSE 2.4.12. Olkoot LA, B, £C kulmia. Tillsin

(i) Jos LA < 4B ja AB = £C, niin LA < £C.
(ii) Jos LA < 4B ja AB < AC, niin £A < LC.
(iii) Tasan yksi seuraavista pétee: LA < £B, {A=AB tai 4B < £A.

Todistus. Perustelu on sopiva harjoitustehtavi. U

LAUSE 2.4.13 (SSS-saéntd.). Olkoot AABC' ja ADEF kolmioita siten, etté
AB = DFE, BC 2 EF jaCA=FD. Tilloin NABC = ADEF.
Todistus. Valitaan piste P siten, ettd P x D % F ja edelleen (H11):n nojalla piste

Q sﬂ;en etté PQDE ja £QDE = AC’AB Olkoon edelleen (H8):n mukainen plste
R € DQ 81ten ettd DR = AC. Nyt PDEF joten lauseen 2.3.2 nmalla QDEF
Koska R € DQ ~ {D}, niin QRDE ja lauseen 2.3.2 nojalla myos RDEF Siten
suora DE leikkaa janaa RF' jossakin pisteessd S, joka toteuttaa ehdon R % S x F'.

KuvA 59: SSS-SAANTO
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Nyt on vain viisi mahdollisuutta: (a) S+ D * E, (b) S = D, (¢) D* S * E, (d)
S = FE tai (e) D x E x S. Kaikissa niissé tapauksissa saamme oletuksen, pisteen
R valinnan ja SKS-sédéinnon avulla, ettdi AABC =2 ADFER. Erityisesti BC' = ER,
jolloin oletuksen ja (H9):n nojalla EF = ER. Toisaalta oletuksen ja R:n valinnan
nojalla DR = AC' = DF, joten (H9):n nojalla DF = DR.

7

(b)

Kuva 60: TAPAUKSET (a) JA (b)

Tapaus (a) eli S« D+ E. Nyt S # FE jasiten AFRE on kolmio. Koska FF' = ER,
niin lauseen 2.4.1 nojalla (%) {FRE = L RFE. Vastaavasti S # D, joten AFRD on
kolmio, jossa DF = DR, jolloin lauseen 2.4.1 nojalla (xx) L FRD = L RFD. Koska
R+ S % F, niin {FRE = £SRE. Toisaalta S x D x F, joten lauseen 2.3.9 nOJalla D

on kulman £SRE = {FRE 31sapuolella eli RD on puohsuorlen RF ja RE vilissa.

Vastaavasti padtellddn, etta F D on puolisuorien F R ja F E vilissd. Nyt seikkojen
(%) ja (xx) sekél lauseen 2.4.11 nojalla L DFE =~ LDRE. Koska AABC = ADER,
niin {DRE = LACB ja siten (H12):n mukaan LACB = ADFFE. Nyt oletus
yhdessd SKS-séénnon avulla antaa, etti AABC = ADFEF. Tapaus (b) eli S = D:
Nyt R« D« F, jolloin {DFE = {RFFE ja {DRE = {FRE. Kuten tapauksessa (a)
nihdéédn, ettd K RFE = AFRFE, joten £ DFE = {DRFE. Tisti viite seuraa kuten
tapauksessa (a). Tapaus (c) eli D * S % E: Samoin kuin tapauksessa (a) saamme,

etti LFRE =2 ARFFE ja £FRD = £RF D, mutta nyt RF on puolisuorien RD ja

RE vilissa sekél F'R on puolisuorien F'D ja F'E vilissé. Téstd voimme edetd samoin
kuin tapauksessa (a) paitsi ettd lauseen 2.4.11 sijasta kiytdmme lausetta 2.4.10.

| /[ | |
D E\I B N |
R R R
(© (d) (e)
Kuva 61: TAPAUKSET (c), (d) JA (e)
Tapaus (d) menee kuten tapaus (b); tapaus (e) taasen samoin kuin (a). O

Eukleideen neljéis aksiooma lausui, ettéd kaikki suorat kulmat ovat yhtd suuria.
Tamén voimme nyt muotoilla tédsmiillisesti ja todistaa lauseena (vertaa myos lau-
seeseen 2.4.7 ja huomautukseen 16 sen jilkeen).
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LAUSE 2.4.14. Olkoot kulmat {ABC ja £DEF suoria. Télloin {ABC =
£DEF.

Todistus. Oletetaan antiteesina, etti L ABC 2% L DEF. Tillsin lauseen 2.4.12 koh-
dan (iii) nojalla joko LABC < £DEF tai {DEF < LABC. Merkint6ji tarvit-
taessa vaihtamalla saamme olettaa, ettd L ABC < L DFEF. Valitaan piste () siten,
ettd @Q x E x F, jolloin LDEQ on kulman DEF tidydennyskulma ja siten suoran
kulman mééritelmén mukaan L DEQ = L DEF.

KUVA 62: SUORAT KULMAT OVAT YHTASUURET

Télloin puolisuorien ED ja EF vilissd on puolisuora EG siten, etti {ABC =
AGFEF. Oletuksen ja lauseen 2.4.7 nojalla myos £ G EF' on suora ja siten yhtenevé
tdydennyskulmansa kanssa. Nyt siis G on kulman {DFEF sisdpuolella. Koska
lisiiksi @ * F * F niin lauseen 2.3. 10 kohdan (iii) nojalla D on kulman {GEQ

sisépuolella eli ED on puolisuorien EQ ja EG vilissd. Téten LDEQ < LGEQ.

Tieddmme siis, ettd {GEF = {ABC < ADEF =2 ADEQ < {AGEQ = LGEF,
mistd lauseen 2.4.12 kohtien (i) ja (ii) nojalla saamme, ettd {GEF < AGEF.
Koska toisaalta L{GEF =~ LGEF, niin lauseen 2.4.12 kohta (iii) antaa ristiriidan.
O

Seuraavassa kuvassa on mielenkiintoinen ongelma:

Kuva 63: ”VUOROKULMAONGELMA”

Jos £ || m, niin onko LA = £B? Entd jos LA = £B, niin onko ¢ || m? Voisi
luulla, ettéd kumpikin implikaatio pétisi, ja todistammekin jélkimmaéisen lauseena
2.4.15, mutta Poincarén malli (luku IV) osoittaa, etté ensimmdisté ei voida todis-
taa pelkéstdén Hilbertin aksioomien (H1)—(H13) avulla. Euklidisessa geometriassa
yhtépitavyys kuitenkin pdtee — katso lause 3.1.4.

LAUSE 2.4.15. (Vuorokulmalause) Olkoot ¢ = :E’ja m = 37) kaksi eri suoraa,
t=AB, CtD ja LKCAB = {DBA. Tilloin suorat ¢ ja m ovat yhdensuuntaisia.

Kuva 64: RIITTAVA YHDENSUUNTAISUUSEHTO
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Todistus. Oletetaan antiteesina, ettd ¢ Jf m. Silloin ¢ ja m leikkaavat jossakin pis-

teessd E. Leikkauspiste E ei voi olla suoralla ¢t = :4—)B, joten joko (a) ECt tai (b)
EtC.

Tapaus (a): Valitaan F' € BD siten, ettd BF = AE. Télloin AAEB ja ABFA
ovat kolmioita, jotka oletuksen ja SKS-sédinnon nojalla ovat yhtenevid. Siis erityi-
sesti

(+) {FAB = {EBA.

Koska ECt ja C'tD, niin lauseen 2.3.2 nojalla DtE. Koska D, B ja E ovat suoran
m pisteité, pitee nyt D x B x E. Siten L ABFE on kulman £DBA tidydennyskulma.
Valitaan piste G siten, ettd G x A x C, jolloin £GAB on kulman {CAB tdyden-
nyskulma. Nyt oletuksen ja lauseen 2.4.5 nojalla saamme, etti L{GAB = {ABE.
Télloin seikan (*) nojalla pitee

(xx) AGAB = {FAB.

Koska nyt G x A x C', niin GtC'. Toisaalta CtD, joten GDt. Koska F' € BD, niin
FDtja tallom F Gt Mutta nyt (**) voi (H11):n yksikésitteisyysosan mukaan patea

vain, jos AF AG Siten F' € AG joten F' on suoran ¢ piste. Toisaalta F' € AG
on myos suoran m piste, joten F' on suorien m ja ¢ leikkauspiste. Siten £ = F
(muuten olisi £ = m), mutta se on mahdotonta, silld F'Dt ja EtD.

Tapaus (b) eli EtC: Oletuksen nojalla nyt EDt, joten todistus kiy kuin tapauk-
sessa (a) vaihtamalla merkintoja ((¢, A, C) vs. (m, B, D).). O

Huomautus 20. Lause 2.4.15 tekee helpohkoksi todistaa seuraavan lauseen nor-
maalin yksikisitteisyydesté.

LAUSE 2.4.16. Olkoon ¢ suora ja P piste. Télloin on olemassa yksi ja vain yksi
suoran ¢ normaali, joka kulkee pisteen P kautta.
Todistus. Lauseen 2.4.8 nojalla normaaleja on olemassa ainakin yksi, joten riittds
osoittaa, ettd enempéi niité ei voi olla. Olkoot siis m ja n pisteen P kautta kulkevia
suoran ¢ normaaleja. On néytettéivi, ettdi m = n. Oletetaan antiteesina, ettd
m #n.

Olkoon piste A suorien ¢ ja m leikkauspiste ja B suorien ¢ ja n leikkauspiste.
Nyt on vain kaksi mahdollisuutta: joko (a) A # B tai (b) A = B.

n———e—---""p™

Tapaus (a) Tapaus (b)

KuvA 65: SUORALLA ¢ ON VAIN YKSI NORMAALI PISTEEN P KAUTTA
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Oletetaan aluksi (a) eli A # B. Tilloin A # P # B. Valitaan @ siten, etté
Px AxQ, jolloin P¢Q ja normaalin mééritelmén mukaan kulmat {QAB ja L PBA
ovat suoria. Lauseen 2.4.14 mukaan nyt LQAB = {PBA. Titen lauseen 2.4.15
oletukset toteutuvat ja niin m || n, joten m ja n eiviit leikkaa toisiaan, miké on
ristiriidassa sen kanssa, ettd m ja n kulkevat pisteen P kautta.

Tapaus (b) eli A = B: Nyt A = B = P. Valitaan suoran ¢ piste @ # P
ja suoran m piste R # P sekéi suoran n piste S # P siten, ettd RSI. (Mieti,
miksi tdmé onnistuu.) Nyt kulmat LQPR ja £QPS ovat suoria ja siten lauseen
2.4.14 mukaan yhtenevid. Tam& on aksiooman (H11) yksikisitteisyysosan nojalla

mahdollista vain kun PR = P—é , jolloin m = PR = PS = n. Ristiriita. U

LAUSE 2.4.17. Olkoon ¢ suora sekd m ja n sen eri normaaleja. Téllsin m || n.
Todistus. Perustelu on sopiva harjoitustehtava. U

Paralleeliaksiooma sanoo, etté suoran ulkopuolella olevan pisteen kautta kulkee
tésmélleen yksi tuon suoran suuntainen suora. Titd ei voi aksioomista (H1)—(H13)
todistaa. Sen sijaan saadaan heikompi tulos, joka sanoo, etti tuollaisia suoria on
ainakin yksi.

LAUSE 2.4.18. Olkoon ¢ suora ja P piste, jonka kautta ¢ ei kulje. Silloin on
olemassa ainakin yksi suora, joka on yhdensuuntainen suoran ¢ kanssa ja joka kulkee
pisteen P kautta.

Todistus. Perustelu on sopiva harjoitustehtavi. 0

Seuraava lause on hyvin tirked. Se kertoo, etté kolmion ”ulkokulma on suu-
rempi kuin kumpikaan vastaavista sisikulmista” eli kuvassa 4B < {LACD ja
£A < LACD, mutta ei aina £C < LACD.

C D

KuvAa 66: ULKOKULMAEPAYHTALO

LAUSE 2.4.19 (Ulkokulmaepéyhtéls). Olkoon AABC' kolmio ja B x C % D
Talloin

(i) LA < LACD,

(ii) 4B < £LACD.

Todistus. Todistamme ensin kohdan (i). Antiteesi on LA £ LACD, jolloin lau-
seen 2.4.12 kohdan (iii) nojalla pétee joko (a) A{A A{AC’D tai (b) LACD ) < LA.

Olkoon ensin (a) voimassa. Koska hsak81 AB 7é BC A # C, BACD ja

LA = LBAC, niin lauseen 2.4.15 nojalla AB I BC. Se on mahdotonta, koska
nuo suorat leikkaavat pisteessd B.
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Tarkastellaan seuraavaksi tapausta (b) jossa L AC'D < LBAC, jolloin puolisuo-
rien AB ja AC vilissd on puolisuora AE siten, ettd L FAC = LACD. Lauseen

2.3.11 nojalla AE leikkaa janaa BC' jossakin pisteessd F', jolloin B x F' % C ja
AFAC = LFEAC. Koska B xCx* D, niin tallbin lauseen 2.3.4 kohdan (i) nojalla

F+«CxD, joten FACD Koska, lisaksi AF # C’D A#CjaLFAC = LACD, niin

lauseen 2.4.15 nojalla AF [ CD miké on mahdotonta, koska nuo suorat leikkaavat
pisteessé F'.

kohta (i) kohta (ii)

Be B A

« F cC D )} C S

E

G

Kuva 67: ULKOKULMAEPAYHTALON TODISTUS

Todistamme kohdan (ii). Valitaan piste G siten, ettd A x C'x G. Tilloin lauseen
2.4.6 nojalla LACD = £ BCG. Koska kohta (i) on jo todistettu, saamme soveltaa
sitd kolmioon ABAC. Silloin £B < £BCG. Viite seuraa nyt lauseen 2.4.12
kohdasta (i). O

Lause 2.4.19 antaa helposti seuraavan sivu-kulma-kulma -séénnon.

LAUSE 2.4.20 (SKK-s#aints). Olkoot AABC ja ADEF kolmioita siten, ettd
AC =2 DF, LA= 4D ja AB = LF. Tillosin NABC = ADEF.

Todistus. Riittdi osoittaa, etti AB = DE, jolloin viite seuraa KSK- tai SKS-
sddnnostd. Oletetaan antiteesina, ettd AB 22 DE. Nyt lauseen 2.4.4 kohdan (iii)
nojalla joko AB < CD tai CD < AB. Tarvittaessa merkint6ji muuttamalla
((A,B,C) vs. (D,E,F)) voidaan olettaa, ettdi AB < DE. Tlloin on olemassa
piste G siten, ettd D x G x E ja AB = DG.

Kuva 68: SKK-SAANNON TODISTUS

Nyt ADFG on kolmio ja SKS-sédédnnon nojalla kolmiot ADGF ja AABC ovat
yhtenevid. Niin (x) LDGF = LABC = {DEF. Sovelletaan ulkokulmaepéyhtiloa
2.4.19 (ii) kolmioon AFEG, jolloin saamme, koska D * G x E, ettd L F < {DGF
eli (xx) LDEF < £DGF. Lauseen 2.4.12 kohdan (iii) nojalla (%) ja (x) eivéit voi
olla yht’aikaa voimassa, joten paddyimme ristiriitaan. U

Aksioomana on siis SKS-sééinto ja lauseina olemme todistaneet KSK-, SSS- ja
SKK-sdiannot. Olisiko vield muita? Koulutietojen mukaan KKK- ja SSK-s&dnnot
eiviit ainakaan néytd patevin, ainakaan ilman lisdoletuksia.
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LAUSE 2.4.21 (SKS-s#i#ntd suorakulmaiselle kolmiolle). Olkoot AABC ja
ADEF kolmioita siten, ettd £A ja £D ovat suoria. Olkoon lisiksi AB = DFE ja
BC = EF. Télloin NABC =2 ADEF.

Todistus. Perustelu on sopiva harjoitustehtava. U

Lauseen 2.4.19 avulla saamme myos seuraavan tirkeéin tuloksen, joka sanoo, ettd
kolmiossa suuremman kulman vastainen sivu on suurempi ja kidintéen.

LAUSE 2.4.22. Olkoon NABC kolmio. Tilloin BC' < AB, jos ja vain jos LA <

£LC.
/C\

A B

Kuva 69: SUUREMPI KULMA JA SUUREMPI SIVU

Todistus. Tarkastetaan ensin ehdon riittédvyys; olkoon £ A < £C'. On osoitettava,
etti BC < AB. Oletetaan antiteesina, ettd BC £ AB. Lauseen 2.4.4 kohdan (iii)
nojalla tilloin joko (a) BC' = AB tai (b) AB < BC. Tapauksessa (a) saadaan heti
lauseen 2.4.1 nojalla £A = £C, miké on oletuksen ja lauseen 2.4.12 kohdan (iii)
nojalla mahdotonta.

Tapaus (b) eli AB < BC": Tillsin on olemassa piste D Slten etta BxDxC ja

AB = BD. Koska B x D % C, niin AD on puolisuorien AC’ ja AB vilissd, joten
£DAB < LCAB. Koska AB = DB, niin lauseen 2.4.1 nojalla {DAB = L ADB.
Koska C' * D * B, niin saadaan soveltaa ulkokulmaepéyht#lod 2.4.19 (ii) kolmioon
ACD, jolloin seuraa, etti £C < LADB.

Nyt siis £C < LADB = {DAB < LCAB = £A. Tisti seuraa lauseen 2.4.12
kohtien (i) ja (ii) seké oletuksen £ A < £C nojalla ristiriita.

Toiseksi tarkastetaan ehdon vilttdméttomyys. Oletetaan, ettd BC < AB ja
osoitetaan, ettd LA < £LC. Antiteesi on ettd LA £ £C, jolloin lauseen 2.4.12 koh-
dan (iii) mukaan joko (a) LA = £LC tai (b) £C < £LA. Ensimmaéisessé tapauksessa
seuraa lauseen 2.4.9 kohdan (i) nojalla, ettdi AB = BC, miké on vastoin oletusta
lauseen 2.4.4 kohdan (iii) mukaan. Tapauksessa (b) saadaan ehdon jo todistetun
riittédvyyspuolen avulla, etti AB < BC', mikd on my6s vastoin oletusta. O

Seuraava lause on jonkinlainen SKS-siédnnon yleistys

LAUSE 2.4.23. Olkoot L{ABC ja £DEF kolmioita siten, etti AB = DFE ja
BC = EF. Talloin LB < LF, jos ja vain jos AC < DF.

A D

B CE
\’\JF

Kuva 70: SKS-SAANNON YLEISTYS
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Todistus. ”:>” Olkoon £B < £FE. Silloin puolisuorien ED ja EF vahssa on jokin
puolisuora EP siten, ettd £ B = L DFEP. Lauseen 2.3.11 nojalla EP lelkkaa janaa
DF jossakin pisteessi G siten, etta D x G * F Valitaan puolisuoralta EP piste H

siten, ettd FH = BC. Tillsin EG=EP=EH jajoko (a) G=H, (b) ExG+ H
tai (¢) Fx H x G.

Tapauksessa (a) L DEH = ADEP = LABC. Koska lisiksi BC = FEH ja
BA = ED, niin SKS-sédéinnon nojalla ADEH = ANABC. Erityisesti DH =2 AC ja
koska G = H, niin DG = AC'. Koska D * G * F, niin mééritelmén mukaan tilloin
AC < DF.

KuvA 71: LAUSEEN 2.4.23 TODISTUS, TAPAUS a)

Tapaus (b): Pisteen H valinnan nojalla FH = BC, joten oletuksen avulla
saamme, ettd FH = FF ja edelleen lauseen 2.4.1 nojalla L EFHF = L EFH. Koska
ExGx H, niin {GFH < LEFH. Koska D« G x F, niin {DFH = {GFH.

D
A4 T I‘I G H hd P
tapaus (b)

tapaus (c)

KuvA 72: LAUSEEN 2.4.23 TODISTUS, TAPAUKSET b) JA ¢)

Tilloin lauseen 2.4.12 kohdan (i) mukaan {DFH < LFHF. Toisaalta {EFHF =
LGHF,silla ExGxH. Siten {FHF < {DHF. Lauseen 2.4.14 kohdan (ii) mukaan
nyt {DFH < £LDHF'. Tilloin lauseen 2.4.22 soveltaminen kolmioon ADF H antaa
DH < DF. Kuten tapauksessa (a) saamme toisaalta ADEH = AABC, joten
erityisesti DH = AC. T#llsin lauseen 2.4.4 kohdan (ii) mukaan AC' < DF.

Tapaus (c): Kuten tapauksessa (b) saadaan nytkin, etti {EFH = LEHF ja
DH = AC. Toisaalta, koska FE x H * (G, niin lausetta 2.4.19 kolmioon AFHF
soveltamalla saadaan, etti {EFH < £FHG. Vastaavasti samaa lausetta kol-
mioon AFGH soveltamalla saamme, etti {HFG < LFEHF. Tilloin lauseen
2.4.12 kohdat (i) ja (ii) antavat, ettdi LHFG < £LFHG. Koska D % G * F, niin
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LHFG = AHFD ja toisaalta {FHG < LFHD.

Nyt lauseen 2.4.12 kohdan (ii) mukaan {HFD < LFHD. Lause 2.4.22 sovellet-
tuna kolmioon AFHD antaa, etti HD < F'D. Koska HD = AC, niin AC < DF
lauseen 2.4.4 kohdan (i) nojalla.

7<" Olkoon AC' < DF'. Oletetaan antiteesina 4B £ £F. Silloin lauseen 2.4.12
kohdan (iii) nojalla joko (a) LB = LFE tai (b) £LE < £B. Tapauksessa (a) SKS-
sddnnon nojalla AABC = ADEF, joten erityisesti AC' = DF', miki on ristiriita
lauseen 2.4.4 kohdan (iii) mukaan. Tapauksessa (b) saamme jo todistetusta ”=-"-
osasta heti, ettd DF < AC. Ristiriita. O

2.5. Arkhimedeen aksiooma.

Kohdassa 2.6. on tarkoituksenamme méiritelld kisite janan pituus, joka tulee
olemaan janaan liittyvé positiivinen reaaliluku. Janan AB monikerran n- AB m#é-
rittelimme edellisessé luvussa 2.4. (mééritelmé 1). Janan pituuden méérittelemme
suurin piirtein sanoen siten, etté valitsemme ensin jonkin janan OI (mittayksik-
kojanaksi) ja sovimme, ettd sen pituus on 1. Jos AB on mielivaltainen jana, ar-
vioimme sen pituutta kiyttden janaa OI mittakeppiné ”kokeilemalla”, kuinka mo-
nes janan O monikerta ensimméiseksi peittdi janan AB. Voi olla, ettd vaikkapa
4-0O1 < AB < 5-01, jolloin sovimme, etti janan AB pituus on jokin reaaliluku vi-
lilté ]4,5[. Tarkemman arvion saamme puolittamalla mittakepin O ja arviomalla
mittakepin puolikkaiden monikerroilla janaa AB alhaalta ja ylhédilta. Jos AB ei
ole yhtenevd jommankumman monikerran kanssa, puolitetaan mittakepin puolikas
ja toistetaan arviointi. Néin saamme janan AB pituudelle arvion tarkkuudella 27"
mille hyviinsd n € N. Antamalla sitten n — oo saamme reaaliluvun janan AB
pituudeksi. Se voi olla irrationaalinenkin.

Tamé menettely ei vilttdmétta onnistu pelkkien aksioomien (H1)-(H13) avulla.
Ensimmaéinen ongelma tulee heti kun alamme peittidd janaa AB janan O moni-
kerroilla. Onnistuuko se aina — tuleeko #érellisestd médristd perikkiin asetettuja
mittakeppejd lopulta pitempi kuin mitattava jana? Eipi vélttamatta tule! Siksi
asetetaan jo Arkhimedeen!® tarpeelliseksi huomaama aksiooma:

(AA) Arkhimedeen aksiooma. Olkoot AB ja CD janoja. Tillsin on olemassa

n € N ja piste F siten, ettd Cx D+ E ja CE = n - AB.

Huomautus 22. Arkhimedeen aksiooma lausuu, etti annetuille janoille on ole-
massa n € N siten, ettd CD < n - AB.

Huomautus 23. Esimerkki 1 (tason R? pisteet ja suorat) toteuttaa Arkhimedeen
aksiooman (Toteal).

Ennenkuin maéérittelemme janan pituuden Arkhimedeen aksiooman avulla on
varmistauduttava, etté yksikkojana voidaan yksiselitteisesti puolittaa.

Masédritelmé 2.17. Olkoon AB jana. Sanomme, ettd piste C' € AB on janan AB
keskipiste, jos AC = CB.

Keskipiste C' siis puolittaa janan AB. Onko kaikilla janoilla keskipiste? Voiko
niitd olla useampia? Seuraavan lauseen todistukseen ei tarvita Arkhimedeen ak-
sioomaa.

I15SYRAKUSAN ARKHIMEDES 287-212 eaa. Kreikkalaisten asuttama Syrakusa oli Sisiliassa.
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LAUSE 2.5.1. Jokaisella janalla on yksi ja vain yksi keskipiste.

Todistus. Olkoon AB mielivaltainen jana. Lauseen 2.4.8 nojalla suoralla ¢/ = AB,
A # B, on normaalit n ja m siten, ettd m kulkee pisteen A ja n pisteen B kautta.
m # n, silld muuten olisi m = n = (. Lauseen 2.4.17 mukaan n | m. Olkoon
Q@ # A jokin suoran m piste. Valitaan suoralta n piste R siten, etti BR = AQ ja

—>

ARQ@QB. Tamé onnistuu, silld QB leikkaa suoraa n vain pisteessi B, koska muuten
olisi @B = n ja siten @ olisi myds suoran n piste vastoin tietoa m || n. Edelleen
QABR, silla n = BR jan || m.

Kuva 73: JANAN PUOLITTAMINEN

Koska AR&TB ja QA(B—}%, niin R on kulman {AQB sisipuolella, jolloin Cﬁ% on
puolisuorien @)4 ja Q—B) vilissd, mistd puomilauseen 2.3.11 nojalla seuraa, etté
puolisuora Cﬁ% leikkaa janaa AB jossakin pisteessi C' ja A # C # B. Q # C # R,
sillda @ ja R eivit ole suoran £ pisteitd. Jos pétisi @ x R x C', niin QE%C , jolloin

tiedon AC'BR nojalla olisi ABRQ eli An@), miki on vastoin sité, ettid QAn. Niin
siis @*C'« R ja niin C on nimenomaan janojen QR ja AB eiki pelkistéiin vastaavien
suorien leikkauspiste.

Lauseen 2.4.6 nojalla ristikulmat £ACQ ja £BCR ovat yhtenevit. Kulmat
£QAC ja £CBR ovat normaalin mééritelmén nojalla suoria ja siten lauseen 2.4.14
nojalla ne ovat yhtenevii. Lisiiksi QA = BR, joten SKK-sdédnnon eli lauseen 2.4.20
nojalla kolmiot AACQ ja ABCR ovat yhtenevii. Siten AC = CB.

Todistetaan vield pisteen C' yksikésitteisyys. Olkoot C € AB \ {4,B} ja D €
AB~A{A, B} siten, ettdi AC 2 CB ja AD = DB. Josolisi AD < AC, niin oletusten
ja lauseen 2.4.4 i) -kohdan nojalla olisi DB < CB, jolloin lauseen 2.4.4 ii) -kohdan
mukaan pétisi AB < AB, vastoin lauseen 2.4.4 kohtaa (iii), silld aina AB = AB.
Samoin AC' < AD ei kiy, joten AC = AD. (H8):n yksikésitteisyysosan mukaan
D=2C. O

Janamitan konstruktio.

Valitaan ensin jokin jana OI kiinteéksi yksikkojanaksi. Olkoon sitten AB mie-
livaltainen jana. Lauseen 2.5.1 mukaan janalla OI on jokin keskipiste P, € OI.
Olkoon edelleen P, janan OP; keskipiste ja yleisesti P,11 janan OP, keskipiste
kaikille n € N.

KuvaA 74: MITTAJANAN PALOITTELU
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Lemma 2.5.1. Kaikillan € N pdtee 2" -0OP, = OI.
Todistus. Induktiotodistus. Jos n = 1, niin janan monikerran méiritelmédn mukaan
2-0OP;, = OQ jollekin @ siten, ettid O Py xQ ja OP; = P;Q. Toisaalta keskipisteen
méiritelmin mukaan O Py I ja OP; = Py I. Aksiooman (H8) yksikésitteisyysosan
nojalla télloin I = @, joten 2- OP; = OQ = OI eli viite piitee.

Tehd:isin induktio-oletus, ettd 2% - OP, = OI. Kuten kohdassa n = 1 niihdiiin,
ettd 2 - OPyy1 = OPy, joten

2. 0P = (28-2)-OPyy1 =2 - (2- OPyy) =28 - OP, = O,

missé sovellettiin laskusédntod (mn)-RS = m-(n-RS) jokaisella janalla RS jam,n €
N. Laskusdédnnon todistaminen jad harjoitustehtéviiksi. Nédin induktioperiaatteen
nojalla viite on todistettu. 0

Palataan janamitan konstruoimiseen. Valitaan () € OI siten, ettd OQ = AB.
Talloin Arkhimedeen aksiooman nojalla kaikille n € N on olemassa jokin k € N
siten, ettd OQ < k- OP,. Siten luvut k&, € N ja m,, € R,

kn =min{k €N | 0Q < k-OP,}, my =kn- —

ovat olemassa ja yksikisitteiset. Suoraan méiritelméstid ndemme, ettd m,, > 0
kaikilla n € N, joten reaalilukujono (m,) on alhaalta rajoitettu. Osoitetaan, ettd
se on myos vihenevé, jolloin se tunnetun reaalilukujen taydellisyysaksiooman nojalla
suppenee.

Koska 2-OP,, 41 = OP,, niin k-OP, = k- (2-OP, 1) = (2k) - OP,, 11 jokaisella
k € N. Erityisesti k,, - OP, = (2 k,,) - OP,4+1 ja koska k,:n méiritelmén mukaan
0Q < ky,-OP,, niin OQ < (2k,,)-OP, 1, josta edelleen k,,:n midritelmén mukaan
saamme k11 < 2k,. Tilloin

ki1 _ 2kn _ kn
2n+1 — 2n+1 - 2_n

Mp+1 = = My.

Néin jono (m,,) on viihenevi ja siten seuraavan mééritelmén raja-arvo on olemassa.

Misdritelms 2.18. Janan AB pituudeksi sanotaan reaalilukua

AB = lim m,,.

n—oo

Huomautus 24. Janan pituuden méérittelysséd ei valittu mielivaltaisesti mitééan
muuta kuin jana OI: pisteet Q ja Pi, P, ... médrdytyvit yksikésitteisesti lauseen
2.5.1 ja aksiooman (HS8) nojalla. Jos jana OI valitaan toisin, saadaan yleensi eri
pituus samalle janalle. Jatkossa emme vaihda yksikkdjanaa O, vaan piddmme sen
pysyvdsti valittuna.

Kéaytdmme jatkossa myos edellisen konstruktion merkintoja.

LAUSE 2.5.2. Olkoon AB mielivaltainen jana. T:lléin AB > 0.
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Todistus. Arkhimedeen aksiooman nojalla on olemassa ¢ € N s.e. O < ¢ - 0OQ.
Télloin
290P, = 0I < q0Q <210Q,

missd viimeinen epéyhtilo seuraa suoraan siitéd, ettd ¢ < 29 Vg € N. Siten
29- 0P, < 27-0Q, josta seuraa, ettd

OP, < 0Q.

(Tassé padttelyssi kiytettiin yleisempéd tulosta k- RS < k-TU — RS < TU,
jonka todistuksen jatdmme harjoitustehtéviiksi.) Toisaalta kaikilla n € N pétee
2"OP,4y, = OF,, minki voi todistaa induktiolla. Siis

2"OP,,, <0Q VneN.

Télloin k - OP,4,, < OQ pétee kaikille £ = 1,2,...,2" ja kaikille n € N. Suoraan
k,:n médritelmén nojalla saadaan nyt

kgin >2"+1 VneN

ja edelleen m,,:n méadritelmén mukaan

Kpsn _ 2741 20 1
mq+n:2q+n2 9q+n >2q+n_§ Vn € N.

Siten m,, > 2% Vn > q, joten

1
AB = lim m, > — > 0.
29

O
LAUSE 2.5.3. Ol =1.
Todistus. Nyt @) = I, ja siten 2"OP,, = OQ Vn. Tilloin
k-OP, <0Q@ ,kun k=1,...,2" —1 ja
k-OP, >0Q , kun k > 2" + 1.
Luvun k, méédritelmédn mukaan talloin k, = 2™ + 1. Siten
k211
Mn=on = Ton T T ow
joten
_ 1
OI =limm,_- = lim (1 + 2—n) =1.
O

LAUSE 2.5.4 (Janamitan additiivisuus). Olkoot A, B ja C pisteité siten, ettd
Ax B« C. Talloin

AB + BC = AC.
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Todistus. Olkoot @1, Q2 ja vastaavasti Q3 janojen AB, BC' ja vast. AC mitta-
konstruktiossa kiytettivid pisteitd, siis OQ1 = AB, OQ2 = BC ja OQ3 = AC.
Olkoot vastaavasti k1, k2 ja k2 konstruktiossa kiytettivis lukuja. Olkoon edelleen

R} R2 ja R3 € OI siten, etti

OR! =2kl .OP,, OR2=E2.0P, ja OR:=E:.OP,.

RY R
> Q Q2 Q3 S,

Kuva 75: PITUUKSIEN SUMMA

Valitaan vield S, siten, etti O x R2 xS, ja R2S, = OR}. Tallsin
05, = (k: + k2) OP,.

Témén todistaminen jé&d harjoitustehtéviksi. Koska k,:n médritelmén mukaan
0OQ1 < OR} ja OQ2 < OR2, niin 0OQ3 < OS,,, minki voi perustella seuraavasti:

Valitaan apupisteet X ja Y s.e. O x Ry x X ja O xY x Ry, seki RYX = OQ,
ja YRY = OQ,, missi erityisesti Y:n valinta on mahdollista, koska OQy < OR2.
Tilloin YV x B2 x X ja YR?2 = BC ja R2X = AB. Koska A x B * C, niin téllsin
Y X = AC, tdmé seuraa aksioomasta (H10). Koska OQ; < ORq, niin O x X % S,
ja toisaalta O %Y « X. Tilloin Y. X < OX < OS, ja koska Y X =2 AC = O@Q3 niin
0Q3 < 08, lauseen 2.4.4. nojalla.

Koska siis OS,, 2 (k! + k2)OP, ja OQ3 < OS,,, niin k2 :n misritelmén mukaan
k2 <k + k2.

Toisaalta, jos valitaan T} jaT? € Ol s.e. OT} = (kL —1)OP, jaOT? = (k2—1)OP,,
niin k,:n miiritelmin nojalla OT} < 0Q ja oT? < 0Qs. (Tassd merkinté

<" tarkoittaa ”< tai =7.) Jos valitaan edelleen U, siten, ettd O x T? x U, ja
T2U, = OT}, niin

OU, = ((ky, — 1)+ (k2 —1))OP, ja
oU,, < 0Qs.

(Tamén voi perustella analogisesti edellisen sivun perustelun kanssa. Totea!) Til-
16in k-OP, < OQs kaikille k = 1, ..., (kX —1)+(k2—1), joten taas k3:n méasritelméin
nojalla

k2 > (kp— 1)+ (k2 —1)+ 1=k, + k2 — 1.

n

Siten

(%) ke + ko — 1<k <k, +Fk..
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Télloin
0
—
—_— kL k2 kl k2 1
AP BO= I w0 o = M T 5~ o
kL +k2 -1 () k3 k3 (%) kl + k2
= lim SR D2 AC = lm 2 < lim 2
1 2
= lim 2+ lim % = AB+ BC
n—oo 2N n—oo 2N
Siten AB + BC' < AC < AB + BC, ja viite seuraa. O

LAUSE 2.5.5. Olkoot AB ja CD janoja. Tilloin AB = CD, jos ja vain jos
AB =CD.
Todistus. 1°) Jos AB = C'D, niin mittakonstruktiossa kiytettévé piste () on sama
kummallekin janalle, joten k,:t ja m,,:t ovat samoja ja siten raja-arvokin on sama.
2°) Jos janoilla on sama pituus, niin valitaan ()1 ja @2 siten, ettd OQ; = AB ja
0Q- = CD. Riittdd osoittaa etti Q1 = Q2. Tehdidin antiteesi: Q)7 # Q2. Tilloin
joko O % Q1 * Q2 tai O * Q2 x Q1. Tarvittaessa merkintoja vaihtamalla voidaan
olettaa, ettd O x Q1 * Q. Télloin lauseen 2.5.4. nojalla OQ1 + Q1Q2 = OQ)>, jolloin
lauseen 2.5.2 nojalla OQ; < OQ,. Toisaalta kohdan 1°) nojalla AB = OQ; ja
CD = 0Qs, joten AB < CD, miki on mahdotonta. U

Lauseelle 2.5.4. pétee myos kidédnteinen tulos:

LAUSE 2.5.6. Olkoot A, B ja C eri pisteité siten, ettd AB + BC = AC'. Tilloin
AxBx*C.

Todistus. Jos ei olisi Ax BxC'|, niin olisi kaksi vaihtoehtoa: a) A, B ja C ovat samalla
suoralla tai sitten ne eiviit ole samalla suoralla.

Tapaus a): Joko AxC'xB tai BxAxC. Lauseen 2.5.4. nojalla joko AC+BC = AB

tai AB + AC = BC. Oletuksen nojalla tilloin joko BC = 0 tai AB = 0, mik on
mahdotonta lauseen 2.5.2 nojalla.

Tapaus b): Oletetaan, ettd A, B ja C eivit ole samalla suoralla. Valitaan

D € AB s.e. AD = AC, jolloin lauseen 2.5.5. nojalla AD = AC. Tissd on 3
mahdollisuutta i) A D % B, ii) D = B tai iii) A* B x D.

Tapaus i): Lauseen 2.5.4. mukaan AD + DB = AB, jolloin lauseen 2.5.2 nojalla
AD < AB. Tillsin AC < AB ja oletuksesta saadaan AB 4+ BC < AB, josta
edelleen BC' < 0, miki on vastoin lausetta 2.5.2.

Tapaus ii): Tissi AD = AB, joten AC = AB, ja siis AB + BC = AB ja on
oltava BC = 0 vastoin lausetta 2.5.2.
Tapaus iii): Olkoon siis A % B x D.

e

Kuva 76: TAPAUS iii)
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Koska A, B ja C eiviit ole samalla suoralla, niin AACD on kolmio. Pappuksen
lauseen 2.4.1 nojalla LACD = LADC ja lauseen 2.5.4 nojalla AB + BD = AD.
Toisaalta AB+ BC = AC = AD, joten on oltava BD = BC. T:lloin lauseen 2.5.5.
mukaan BC' = BD.

Myss ABCD on kolmio ja lauseen 2.4.9.b) -kohdan nojalla £ BDC = £BCD.

Koska A x B %« D, niin ABCD ja aksiooman (H11) yksikésitteisyyspuolen nojalla

CA = CB, joten A, B ja C ovat samalla suoralla vastoin oletusta. O

LAUSE 2.5.7. Olkoon AB jana ja k € N. Tillsin

k-AB=Fk-AB.

Todistus. Induktio k:n suhteen: Asia on selvid, jos k = 1. Oletetaan, ettd viite

on tosi k:lle ja todistetaan se k + 1:lle. Olkoon sitd varten C' € AB s.e. AC =
k-AB ja D s.e. AxCx D ja CD = AB, jolloin monikerran mé#ritelmén mukaan
AD = (k + 1)AB, lauseen 2.5.4 nojalla AC + CD = AD ja lauseen 2.5.5. nojalla
CD = AB. Induktio-oletuksen avulla saadaan

(k+1)-AB=AD=AC+CD=k-AB+ AB=k-AB+ AB = (k+1)AB.
O

LAUSE 2.5.8. (Kolmioepéyhtls). Olkoon AABC kolmio. Télloin

AC < AB + BC.
Todistus. Valitaan piste D siten, ettd A x B x D ja BC = BD.
A
A B D

Kuva 77: KOLMIOEPAYHTALON TODISTUS

Lauseen 2.4.1 nojalla £ BCD = £ BDC'. Lauseen 2.5.4 nojalla AB + BD = AD ja
lauseen 2.5.5. nojalla BD = BC, joten AD = AB + BC. Koska A * B * D, niin

CB on kulman £LACD sisillé, joten £ BCD < LACD. Téllsin transitiivisuuslau-
seen 2.4.12 nojalla A BDC < LACD ja saadaan, ettd L ADC < LAC'D. Nyt lause
2.4.22. sovellettuna kolmioon AACD antaa AC < AD. Tihén kiytetiddn lausetta
2.5.9, jota tosin ei vield ole todistettu, mutta joka tulee seuraavaksi, ja jonka todis-
tamiseen ei kiiytetd todistettavana olevaa lausetta 2.5.8. Tulokseksi saadaan

AC < AD. Siten AC < AB + BC. O
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LAUSE 2.5.9. Olkoot AB ja CD janoja. Tilloin AB < CD, jos ja vain jos
AB < CD.
Todistus. 1°) Jos AB < CD, niin voidaan valita F s.e. C'x Ex D ja CE = AB.
Tillsin lauseen 2.5.5. nojalla CE = AB ja lauseen 2.5.4. nojalla CE + ED = CD.
Lauseen 2.5.2 nojalla saadaan silloin AB=CFEF < CE+ ED = CD.

2°) Oletetaan AB < CD ja tehdisin antiteesi, etts ei pide AB < C'D. Tillsin
lauseen 2.4.12 nojalla joko a) CD < AB tai b) CD = AB. Tapauksessa a) saadaan
kohdan 1° nojalla CD < AB ja tapauksessa b) lauseen 2.5.5. nojalla CD = AB;
kumpikin vastoin oletusta. 0

Seuraava lause kertoo, ettd lauseiden 2.5.3, 2.5.5, 2.5.7 ja 2.5.9 antamat janami-
tan ominaisuudet karakterisoivat sen tdysin, toisin sanoen jos jollakin janamitalla
on ndmé& ominaisuudet, sen téytyy olla juuri edellikonstruoitu mitta:

LAUSE 2.5.10. Oletetaan, etté AB on janamitta (eli kuvaus janojen joukolta
positiivilukujen joukolle), jolla on ominaisuudet:

a) Ol =1 -

b) jos AB = CD, niin AB = CD

c) k-AB=k-AB VkeN

d) jos AB < CD, niin AB < CD.
Tillsin valttamétts AB = AB.

Todistus. Olkoot pisteet @ ja P, seki luvut k,, kuten janamitan AB konstruktiossa.
Koska kaikilla n pétee 2™ - OP,, = OI, niin ehtojen c) ja a) nojalla

MOP, =2n 0P, = OI = 1,

joten OPF,, = 2% Tallsin ehdon c) nojalla pitee kaikilla k

k OPn:k:-OPnzzﬁn.
Lukujen k,, valinnan nojalla
oQ <k, OPF,
joten ehdon b) mukaan
kr,
oQ <k, OF, = on”

Toisaalta (k, —1)OP, < 0Q, joten ehtojen b) ja d) nojalla OQ < k,, - OP,, = %
Siten
k, 1

on  9on

IA
S
3

VYn €N

l\D|P?‘
33

Antamalla tdssd n — oo saadaan AB < @ < AB ja viiite seuraa. O



