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2 GEOMETRIA

I Historiaa

Sana geometria on peréisin kreikasta, geo = maa, metrein = mitata. Yksi en-
simméisistd geometrisista ongelmista oli ympyrén kehén pituuden (277) méarit-
tdminen, siis m:n likiarvon arviointi. Babylonialaiset kiyttivit kaavaa "kehd = 3x
halkaisija” eli 7 ~ 3. Myo6s muinaiset juutalaiset kiyttiviit samaa 7:n arvoa; se
mainitaan jopa Raamatussa (1. Kuningasten kirja 7:28), milld perusteella Rabbi
Nehemiahin myohempi 7:n likiarvo 2—72 ~ 3.14159 hylattiin. Muinaiset egyptidiset
kiyttiviit m:lle arviota (4°)? &~ 3.1604. Matematiikan kannalta naissé eri likiarvoissa
ei ole oleellista arvion tarkkuus vaan se oivallus, ettd kaiken kokoisissa ympyroissé
kehin ja halkaisijan suhde on tismiilleen sama. (Vasta vuonna 1768 Lambert?
osoitti, etté 7 ei ole rationaaliluku, ja 1882 Lindemann® osoitti sen olevan trans-
kendenttiluku.)

Egyptildisten geometria ei ollut varsinaista matematiikkaa, vaan pikemminkin
kokoelma perustelemattomia kaavoja ja laskulakeja. Joskus he arvasivat oikein:
he osasivat esimerkiksi laskea puolisuunnikkaan alan ja jopa katkaistun pyramidin
tilavuuden aivan oikein. Suoran kulman egyptiliiset virittivit maastoon pingot-
tamalla kolmioksi narulenkin, johon oli merkitty kolmen, neljin ja viiden yksikon
pituiset sivut. Kaksoisvirran maan asukkaat olivat egyptiliisid aikalaisiaan etevim-
pid laskijota, miké osittain johtui heidén kiyttdméstdén erinomaisesta numerojér-
jestelmisté. Babylonialaiset tunsivat paremmin matematiikkaa, jopa Pythagoraan
teoreeman (c? = a® + b?) yleisessi muodossa. Kuitenkin vasta kreikkalaiset astui-
vat ratkaisevan askelen kohti nykyaikaista matematiikkaa vaatiessaan, ettid lasku-
lait on jotenkin yleispéitevisti todistettava sen sijaan, ettid edettéisiin yrityksen
ja erehdyksen tietd. Ensimméinen tuntemamme tdmén perinteen matemaatikko
oli myos kreikkalaisen filosofian perustajana pidetty Thales*, josta tuli kuuluisa
ennustettuaan oikein auringonpimennyksen ajankohdan 585 e.a.a. Parin seuraavan
vuosisadan johtavia matemaatikkoja oli Pythagoras® oppilaineen. Hén oli lihinné
uskonnollinen profeetta, jolle luvun /2 osoittautuminen irrationaaliseksi oli suuri
jarkytys (titd vaarallista tulosta yritettiin aluksi jopa salata). Pythagoralaisen kou-
lukunnan tuottama systemaattinen tasogeometrian esitys julkaistiin n. 400 e.a.a.

Neljias vuosisata e.a.a. oli Platonin® aikaa. Hin korosti episuoran todistuk-
sen merkitysti; itse asiassa Sokrateen dialogit ovat epdsuoraa todistamista: osoite-
taan viite oikeaksi lihtemailla liikkeelle pédinvastaisesta viitteestd ja padatymaélla siita
mahdottomiin tai kelvottomiin johtopéitoksiin. Geometrian kannalta téirkein Pla-
tonin oppilas oli Fukleides’, joka noin 300 e.a.a. julkaisi mahtavan 13-osaisen teok-
sen Stoikheia (Alkeet), jossa hén kisitteli kreikkalaista geometriaa ja lukuteoriaa.
Eukleideen aksiomaattinen esitystapa on nykyaikaisen matematiikan prototyyppi:
siind ei viitteitd perustella millddn mittauksilla tai piirroksilla, vaan ne todiste-
taan oikeiksi loogisella paittelylla tietyistd perusolettamuksista ldhtien. Euklei-
des perusti geometriansa viiteen perusolettamukseen eli aksioomaan. Esitdmme

2JOHANN HEINRICH LAMBERT 1728-1777. Saksa.

3CARL Louls FERDINAND VON LINDEMANN 1852-1939. Saksa.
AMILETON THALES n.640-546 eaa. Kreikka.

5SAMOKSEN PYTHAGORAS n. 569-n. 475 eaa. Kreikka.
6PLATON n. 427-347 eaa. Kreikka.

"EUKLEIDES ALEKSANDRIALAINEN n. 325-265 eaa. Egypti.
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seuraavaksi niistd nelji ensimmaéistéd sellaisinaan ja viidennen hieman muutetussa

muodossa, (EA1)-(EA4), (PA).
(EA1) Jos P ja Q ovat eri pisteité, niin niiden kautta kulkee yksi ja vain yksi suora.

Merkitdén pisteiden P ja () kautta kulkevaa suoraa symbolilla PQ): tuollaisen
suoran olemassaolon ja yksikisitteisyyden takaa (EA1l). Maéaritellidn jana PQ

—

niiden suoran P() pisteiden joukkona, jotka ovat pisteiden P ja @) viilissd pisteet P
ja @ mukaan lukien.

PQ PQ

KUuvA 1: SUORA JA JANA

(EA2) Jos AB ja CD ovat kaksi janaa, niin on olemassa yksi ja vain yksi piste E siten,
ettd BE ja CD ovat saman pituisia ja B on janalla AE.

Kuva 2: JANAN JATKAMINEN

Havainnollisesti (EA2) sanoo, etté janaa AB voidaan jatkaa janan C'D pituisella
janalla.

Olkoot O ja P kaksi eri pistettd. Kaikkien niiden pisteiden P joukkoa, joille OP
ja OA ovat saman pituisia, sanotaan ympyrdiksi, jonka keskipiste on O ja sdde on
janan OA pituus.

Kuva 3: YMPYRA

(EA3) Jos O ja A ovat eri pisteitéd, niin on olemassa ympyri, jonka keskipiste on O ja
sidde on janan OA pituus.

—

Muita Eukleideen aksioor(@ varten tarvitaan lisda méadritelmia. Puolisuora AB
(A # B) on niiden suoran AB pisteiden P joukko, jotka kuuluvat janaan AB tai
joille B on pisteiden A ja P viilissé.

A B AB P

KuvA 4: PUOLISUORA
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— — —
Puolisuoria AB ja AC sanotaan vastakkaisiksi, jos ne eivit ole samoja ja AB =
—
AC.
E F
B A C
D
AB ja AC ovat vastakkaisia ED ja EF eivét ole vastakkaisia

KuvA 5: VASTAKKAISET PUOLISUORAT

Seuraavaksi méérittelemme kulman: Kulma £ BAC koostuu kahdesta puoli-

suorasta AB ja AC, jotka eiviit ole samoja eiviitki vastakkaisia. Kulmaa £ BAC
merkitddn myos LCAB tai lyhyesti £ A. Pistettd A sanotaan kulman £ A kdrjeksi

ja puolisuoria AB ja AC sen kyljiksi. Jos kahdella kulmalla £ BAD ja £C'AD on

yhteinen kylki AD ja puolisuorat AB ja AC ovat vastakkaisia, niin sanotaan, ettd
£BAD ja £CAD ovat toistensa tdydennyskulmia:

oW
>
0

KuvA 6: TAYDENNYSKULMAT

Kulmaa £ BAD sanotaan suoraksi kulmaksi, jos silléd on tdydennyskulma £ C'AD,
joka on yhtd suuri kuin se itse:

o w
>
@]

KuvA 7: SUORA KULMA
Huomaa, ettéd suoran kulman tdydennyskulma on sekin suora kulma.

(EA4) Kaikki suorat kulmat ovat yhté suuria.

Matemaatikot hyviiksyivit kahden vuosituhannen ajan némé neljd Eukleideen
aksioomaa (EA1)-(EA4) vilttdméttomind tosiasioina, joita ei voi eiké tarvitse to-
distaa oikeiksi muiden aksioomien ja loogisten péittelysdéantojen avulla. Sen sijaan
viidennesté Eukleideen aksioomasta keskusteltiin vilkkaasti aina 1800-luvulle asti.
Emme vield esité sitd Fukleideen alkeiden kiyttdméssd sanamuodossa, koska silloin
tarvitsisimme runsaasti lisdd médritelmié, vaan esitimme sen kanssa yhtépitavin
paralleeliaksiooman (yhtépitdvyyden todistamme myshemmin). Eukleides ei itse
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mainitse paralleeliaksioomaa, vaan sen esitti ensimmiisensi vasta Proclus®. Sa-
nomme, etti suorat ¢ ja m ovat yhdensuuntaisia, jos ne eivit leikkaa toisiaan eli
niilld ei ole yhteisié pisteitd. Merkitsemme silloin ¢ || m, muulloin ¢ | m.

l ) /
m /

m

el m Cifm

KuvA 8: YHDENSUUNTAISUUS

Huomaa, ettd tdméan médritelmén mukaan suora ei ole yhdensuuntainen itsensé
kanssa. Témé oudolta tuntuva seikka voitaisiin korjata muuttamalla hieman yhden-
suuntaisuuden médritelméad, mutta osoittautuu, ettd se monimutkaistaisi joitakin
muita asioita. Siksi piddmme kiinni téstéd historiallisesta mééritelmésté.

(PA) Paralleeliaksiooma. Olkoon ¢ suora ja P piste, joka ei ole suoralla ¢. Tillsin
on olemassa yksi ja vain yksi suora m, joka kulkee pisteen P kautta ja joka on
yhdensuuntainen suoran ¢ kanssa.

P./m

m

4
KuvaA 9: PARALLEELIAKSIOOMA

Paralleeliaksiooma siis takaa, ettd pisteen P kautta kulkee suora m siten, etté
m || ¢ ja ennen kaikkea my0s sen, etté toista téllaista suoraa ei ole. Kuvan
tilanteessa on siis vilttaméttd m’ Jf £. Paralleeliaksiooma tuntuu luonnolliselta,
mutta se ei ole aivan samassa mielessé ilmeinen kuin muut Eukleideen aksioomat:
(EA1)-(EA3) voidaan intuitiivisesti nidhdé oikeiksi vaikkapa harpilla ja viivotti-
mella; (EA4) on ilmeinen, jos hyviksytddn kulman mittaaminen vaikkapa astele-
vylla. Paralleeliaksiooma on toista maata: toki voidaan piirtéd4 suora, joka nédyttas
yhdensuuntaiselta suoran ¢ kanssa, mutta miten todistetaan, ettd se todella on
sellainen? Maééritelmén mukaan olisi ndhtévi, ettd £ ja m eiviit leikkaa toisiaan
lainkaan, mutta sitd voidaan tutkia vain paperin laitaan asti. Ehké ne leikkaavat
jossakin kauempana. Toinen ongelma on suoran m yksikisitteisyys: entdpé, jos
kuvan 9 £ ja m’ eiviit sittenkiisin leikkaa toisiaan, kunhan niiden vilinen kulma vain
on tarpeeksi pieni. Naméi seikat lienevit olleet syyné siihen, ettd monet merkit-
tavit matemaatikot asettivat paralleeliaksiooman kyseenalaiseksi: uskottiin, ettd
se pitdisi — ja voitaisiin — todistaa oikeaksi muiden neljin Eukleideen aksiooman
avulla. Monia todistusyrityksid tehtiin. Kdymme ldpi niisté yhden, jonka on 1700-
luvun lopulla esittéinyt Adrien-Marie Legendre?.

Olkoon piste P suoran ¢ ulkopuolella. Piirretdédn P:n kautta suoralle £ normaali,
jonka nimi on n ja joka leikkaa suoran ¢ pisteessd (). Piirretéén edelleen n:lle P:n

8ProCLUS DiaDOCHUS 411-485. Kreikka
9 ADRIEN-MARIE LEGENDRE 1752-1833. Ranska.
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kautta normali m. Tilloin m ja ¢ ovat yhdensuuntaisia, koska niilli on yhteinen
normaali n. On vield todistettava m:n yksikisitteisyys.

Kuva 10: PARALLEELLIAKSIOOMAN TODISTUSKO?

Olkoon siis s suora, joka kulkee P:n kautta mutta ei ole m. On siis osoitettava,
ettd s J[ £ eli ettid s ja £ leikkaavat toisensa. Valitaan pisteet P’ ja P” suoralta
m siten, ettd P on niiden vilissd. Valitaan vield piste R suoralta s siten, ettd se
on joko kulman £ P’'PQ tai £ P"”PQ sisilld (kuvassamme siis R valitaan suoran m
alapuolelta). Valitaan lopuksi piste R’ siten, ettd R ja R’ ovat eri puolilla suoraa
n ja lisiksi kulmat £QPR ja £R'P(Q ovat yhtdsuuria, jolloin piste ) on kulman
£RPR’ sisélld. Toisaalta @ kuuluu suoralle ¢, joten ¢ on osittain kulman £ RPR’

siséillé ja leikkaa siis ainakin toisen kulman < RPR’ kyljisti PR tai PR’'.
Jos (¢ leikkaa kyljen PR, niin se leikkaa myos suoran s, silli s = PR (EA1l)m
nojalla, ja asia on télloin selvii. Voimme siten olettaa, ettd ¢ leikkaa kyljen PR’

jossakin pisteessid A. Valitaan puolisuoralta PR piste B siten, ettéd janat PA ja PB
ovat yhté pitkid. Osoitetaan nyt, ettd B kuuluu suoralle £, misté viite seuraa jélleen
(EA1):n nojalla kuten ylli. Tarkastellaan kolmioita APBQ ja APAQ. Niilld on
yhteinen sivu PQ ja sivut PA ja PB ovat yhté pitkid. Liséiksi ndiden sivujen véliset
kulmat £ BPQ ja £ APQ ovat yhté suuria. Silloin kolmioiden muutkin vastinsivut
ja -kulmat ovat yhtédsuuria (”sivu-kulma-sivu -séénto”). Erityisesti télloin kulmat
£ABQP ja £AQP ovat yhtéd suuria. Koska n on £:n normaali, niin kulma £AQP
on suora. Tillsin myos L BQP on suora. (Huomaa, ettd tdméi ei suoraan seuraa
(EA4) sta) Koska nyt LAQP ja ABQP ovat molemmat suoria, niin puolisuorat

QP ja QA ovat vastakkalsla joten QB QA Koska A kuuluu suoralle ¢, niin

QA =/ ja siten QB = { ja erityisesti piste B kuuluu suoralle £. M.O.T.

Mika vikaa tésséd todistuksessa on? Siinéd on joukko mééritteleméttomia kisit-
teitd: "normaali”, ”kulman sisélld”, ”eri puolilla suoraa”; toki ne voidaan méiritelli
tasméllisesti. Perustelematta jai:

(1) Onko suoralla aina normaali, joka kulkee annetun pisteen kautta?
2) Ovatko suorat yhdensuuntaisia, jos niilld on yhteinen normaali?

) Voidaanko P’ ja P” valita aina yll4 mainitulla tavalla?

) Voidaanko R valita aina yll4 mainitulla tavalla?

) Voidaanko R’ valita aina yll& mainitulla tavalla?

) Leikkaako ¢ vilttdmétta ainakin toista £ RPR’:n kyljista?

) Voidaanko B aina valita ylld mainitulla tavalla?

) Péteeko aina sivu-kulma-sivu -sdanto?

P P

3
4
5
6
7
8
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(9) Onko ABQP valttamatta suora?
(10) Ovatko QB ja QA vilttamétta vastakkaisia?

Kehitimme geometrista késitteistod niin, ettd voimme vastata nédihin kysy-
myksiin ja siten tarkastaa, onko Legendre’in todistus pétevi. Osoittautuu, etté
yhdeksdin kysymykseen voidaan vastata myontévisti, yhteen ei. Se yksi kaataa
koko todistuksen. Parhaiden salapoliisitarinoiden perinteiden mukaisesti murhaaja
paljastuu vasta lopussa — syyttomié 16ytyy pikkuhiljaa tarinan edetessé.

Kommentteja Fukleideen aksioomista.

(EA1) Miki on piste, suora, jana? Mité tarkoittaa, ettd suora kulkee jonkin pisteen
kautta tai ettid yksi piste on kahden muun vilissd?

(EA2) Mitéd tarkoittaa, ettd janat ovat saman pituisia?

(EA4) Mita tarkoittaa kulmien yhtédsuuruus? Miké on suora kulma?

Nami asiat kaipaavat lihempéd tarkastelua. Todistaessaan teoreemojaan (joita yh-
teensé on 465 kpl.) Eukleides harhautui toisinaan kuvien johdattelemana pitdméin
joitakin asioita itsestéddnselvind huomaamatta sité itse. Kuviohan on usein oikein
hyva apu todistuksen keksimiselle, mutta todistuksessa sithen vetoaminen ei ole ma-
temaattisesti oikea tapa, ja piirretty kuva on sitd paitsi toisinaan harhaanjohtava,
silld se ei aina kata kaikkia mahdollisia tapauksia. Itse asiassa Eukleideen lauseet
eivit tarkkaan ottaen seuraa hinen aksioomistaan, vaan Fukleides pitdé itsestéin-
selvind erditd muitakin asioita nimedméttd niitd erikseen. Jotta nykyaikaisessa
mielessd tiukan matemaattiset todistukset voitaisiin tehdé, tiaytyy Eukleideen si-
néinsé tervettd aksioomajirjestelmié laajentaa ja tarkentaa. Parannusesityksid on
lukuisia; seuraavassa tutustumme Hilbertin aksioomajdirjestelmddn. Hilbert'C esitti
aksioomansa laajassa teoksessaan Grundlagen der Geometrie vuonna 1902.

10DAvID HILBERT 1861-1943. Saksa
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IT Hilbertin aksioomajirjestelmé

2.1. Aksiomaattisesta menetelmisti.

Miké on matemaattinen todistus? Kuinka todistetaan, ettd jokin lause T on
tosi? Sovimme, ettd T on todistettu oikeaksi, jos on loydetty yksi tai useampi
lause T, jotka tiedetéifin todeksi, ja jos niistd lauseista T’ yhdessi seuraa lause
T #arelliselld médrdlla loogisia padttelyji. Kuten matemaatikot yleensdkin (jos-
kaan eiviit aina) tyydymme téssé kirjassa intuitioomme siité, mitkd ovat loogisia
péittelyjé eli oikeiden pédttelysadntojen oikein soveltamista. Jotta tosiksi tiedet-
tyjen lauseiden joukko olisi muutakin kuin kokoelma tautologioita (esim. ”sataa
tai ei sada”) seurauksineen, on oletettava joitakin lauseita tosiksi. Niitd sanotaan
aksioomiksi eli selvioiksi. Eukleideelle selviot olivat itsestéddnselvisti tosia, niitéd ei
tarvinnut perustella. Niiden koettiin myos kuvaavan ”todellisuutta”. Nyttemmin
selviot eivit olekaan aina itsestédénselvid, vaan saattavat abstraktisuudessaan vai-
kuttaa intuitiostamme ja kokemuksestamme irrallisilta tai jopa niiden vastaisilta.
Hyperbolisen geometrian paralleeliaksiooma on sellainen (”suoran ulkopuolisen pis-
teen kautta kulkee ainakin kaksi sen kanssa yhdensuuntaista suoraa”). Aksioomien
pitdminen tosina on myos yhd useammin vain metodologista: halutaan rakentaa
teoria, joka perustuu joillekin aksioomille, minké jdlkeen sitten arvioidaan valittujen
aksioomien hyviksyttavyyttd, hedelmillisyytté tai totuutta rakennetun teorian pe-
rusteella. Jonkin fysiikan teorian muodostaminen ja testaaminen on yksi esimerkki
tillaisesta ajattelutavasta: jos jokin seurauslause on vastoin havaintoja, on syyté
epdilld ainakin jonkin aksiooman olevan havainnoitavassa maailmassa epétoden.
Ajatus aksioomien metodologisesta totuudesta vie vield pidemmélle: aksioomilla
el tarvitse olla totuusarvoa (tosi, epétosi) lainkaan, on vain joukko lauseita, joista
tiettyjen padttelysddntojen avulla johdetaan toisia lauseita. Jos moraalikésityksid
esitetdin aksiomaattisesti, ollaan téllaisessa tilanteessa, silld vallitsevan késityksen
mukaan moraaliarvostelmilla ei ole totuusarvoa.

Yksittdisiin aksioomiin ei sindnsd kohdistu mitdén erityisvaatimuksia, kunhan
peruskésitteet (”piste”, "suora”, ...) kirjataan niihin selvisti. Kelvollisia aksioomia
ovat esim. ”jokaisella suoralla on tasan kaksi pistettd”, ”on olemassa suora” tai
”jokaisella suoralla on #ddrettomén monta pistettd”, mutta néitd kolmea lausetta
ei saa ottaa aksioomiksi yhtd aikaa, silli ne ovat ristiriidassa kesken#én ja sil-
loin niistd voitaisiin pédtelld loogisesti mikd hyvinsd lause. Teorian kehittely olisi
mieletontd. Aksioomajérjestelméin tulee siis olla ristiriidaton. Ristiriiddattomuu-
den osoittaminen ei ole useinkaan kovin helppoa, mutta esittelemme siihen keinon
— mallien kdyttdmisen. Aksioomiksi ei yleensé valita tautologioita, vaan sellai-
sia lauseita, jotka logiikan kannalta voivat olla joko tosia tai epitosia. Leibniz!!
kaytti nimitystd mahdollinen maailma. Lause "nyt sataa” on tosi tai epétosi riip-
puen siitéd, olemmeko sellaisessa maailmassa, jossa parhaillaan sataa; jos olisimme
hieman toisenlaisessa maailmassa, jossa olisi juuri nyt tarpeeksi enemmaén tai vi-
hemmén vesihoyryé ilmassa, olisi lauseen "nyt sataa” totuusarvo toinen. Nyky&in
ja erityisesti matematiikassa kiytetddn arkisempaa nimitystéd malli mahtipontisen
"mahdollisen maailman” sijasta. Jos aksioomajirjestelmdllid on edes yksi malli,
jossa kaikki sen aksioomat ovat tosia, on jirjestelmd ristiritdaton. Taméan huomion

N GorTFRIED WILHELM VON LEIBNIZ 1646-1716. Saksa
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perusteella ndytdmme pian, ettd neljd ensimméistd Eukleideen aksioomaa ovat ris-
tiriidattomia konstruoimalla yhden konkreettisen mallin, jossa ne kaikki ovat tosia.
Mythemmin rakennamme mallin, jossa muutkin aksioomat ovat tosia lauseita.

Loogisessa péaéttelyssd tosista oletuksista ei voida pédtyd epétosiin johtopis-
toksiin, joten teorian jokainen todistettu teoreema on tosi jokaisessa mallissa, jossa
teorian aksioomat ovat tosia. Témé& huomio auttaa toisen aksiomaattisiin jérjestel-
miin liittyvin kysymyksen ratkaisemisessa: Onko aksioomajirjestelmé kyllin laaja,
jotta tietty teoreema T voitaisiin siitd todistaa? Jos onnistutaan muodostamaan
malli, jossa T' on epétosi, vaikka kaikki jirjestelmén aksioomat ovat tosia, ei T:t4
téssé jiarjestelmissé voida todistaa oikeaksi.

Aksioomajirjestelmien tulisi mielelldéin olla minimaalisia eli niissé ei yleensé ha-
luta olevan (ainakaan monia) turhia aksioomia: jos jokin aksiooma voidaan péételld
muista aksioomista, on tyylikkddmpad nimetd se teoreemaksi kuin aksioomaksi.
Paralleeliaksioomasta kiydyssé keskustelussa oli kyse Eukleideen aksioomajérjes-
telmén minimaalisuudesta ja siis epédeuklidisen, tarkemmin sanoen hyperbolisen,
geometrian ristiriidattomuudesta.

Aksioomat sisdltivit peruskdsitteitd (kuten ”suora”, ”piste”,...), joita ei eks-
plisiittisesti mééritelld. Toisinaan sanotaan, ettd aksioomajirjestelmé ”méérittelee
ne implisiittisesti”. Néiden peruskisitteiden avulla maaritelldsdn kaikki muut tarvit-
tavat kisitteet (esim. suorakulmainen kolmio), jotka loogiselta kannalta ovat vain
néppéarid lyhennysmerkint6ja peruskésitteiden komplekseille.

2.2. Hilbertin aksioomat (H1)—(H3).

Téssé luvussa tarkastelemme kolmea ensimméistd Hilbertin aksioomajérjestel-
mén selviotd. Peruskésitteet ovat piste, suora ja suora kulkee pisteen kautta. Il-
maisulla " piste P sisdltyy suoraan ¢” tarkoitamme samaa kuin sanoessamme, ettd
suora ¢ kulkee pisteen P kautta. P#invastaisen ilmaisemme sanomalla, ettd P on
suoran ¢ ulkopuolella. Pisteen ja suoran vilisen relaation ei tarvitse olla sama kuin
joukko-opin P € [. Riittid, etté se toteuttaa Hilbertin aksioomat.!?
Kolme ensimmaéistd Hilbertin aksioomaa ovat:
(H1) Jos P ja @ ovat eri pisteité, niin on olemassa yksi ja vain yksi suora, joka kulkee
sekd P:n ettd (Q:n kautta.
(H2) Jokaiseen suoraan sisiiltyy ainakin kaksi pistetté.
(H3) On olemassa kolme eri pistettd siten, ettd mikdén suora ei kulje niiden kaikkien
kautta.
Ensimmaéinen Hilbertin aksiooma on siis aivan sama kuin (EA1). Jos P ja @ ovat
eri pisteitd, niin (H1):n nojalla voidaan antaa nimi sille yhdelle ja ainoalle suoralle,

>

joka kulkee niiden kautta. Olkoon se P(@). Sovitaan lisiiksi, ettéd jos kirjoitamme

>

PQ), niin oletamme silloin samalla etti P # Q.

Kolmannesta Hilbertin aksioomasta seuraa, ettd on olemassa pisteitd. Tasta
seuraa (H1):n nojalla, ettd on olemassa my6s suoria. Titd pédttelyd ei Eukleideen
aksioomista voi tehda.

12 Aksioomat eivit ollenkaan liity siihen, mité suorat ja pisteet ”ovat”. Aksioomasysteemimme
mallissa voivat pisteet kyllid olla alkioita ja suorat niiden joukkoja — ja usein malli nédin tehd&dén-
kin. Esimerkkeji tulee tuonnempana.
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Nyt on aika kysyé#, ovatko kolme ensimméistd Hilbertin aksioomaa keskenéén
ristiriidattomia. Kéytédmme malleja. Haemme siis edes yhtd mahdollista maail-
maa, jossa (H1)-(H3) ovat tosia. Oletamme tunnetuiksi joukko-opin perusteet ja
lukujoukkojen R ja R™ ominaisuudet.

Malli 1. Tarkastellaan kolmen eri alkion joukkoa {A, B, C'}. Sovitaan, etté pisteitd
ovat Py = {A, B}, P, = {A,C} ja P = {B,C} sekii suoria {1 = {A}, {o = {B} ja
¢35 = {C}. Sanomme, ettd suora ¢ kulkee pisteen P kautta, jos ¢ C P.

Tilloin (H1) pétee: pisteiden P; ja P, kautta kulkee suora ¢; ja se on ainoa
téllainen suora. Muille pistepareille voidaan tehdd vastaava havainto. Myos (H2)
pétee: pisteet P; ja P» ovat suoralla ¢; ja vastaavasti myos suorilla £5 ja f3 on kaksi
pistettd. Lopuksi (H3) pétee: mikddn suorista ¢1,¢5 ja {3 ei kulje kaikkien kolmen
pisteen P;, P, ja Ps; kautta. Niin kaikki kolme Hilbertin aksioomaa toteutuvat,
joten olemme onnistuneet konstruoimaan mallin aksioomajirjestelmille (H1)-(H3).
Taten aksioomat (H1)—(H3) ovat ristiriidattomia.

Malli 2. Tarkastellaan yhd mallin 1 joukkoa, mutta sovitaan — ehké viihén edel-
listd esimerkkid tutummalla tavalla — ettd pisteitd ovat {A}, {B} ja {C}, ettd
suoria ovat {A, B}, {A,C} ja {B,C} ja etté suora ¢ kulkee pisteen P kautta, jos
PCl.

T#llsinkin kolme ensimméistéd Hilbertin aksioomaa toteutuvat (Totea!). Tisté
mallista voidaan piirtda kuvakin:

A B

Kuva 11: MALLT 2

Malli 3. Tarkastellaan neljén eri pisteen joukkoa {A, B, C, D}. Sovitaan, etté pis-
teitd ovat { A}, {B}, {C} ja {D} sekii suoria joukot {A, B}, {A,C}, {A, D}, {B,C},
{B, D} ja{C, D} seki ettd suoran kulkeminen pisteen kautta tarkoittaa samaa kuin
mallissa 2.

Talloinkin kolme ensimmaéisté Hilbertin aksioomaa pétevit (Toteal).
Malli 4. Kuten malli 3 mutta 5 pisteelle.

Malli 5. (Descartesin koordinaattigeometria) Olkoot (koordinaattigeometrian)
pisteet (x,y) € R? ja (koordinaattigeometrian) suorat

{(z,y) e R? ’ (x,y) = (x0,y0) + M, 8), A € R}, , missi

(o, B), (w0,90) € R?, (a, B) # (0,0). Suora ¢ kulkee pisteen P kautta, jos P € 1.
Lineaarialgebran tiedoin osoittautuu, ettd (H1)—(H3) pétevit (Toteal).

Msdritelmé 2.1. Olkoot ¢ ja m suoria. Niitd sanotaan yhdensuuntaisiksi, jos ei
ole pistettd, jonka kautta ne molemmat kulkevat. Merkitsemme télloin £ || m,
muulloin ¢ }f m.
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Huomaa, ettd kun kirjoitamme ¢ || m, niin silloin ilmaisemme myos ettd ¢ # m.
Tamé johtuu aksioomasta (H2).

Tarkastellaan malleissa 1-4 suorien yhdensuuntaisuutta ja edellisessd luvussa
mainittua paralleeliaksioomaa (PAR). Mallissa 1 suoran ¢; = {A} ulkopuolella
on vain piste P; = {B, C}. Sen kautta kulkevat vain suorat o = {B} ja {3 = {C'}.
/5 kulkee suoran ¢, pisteen P; kautta; /3 kulkee suoran ¢; pisteen P, kautta. Siten
/1 ei ole yhdensuuntainen f5:n eikéd /3:n kanssa. Paralleeliaksiooma on mallissa 1
epédtosi — mallissa ei ole ollenkaan yhdensuuntaisia suoria. Mallissa 2 kiy samoin,
siinéikéién ei ole yhdensuuntaisia suoria lainkaan (Toteal!). Mallissa 3 paralleeliak-
siooma pitee (Totea!). Mallissa 4 suoran ulkopuolella olevan pisteen kautta kulkee
periiti kaksi sen kanssa yhdensuuntaista suoraa (Toteal).

Huomautus 1. Loysimme mallin, jossa paralleeliaksiooma ei péde ja toisen, jossa
se pitee. Siten aksioomajérjestelmé (H1)—(H3) on lilan suppea, jotta parallelliak-
siooma tai sen piteméttomyys voitaisiin siiné todistaa.

Maiaidritelmé 2.2. Sanomme, etti mallilla on

(1) elliptinen paralleeliominaisuus, jos siind ei ole yhdensuuntaisia suoria,

(2) euklidinen paralleeliominaisuus, jos siiné paralleeliaksiooma pitee,

(3) hyperbolinen paralleeliominaisuus, jos jokaista suoraa ¢ ja sen ulkopuolista
pistettd P kohti on olemassa ainakin kaksi suoraa, jotka ovat yhdensuun-
taisia suoran /¢ kanssa ja kulkevat P:n kautta.

Seuraavat lauseet saadaan vilittomasti kolmesta ensimmaéisestd Hilbertin aksioo-
masta. Jitdmme niiden todistamisen harjoitustehtaviksi.

LAUSE 2.2.1. Olkoot ¢ ja m eri suoria, jotka eivdt ole yhdensuuntaisia. Silloin
on olemassa tdsmélleen yksi piste, jonka kautta seké ¢ ettd m kulkevat.

Suorat eivét siis voi olla tdmén niakoisii:

4

B

m

Kuva 12: OuDOT SUORAT

LAUSE 2.2.2. Jokaisen suoran ulkopuolella on ainakin yksi piste.

LAUSE 2.2.3. Jos P on mielivaltainen piste, niin on olemassa ainakin yksi suora,
johon P ei sisélly.

LAUSE 2.2.4. Jokaisen pisteen kautta kulkee ainakin kaksi eri suoraa.

2.3. Hilbertin aksioomat (H4)—(HT).

Tarkastellaan seuraavaa ”todistusta’, jolla yritetddn néyttid, ettéd tasakylkisen

kolmion kantakulmat ovat yhtd suuret. Olkoon AABC' kolmio siten, ettid janat AC
ja BC ovat yhtédsuuret eli AC = BC.
Viite. LA = 4B.
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>

Todistus. Valitaan suora ¢, joka puolittaa kulman £C. Leikatkoon se suoraa AB
pisteessd D. Tillsin kolmioilla AACD ja ACDB on yhteinen sivu CD, LACD =
£DCB (kulman puolittajan ominaisuus) ja AC' = C'B (oletus), joten sivu-kulma-
sivu -sddnnon nojalla kolmioissa kaikki vastinsivut ja -kulmat ovat yhtd suuria,

erityisesti L A = 4 B. O

D
A T B

KuvaA 13: "TASAKYLKINEN KOLMIO”

Kommentteja. Mikd on kolmio, mikd kulman puolittaja? Néméi voidaan toki
maédritelld. Onko kulman puolittaja sitten olemassa? Leikkaako se vilttdmitta

>

suoraa AB. Onko sivu-kulma-sivu -sédénté voimassa? Néihin kysymyksiin voi-
daan vastata myonteisesti, kuten myohemmin teemme, mutta todistuksessa on vield
yksi aukko, joka johtuu kuviosta katsomisesta: mistd tieddmme, ettd piste D on
pisteiden A ja B vilissd? Eihén ole mitdin tietoa, minkd n#koisid suorat ovat;
tilannehan voisi néyttia vaikkapa seuraavalta:

KuvA 14: TASAKYLKINEN KOLMIOKO?

Miké on nyt kolmio AADC? Tissé joudutaan vaikeuksiin! Aksioomat (H1)-(H3)
eivit riitd estdmédn tdmin tapaisten tilanteiden syntymisté, joten tarvitsemme
lisdé aksioomia ja uuden peruskisitteen wvdlissdolo. Merkitddn A x B x C' ja luetaan
se "piste B on pisteiden A ja C wvilissd”. Tiamén kisitteen, yhdessd jo kiyttoon
otettujen késitteiden (suora, piste, kulkee kautta) kanssa, tulee toteuttaa (H1)—(H3)
ja seuraavat vdlissioloaksioomat (H4)—(HT7):

(H4) Jos Ax B *C, niin A, B ja C ovat eri pisteité, joiden kaikkien kautta kulkee

sama suora ja C' *x B x A.

Esimerkki 1. Tarkastellaan vield mallia 5 eli koordinaattitason pisteité ja suoria.
Sovitaan, ettd pisteille A = (a1,a2), B = (b1,bs) ja C = (c1,c2) € R? piitee
Ax Bx*C, jos on olemassa (z9,70) € R?, (o, 8) € R2 . {(0,0)} ja \, i, v € R siten,
etti A< pu<vtai A>pu>vja

(a1,a2) = (x0,%0) + Aa, B),
U

(b1,b2) = (0, %0) + p(e, B),
v(a, B).

(c1,¢2) = (z0,%0) + v(a, B
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Talloin (H4) on voimassa (Toteal).

(Xg'Yo)

/B,// (a,B)

= '

KuvA 15: SUORA KOORDINAATTITASOSSA

Esitdmme seuraavaksi kaksi Hilbertin aksiog)naa liséa:
(H5) Jos A ja B ovat eri pisteité, niin suoralla AB on pisteet C, D ja E siten, etti
CxAxB, AxDxBjaAxBxE.

>

Huomautus 2. Aksiooma (H5) takaa, ettei suora AB piiity pisteeseen A tai B
eiké ole tyhja niiden vélilla:

C A D B E B
KuvA 16: VALISSAOLOAKSIOOMA (H5)

Aksioomasta (H3) seuraa, etté kaikenkaikkiaan on olemassa véhintéén kolme
pistettd. Aksioomat (H4) ja (H5) takaavat, etté jokaisella suoralla on ainakin kolme
pistetté (ja yhteensé siis ainakin seitsemén). Siksi mallit 1-4 eivéit toteuta aksi-
oomaa (H5), sovittiin viilissé oleminen miten tahansa.

Toisaalta aksioomat (H1)—(H5) eiviit vield takaa, ettd millééin suoralla olisi enem-
mén kuin nuo kolme pistettd. Aksioomassa (H5) pisteet C, D ja E voivat nimittéin
olla keskenéén samoja. Suoraan aksioomaa (H5) vastaan rikkomatta voi médritella
vilissdolon vaikka siten, ettd A« B % (' aina, kun A, B ja C ovat eri pisteitd mallin
samalla suoralla. Vasta seuraavana esiteltidvi aksiooma (H6) estédd suoria olemasta
kuvan 17 mukaisia lenkkuja, kun kuvassa viilissdolo tulkitaan niin, ettd kukin piste
on kahden muun vilissd. Vélisséioloaksiooma (H6) tekee siten selvén eron esimer-
kiksi pallogeometriaan, jossa suorien roolissa ovat isoympyrét.

Kuva 17: EI sUORA

(H6) Jos A, B ja C ovat eri pisteité, jotka kuuluvat samalle suoralle, niin yksi ja vain
yksi seuraavista ehdoista on voimassa:

AxBxC, AxCx* B tai Bx AxC.
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Esimerkin 5 malli, tavallinen koordinaattigeometria, toteuttaa aksioomat (H5)
ja (H6). (Toteal!)

Aksioomista (H1)-(H6) seuraa, etté jokaisella suoralla on ainakin viisi pistetta,
mutta niistdkddn ei vield seuraa, ettd millddn suoralla tai edes koko mallissa tar-
vitsisi olla ddrettomin monta pistettd. On mielenkiintoinen harjoitustehtéivi muo-
dostaa #érellinen malli aksioomille (H1)—(H6).

Masdritelméi 2.3. Olkoot A ja B eri pisteité.

(1) Joukkoa
AB: ={C on piste | AxC« B tai C = A tai C = B}

sanotaan pisteiden A ja B wiliseksi janaksi eli janaksi AB.
(2) Puolisuoraksi pisteesti A pisteen B suuntaan sanotaan joukkoa

A_B):ABU{Conpiste | Ax BxC}.

e —— S
A AB B A

w e
5l

KuvA 18: JANA JA PUOLISUORA

Huomautus 3. Aksiooman (H4) nojalla AB = BA. Kun kirjoitamme AB tai E,
sanomme samalla, ettd A ja B ovat eri pisteiti.
LAUSE 2.3.1. Olkoot A ja B eri pisteité. Silloin

(a) ABNBA= AB

(b) ABUBA = {P | AB kulkee pisteen P kautta}.

Huomautus 4. Kohdassa (b) ei voitu kirjoittaa lyhyesti AB U BA = AB, silld
edellinen on aina pisteiden joukko, mitd suora ei Hilbertin jirjestelmén mukaisessa
aksiomaattisessa geometriassa ole; vertaa esimerkkiin 1.

Todistus. (a). Puolisuoran mééritelmén ja huomautuksen 3 nojalla

ABNBA= (ABU{C | AxB+C})n(BAU{C |CxAxB}) =
=ABU ({C|AxB=xC}n{C|CxAxB}) =

—ABU{C | AxB+CjaC+AxB} 2 ABUD = AB.
Tassd muut yht#lot ovat helppoa joukko-oppia paitsi yhtéls (), joka seuraa siité,
etd (H6):n nojalla ei voi olla sekidi A * B« C ettd C' x A * B.
(b), 7C”. (H1):n nojalla A:n ja B:n kautta kulkee vain suora AB, jolloin (H4):n

ja puolisuoran mééritelman mukaan B—1)4 c {P ‘ 1(4—B> kulkee P:n kautta}. Samoin
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AB C {P | BA kulkee Pn kautta}. Siten ABUBA C {P | AB kulkee P:n kautta}.

(b) 72” Olkoon P piste, jonka kautta suora AB kulkee. On osoitettava, ettd

P € ABUBA. Jos P = A tai P = B, on asia selvid. Jos P # A ja P # B,
niin (H6):n nojalla joko P x Ax B, Ax P % B tai A« B x P. Kahdessa ensimméi-

sessé tapauksessa janan ja puolisuoran mééritelmén mukaan P € BA C ABU BA.

_ —  —

Viimeisessi tapauksessa puolisuoran mééritelmén mukaan P € AB C AB U BA.
O

Msasritelmés 2.4. Puolisuoria AB ja AC' sanotaan wvastakkaisiksi, jos B x A x C.

Kuva 19: VASTAKKAISET PUOLISUORAT AB JA AC

>

Kuvasta katsoen néyttiisi ilmeiselté, ettd jokainen suoran BC piste kuuluisi joko

_— —

puolisuoraan AB tai AC. Niin ei kuitenkaan vield aksioomien (H1)—(H6) nojalla
tarvitse olla, vaan on olemassa malli, joka toteuttaa aksioomat (H1)—-(H6), mutta

— _—  —

jossa suoralla BC' on muitakin pisteité, kuin puolisuorien AB ja AC pisteet. Mallin
konstruoiminen jétetddn harjoitustehtéviksi. Téllaisten ihmeellisyyksien vélttéami-
seksi tarvitsemme uuden aksiooman, jonka pitéisi véittdd suunnilleen, ettd ”jokai-
nen suoran piste jakaa sen kahteen puolisuoraan”. Asetamme tulevia tarpeitamme
varten hieman vahvemman aksiooman, joka olennaisesti sanoo, ettd jokainen suora
jakaa tason kahteen puolitasoon.

Msdritelmé 2.5. Olkoon £ suora ja A ja B pisteité, joiden kautta ¢ ei kulje. Sa-
nomme, ettd A ja B ovat samalla puolella suoraa £ ja merkitsemme AB/ tai BA/,
jos A = B tai suora / ei sisilld janan AB pisteitd. Muussa tapauksessa sanomme,
ettd A ja B ovat eri puolilla suoraa ¢ ja merkitsemme B{A tai A(B.

Aﬁ
\'C }

Kuva 20: ABY ja AVC

Huomautus 5. Siis A¢B, jos ja vain jos ¢ leikkaa janaa AB, mutta ei sen péiite-
pisteissé.

(H7) Olkoot ¢ suora sekii A, B ja C pisteitd, joiden kautta suora ¢ ei kulje. TAll6in on
voimassa:
(i) jos ABY ja BCY, niin ACY
(ii) jos A¢B ja BLC, niin ACY.
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B./\.C‘A /\B
¢ e e

Kuva 21: AksioomMA (HT7)

Esimerkki 2. Esimerkin 1 malli (koordinaattitason suorat ja pisteet) toteuttaa
aksiooman (H7). Sen toteaminen suoraan laskemalla on kuitenkin hankalaa, mutta
lineaarialgebran tiedoilla tason siirroista ja kierroista voidaan mielivaltainen tilanne
palauttaa sellaiseksi, ettd tarkasteltava suora on x-akseli. Toki téssd mallissa (HT7)
on intuitiivisesti aivan selvé.

Esimerkki 3. Merkitédin
S:{%\aez,neN}cR.

Joukon S alkiot ovat siis luvut, joiden esittdmiseen 2-jéirjestelméssé tarvitaan vain
adrellinen mésra ykkosié, nollia sekd pilkku. Sovitaan, ettéd pisteet ovat tulojoukon
S? = S x S alkiot, suorat ovat ne joukot (S x S) N, joissa on vihintdin 2 pistetti
ja missi £ on koordinaattitason R? tavallinen suora (ks. esimerkki 1). Pisteen olo
suoralla ja vilissdolo méiritelldsin samoin kuin koordinaattitasossa. Nyt (H1)—(H4)
ja (H6) ovat ilmeisesti voimassa kuten esimerkin 1 mallissakin. Myos (H5) pétee
(Toteal!). Mutta (HT7) ei padde! Jos nimittéin valitaan ¢ = (S x S) N (R x {0}),
A=(1,-1), B=(-1,2)ja C = (1,2),

i

Kuva 22: ESIMERKKI 3

>

niin selvisti BCY, silld suora £ ei leikkaa suoraa BC' eiki siis myoskéidn janaa BC.
Himmastyttavisti myos AB¢: janan AB ja suoran ¢ ainoa mahdollinen leikkaus-
piste on (%7 0), mutta se ei ole tdmén mallin piste, silld % g 5.

Toisaalta ACC, silld (1,0) on sekd suoran ¢ ettd janan AC piste. Siten ABY,
BCY, mutta silti AC, miké on vastoin aksioomaa (HT).

Huomautus 6. Aksiooma (HT7) estéé sen, ettéd suorissa olisi reikié, joiden kautta
ne voisivat kulkea toistensa ldpi toisiaan leikkaamatta; vrt. esimerkki 3. Jaakoon
harjoitustehtéviksi todistaa, ettd aksiooman (H7) ansiosta suorilla on dérettomén
monta pistetta.

Huomautus 7. Suoran ¢ ulkopuolisten pisteiden oleminen samalla puolella suoraa
¢ eli ABY on ekvivalenssirelaatio, ts.

(1) Jos ABY{, niin BA/ (relaatio on symmetrinen).
(2) Aina AA/ (relaatio on refleksiivinen).
(3) Jos AB{ ja BCY, niin ACY (relaatio on transitiivinen).
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LAUSE 2.3.2. Olkoon /¢ suora sekid A, B ja C eri pisteité, jotka eivit sisdlly
suoraan {. Jos nyt AB{ ja BLC, niin ALC
Todistus. Perustelu on sopiva harjoitustehtavi. U

Msiritelmé 2.6. Olkoon ¢ suora ja A piste, jonka kautta ¢ ei kulje. Joukkoa
{P ’ AP/{} sanotaan suoran £ rajoittamaksi pisteen A mddrdidimdksi puolitasoksi.

¢

Kuva 23: PuoLitaso {P | AP(}

LAUSE 2.3.3. Jokainen suora rajoittaa tdsmélleen kahta eri puolitasoa H; ja Ho.
Niille pdtee Hy N Hy = ().
Todistus. Olkoon ¢ suora. On olemassa piste A, jonka kautta ¢ ei kulje (lause
2.2.2), ja toisaalta piste B, jonka kautta ¢ kulkee (H2). Edelleen (H5):n nojalla on
olemassa piste C' siten, ettd A x B x C. Télloin B siséltyy janaan AC, joten ALC.
Erityisesti ¢ ei kulje C':n kautta, joten voidaan mééritelld puolitasot Hy =: {P ‘
AP(} ja Hy: = {P | CP(}, jotka ovat mééritelmén mukaan suoran ¢ rajoittamia.
Koska A € Hy ~\ Hy, niin Hy # Hs. Siten ¢ rajoittaa ainakin kahta eri puolitasoa.
Olkoon Hj kolmas £ rajoittama puolitaso. Siis Hy = {P | DP(}, misss D
on jokin piste, jonka kautta ¢ ei kulje. Nyt joko AD{ tai A¢D. Ensimmaéisessi
tapauksessa aksiooman (H7) kohdasta (i) seuraa, ettd Hs = Hp. Jalkimméisessd
tapauksessa aksioomasta (H7) kohdasta (ii) seuraa, ettd C' D/, josta kohdan (i)
nojalla saamme, ettd Hs = Hs. Niin /:n rajoittamia puolitasoja on enintédn kaksi.
Jos olisi olemassa P € Hy N Hs, niin pitéisi pited AP/ ja C' P/, jolloin suoran
samalla puolella olemisen transitiivisuudesta seuraisi, ettd ACY. Niin ei ole, joten
HiNHy =0. O

LAUSE 2.3.4.

(i) Jos Ax BxC ja AxCx D, niin BxCx D ja Ax BxD.
(ii) Jos Dx Ax B ja Ax BxC, niin Dx AxC jaDx BxC.

Kuvioina lauseen 2.3.4 sisélto on:

A B C B C D
*———eo ——— O e — 0
=

e 0
A C D A B D
Kuva 24: (i)
D A B D A C
e — 0
=
e 0
A B C D B C

Kuva 25: (ii)
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Todistus. Osoitetaan kohdasta (i) johtop#étos B« C x D. Olkoon siis A * B x C' ja
A x C x D. Vilissdiolon mééritelmén nojalla pisteet A, B ja C ovat eri pisteitd ja

myods D eroaa A:sta ja C:std seki kaikki neljd ovat samalla suoralla s = AC. (H3):n

>

nojalla suoran s ulkopuolella on jokin piste E. Merkitédéin ¢ = EC. Lauseen 2.2.1
nojalla suorat s ja ¢ leikkaavat vain yhdessi pisteessid. C' on leikkauspiste, joten
mikdin muu suoran s piste ei ole suoralla ¢, erityisesti siis yksikéidn pisteistd A, B,
D ei ole suoralla ¢. Siis A(D.
/ e
E

Aé/’cb s

Kuva 26: LAUSE 2.3.4

Jos olisi A¢B, niin jana AB leikkaisi suoraa ¢. Ainoa mahdollinen leikkauspiste on
C. Koska A # C # B, niin olisi A * C' * B, mikéi on vastoin aksioomaa (H6), silld
oletuksen mukaan on A x B x C. Tdten ABY.

Lauseen 2.3.2 nojalla B¢D. Siten BD ja /¢ leikkaavat. Ainoa mahdollinen leik-
kauspiste on C. Koska B # C' # D, niin B« C % D.

Johtopiidtos Ax Bx D todistetaan samoin; jétetéin se harjoitustehtiviksi samoin
kuin viitteen (ii) todistaminen. O

Huomautus 8. Vilissdolon kisite vastaa siis intuitiivista késitystdmme pisteiden
jérjestyksestd suoralla. Todistuksessa kiytimme lauseen 2.3.2 kautta aksioomaa
(H7).

Seuraava lause viittéid, ettd jokainen suora voidaan jakaa kahdeksi puolisuoraksi.

LAUSE 2.3.5. Olkoot A, B ja C pisteité siten, ettid Ax BxC, jolloin ne erityisesti
ovat eri pisteitd ja samalla suoralla m. Télloin on olemassa toinen suora ¢, joka
kulkee pisteen B kautta ja joka jakaa suoran m kahteen osaan seuraavasti:

(i) BANBC = BA N BC = {B},

(ii) {P | m kulkee P:n kautta } = BAUBC.
(iii) Jos P € BAj ja P # B, niin PA/,
(iv) Jos P € BC ja P # B, niin PC.

KuvA 27: SUORAN JAKAMINEN

Todistus. Koska A x B+ C, niin (H4):n nojalla pisteet A, B, C ovat eri pisteitd ja
samalla suoralla m = AB. (H3):n nojalla on m:n ulkopuolella jokin piste E. Siten

(H1):n nojalla on olemassa suora ¢ = BE. Lauseen 2.2.1 nojalla se leikkaa suoran
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m vain yhdessé pisteessid. Se on B. Titen ALC.

Osoitetaan (iii). Olkoon P € BA siten, ettd P # B. Niinpd P = A, Bx Px A
tai B x Ax P. Jos olisi P¢A, niin jana PA leikkaisi suoraa ¢. Ainoa mahdollinen
leikkauspiste on B, joten pitisi P *« B « A. Niin ei (H6):n ja (H4):n mukaan ole.
Siten PA{. Kohta (iv) osoitetaan samoin.

Selviisti {B} € BA N BC ¢ BAN BC.
Olkoon P € BAN BC siten, ettd P # B. Nyt kohtien (iii) ja (iv) nojalla PA¢

o

ja PCY, jolloin (H7):n mukaan ACY. Niin ei ole, joten BAN BC C {B}. Kohta (i)
on todistettu.

Olkoon P sellainen suoran m piste, etti P ¢ BA ja P ¢ BC. Silloin puolisuoran
méiritelmin mukaan mikédéin seuraavista ei pide: P € {A, B}, BxPx A, Bx Ax P,
Pe{B,C},BxP«C, BxCx«P. (H6):n ja (H4):n nojalla A« B+ P ja PxBxC.
Siten ACP ja P{C. Aksiooman (H7) kohdan (ii) nojalla ACY?. Niin ei ole, joten

{P | m kulkee P kautta} C BAU BC.

Toisaalta suoran puolisuorat ovat ovat aina suoran pisteiden joukkoja, joten yllé pé-
tee inkluusio myds toiseen suuntaan ja siten yhtisuuruus. Kohta (ii) on todistettu.

OJ
On aika mééritelld geometrian keskeiset kisitteet, kolmio ja kulma.

Masritelméa 2.7.
(1) Jarjestettyd pistekolmikkoa (A, B,C), joka ei sisilly mihinkdé#n suoraan,
sanotaan kolmioksi ANABC. Jos AABC on kolmio, niin sanomme janoja
AB, BC ja CB sen sivuiksi ja pisteitd A, B ja C sen kdrjiks.

(2) Jos AABC on kolmio, niin kulma £ ABC muodostuu puolisuorista BA ja

BC, joita sanotaan kulman £ ABC' kyljiksi. Kylkien yhteistid péitepistetti
B sanotaan kulman AABC' kdrjeksi.

A AABC B A £ ABC B

Kuva 28: KOLMION SIVUT JA KARJET JA KULMAN KYLJET JA KARKI

Huomautus 9. Kun sanomme, ettd ” AABC on kolmio” tarkoitamme, etti pisteet
A, B ja C eivit ole samalla suoralla. Kolmiot AABC ja ADEF ovat samat, jos
javain jos A =D, B=F ja C = F. Yleensi siis AABC # ABCA. Toisaalta
£LABC = ABCA. Emme itse asiassa méiritelleet ”kolmiota” emmeks ”kulmaa”
konkreettisina kuvioina. Niiden kéirjet, sivut ja kyljet ovat pisteité tai pistejoukkoja.

Fukleides k#ytti ilman todistusta ilmeiseltd néayttavida tulosta, jonka mukaan
suora, joka leikkaa jotakin kolmion sivua muualla kuin kéirjessi, leikkaa myos jotakin
muuta sivua. Tadmé voidaan nyt muotoilla ja todistaa tédsmaéllisesti. Tulos on
nimeltiin Paschin lause'® .

13MoRiTZ PASCH 1843-1930. Saksa. Esitti Paschin lauseen aksioomana 1882.
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Kuva 29: PASCHIN LAUSEEN TILANNE

LAUSE 2.3.6 (Pasch). Olkoon AABC kolmio ja { # AB suora, joka leikkaa
sivua AB pisteessid D, A # D # B. Silloin ¢ leikkaa my¢s sivua AC tai BC. Jos
suora ¢ ei kulje kiirjen C kautta, leikkaa ¢ vain toista sivuista AC tai BC.

Kuva 30: PASCHIN LAUSE

Todistus. Jos ¢ kulkee C:n kautta, niin lause pitee. Alkdon siis ¢ kulkeko C':n
kautta. Koska A x D x B ja £ kulkee D:n kautta, niin A¢B.

Nyt joko AC tai ACY. Ensimmaéisessid tapauksessa ¢ leikkaa janaa AC. Silloin
aksiooman (H7) kohdan (ii) nojalla BCY, joten ¢ ei leikkaa janaa BC' ja lause pétee.
Jalkimmaisessd tapauksessa ¢ ei leikkaa janaa AC. Lauseen 2.3.2 nojalla CYB eli ¢
leikkaa janaa BC'. Nytkin lause pitee. O

LAUSE 2.3.7. Olkoot A, B ja C pisteité siten, ettd A x B x C. Silloin

(i) AC = ABUBC
(i) ABNBC = {B}.

Todistus. Kohta (ii) on osa lausetta 2.3.5.

Todistetaan kohta (i). Niytetddn aluksi AC C AB U BC. Olkoon P janalla
AC. Jos P € {A, B,C}, on asia selvi. Olkoot siis A, B, C ja P eri pisteité, jolloin
Ax PxC. (H6):n nojalla joko Px Ax B, A* P x B tai A+ B % P. Ensimméinen
ei kiy, silld muutoin lauseen 2.3.4 kohdan (ii) ja oletuksen A % B x C nojalla olisi
P x A x C, mikéi on vastoin tietoa Ax P x C. Jos Ax P x B, niin P € AB ja asia
on selvii. Jos A *x B x P, niin lauseen 2.3.4 kohdan (i) ja tiedon A * P % C nojalla
Bx P x (|, joten P € BC ja asia on selvi.

Niytetéddn, etti ABU BC C AC. Olkoon P € ABUBC. Jos P=Atai P=C,
on asia selvd. Jos taas P = B, niin oletuksen A x B « C' mukaan P € AC. Olkoon
siis P ¢ {A,B,C}, jolloin A x P x B tai Bx P x C. Ensimmaéisessé tapauksessa
oletuksen A * B * C' ja lauseen 2.3.4 kohdan (i) nojalla A x P x C, joten P € AC.
Toisessa tapauksessa (H4):n ja oletuksen perusteella Cx Bx A ja Cx Px B. Lauseen
2.3.4 kohdan (i) mukaan nyt C'«x Px Aeli P € CA= AC. O

LAUSE 2.3.8. Olkoot A, B ja C eri pisteitéd siten, ettd A« B x C. Télloin E =
AC.
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Todistus. Naytetddn ensin, ettd AB C AC. Olkoon P € AB. Nyt joko P € AB

tai A* B x P. Jos P € AB, niin edellisen lauseen mukaan P € AC C AC. Olkoon
siis Ax Bx P. Jos P = C, on asia selvd. Niinpi oletamme, ettd P # C. (H6):n
nojalla joko P*x Ax C, Ax Px C tai A* C x P. Ensimméinen néisté ei kiy, silld
muutoin olisi C' * A x P, misté tiedon C * B x A ja lauseen 2.3.4 kohdan (i) nojalla
seuraa B x A x P, miki on vastoin oletusta A * B * P. Jos taas A x P % (', niin

P e AC Cc AC. Jos AxC x P, niin suoraan P € A—C)

Niytetéin, ettéi A—é C A_B) Olkoon P € A—é Jos P € {A, B,C}, on asia selvd
suoraan tai oletuksen A * B C nojalla. Olkoon siis P ¢ {A, B,C}. Jélleen on vain
kolme mahdollisuutta: A*x Bx P, Ax Px B tai Px Ax B. Kaksi ensimmé&isté antavat

suoraan P € AB. Jos viimeinen toteutuisi, niin oletuksen A x B * C' ja lauseen 2.3.4
kohdan (ii) nojalla P x A % C, jolloin P ¢ AC. Se ei ky. O

Misiritelmé 2.8. Olkoot A, B ja C' eri pisteité, jotka eivit ole samalla suoralla.
Sanomme, ettd piste D on kulman £ BAC' sisdpuolella, jos DCBA ja DBAC.

De

B A
Kuva 31: KULMAN SISAPUOLI

LAUSE 2.3.9. Olkoot A, B ja C pisteitd, jotka eiviit ole samalla suoralla ja kul-
kekoon suora BC' pisteen D kautta. Télloin D on kulman £ BAC sisédpuolella, jos
ja vain jos B x D x C'.

C
%
B A
Kuva 32: LAUSE 2.3.9

Todistus. ”=". Olkoon D kulman £BAC sisdpuolella, jolloin heti D ¢ {B,C}.

Méaaritelmén mukaan ﬂ ei leikkaa janaa DC' eikd E leikkaa janaa DB. Siten ei
voi olla D % B % C eikd B *« C' « D. (H6):n nojalla on téllsin B * D * C.
7«<”. Olkoon B x D x C. Pisteet B, A ja C eivit ole samalla suoralla, joten

BA # BC'. Niiden suorien ainoa leikkauspiste on lauseen 2.2.1 nojalla B. Toisaalta
(H1):n nojalla BC' = C'D, joten suorien C'D ja BA ainoa leikkauspiste on B. Jos
nyt janalla DC' olisi jokin suoran BA piste, niin se olisi B ja silloin olisi C'x Bx D.

Se on v vastoin oletusta B * D x C, Joten janalla DC ei ole suoran BA pisteitd. Siten
DCBA Samoin péitelldédn, etté DBAC O

LAUSE 2.3.10. Olkoon £ BAC kulma ja D piste sen sisdpuolella. T&lloin:
(i) jos P € AD ja P # A, niin P on kulman £ BAC siséipuolella;
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(ii) jos P+ A% D, niin P ei ole kulman { BAC sisépuolella;
(iii) jos B* A x E, niin C' on kulman £{DAEFE sisépuolella.

B up . .
D D
B A B A E "
0} (i) (iii)
Kuva 33: LAUSE 2.3.10
Todistus. Perustelu on sopiva harjoitustehtavi. U

Maarltelma 2.9. Olkoon A{BAC kulma ja D piste, D # A. Sanomme, ettd puoli-
suora AD on puolisuorien AB ja AC vélissd, jos D on kulman £ BAC sisépuolella.

_ —

Huomautus 10. M#iritelmé on jérkevi: Jos olisi AD = AD’ jollekin toiselle pis-
teelle D', niin edellisen lauseen 2.3.10 kohdan (i) nojalla D ja D’ olisivat yhtdaikaa

kulman £BAC sisdpuolella. Miérittely ei siis riipu puolisuoran AD pisteen D

valinnasta.
o
D C

B A

Kuva 34: PUOLISUORA TOISTEN VALISSA

LAUSE 2.3.11 (Puomilause). Olkoon puolisuora BD puolisuorien BA ja BC
véilissd. T&lloin puolisuora BD leikkaa janaa AC.

Todistus. Tehddin vastaoletus: ﬁ) ei leikkaa janaa AC. Tilloin ei edes suora B(T)
leikkaa janaa AC), silld mahdollinen leikkauspiste P ei voisi olla A eiké C, vaan olisi
niiden viilissd A x P x C'. Lauseen 2.3.9 mukaan P olisi siis kulman £ ABC' sisédpuo-

—

lella. Mutta vastaoletuksen mukaan P ei voisi olla puolisuoralla BD, vaan lauseen
2.3.5 nojalla P x B % D, jolloin lauseen 2.3.10 kohdan (ii) mukaan D ei olisikaan
kulman £C BA sisépuolella. Se on vastoin oletusta.

Olemme todistaneet, etti suora BD ei leikkaa janaa AC, vaan ACBD. Aksioo-
man (H5) nojalla valitsemme pisteen E siten, ettd E x B * A.

Kuva 35: PUOMILAUSEEN 2.3.11 TODISTUS
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Talloin lauseen 2.3.10 kohdan (iii) nojalla piste C' on kulman £ EBD sisédpuolella.

>

Méégritelmén mukaan nyt EC'BD. Koska suoran samalla puolella olo on transitii-

vinen relaatio, niin FABD. Tamé on mahdotonta, silli F * B * A ja BD leikkaa
siten janaa F A pisteessd B. Vastaoletus on siis epiitosi. U

Masédritelmé 2.10. Olkoon AABC kolmio. Merkitsemme sen kulmia lyhyesti
LA = LBAC, AB = LABC ja L£C = LACB. Sanomme, etti piste P on kol-
mion NABC' sisipuolella, jos P on jokaisen kulman £ A, £B ja £C sisépuolella.
Jos piste P ei ole kolmion AABC sisdpuolella eiké ole minkééin sen sivun piste, niin
sanomme, ettd P on kolmion AABC' ulkopuolella.

A B
Kuva 36: KOLMION SISAPUOLI

Huomautus 11. Seuraava lause sanoo, etté kolmion sisdpuolella olevasta pisteesté
alkaavat, kirkipisteisiin suuntautuvat puolisuorat jakavat kaikkien pisteiden jou-
kon tyhjentédviisti seitseméén erilliseen osaan: kulmien sisédpuolella olevien pistei-
den joukkoihin seki puolisuoriin, joista péitepiste on poistettu ja péitepisteeseen.
Otetaan kiyttoon merkinnit néille: Jos ¢ on suora ja A, B ja C' ovat eri pisteité,
jotka eiviit ole samalla suoralla eikd ¢ kulje pisteen A kautta, niin merkitsemme
(huomaa sulkeet):

T = {P | P on piste},
H(l,A) = {P € T | { ei kulje Pin kautta ja AP(},
£(ABC) ={P €T | P on kulman £ABC sisipuolella},
A(ABC) = {P €T | P on kolmion AABC siséipuolella}.

Huomaamme lauseen 2.3.3 avulla:

(i) £(ABC) = H(AB,C)n H(BC, A).
(ii) Jos AB, niin H(¢, A) = H((, B).
(iii) Jos A¢B, niin H({,A)N H(¢,B) =0 ja

H((,A)UH({,B) =T ~ {P € T | { kulkee P:n kautta}.
(iv) A(ABC) = £(ABC) N £(BAC) N £(ACB).

LAUSE 2.3.12. Olkoon AABC' kolmio ja P piste sen sisépuolella. Télloin joukot
Ty = L(APB), T, = L(APC), T3 = L(BPC), Ty = PA~{P}, Ts = PB ~ {P},

—

Ts = PC ~ {P} ja Ty = {P} toteuttavat

T=U_T, ja T,NT;=0 kaikillai,j=1,2,...,7, joillai# j.
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Todistus.

T\ NTy = (H(AP, B) N H(PB, A)) N (H(AP,C) N H(PC, A)) =0,

sills BAPC ja silloin H(fT)P, B) ﬂH(iTP, C) = (). Muut kohdat todistetaan samaan
tapaan. (Huomaa muuten, ettéd lauseen viite ei pdde, jos P on kolmion AABC
ulkopuolella.) O

Lause 2.3.13. Olkoon AABC' kolmio.
(i) Jos P on piste kolmion AABC' ulkopuolella, D on sivun AB piste ja A #

D # B, niin puolisuora PD leikkaa myos sivua BC' tai AC.
(ii) Jos piste P on k01m1on ANABC sisdpuolella ja () on jokin tOmen piste,

niin puolisuora PQ leikkaa jotakin kolmion AABC’ sivua. Jos PQ ei kulje

kolmion AABC minkéén kérjen kautta, niin PQ leikkaa vain yhtéd kolmion
ANABC sivua.

ﬁl

(ii)

Kuva 37: LAUSE 2.3.13

—>

Todistus. Todistetaan ensin viite (i): Paschin lauseen nojalla suora PD leikkaa
t01sta sivuista AC' tai BC jossakin plsteessa R. Osoitetaan, ettd R on puolisuoralla

PD Ainakin R sisiltyy suoraan PD Lisdksi P, D ja R ovat eri pisteitd, silla

jos olisi D = R, niin olisi AB AC’ mikd on mahdotonta, koska AABC on
kolmio. Niinpé tasan yksi seuraavista pétee: Px D x R, Px Rx D tai D x P x R.

—

Kahdessa ensimmaéisesséd tapauksessa lauseen 2.3.8 nojalla PD = PR, ja asia on
selvi. Osoitetaan, ettd tapaus D * P x R ei ole mahdollinen. Jo kuvasta arvataan,
ettd tapauksessa D x P x R taytyy pisteen P olla kolmion sisépuolella — vastoin
oletusta! Osoitetaan se.

B C

Kuva 38: Jos D x Px R, NIIN P ON KULMAN £ BAC SISAPUOLELLA
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R ei ainakaan ole kumpikaan kirjistid A ja B. Jos olisi R = C, niin P olisi lauseen
2.3.9 nojalla kulman £ABC sisdpuolella. Oletetaan siksi, etti R ei ole mikéiin
kirjistd A, B, C. On siis tutkittava enéé vain kaksi tapausta: R on sivulla AC' tai
BC péitepisteet pois lukien, eli A« R+ C tai B *x Rx* C.

Olkoon A x R x C. Tallsin CA = C<*—R> Koska liséiksi E = E jaDxPxR,
niin lauseen 2.3.9 nojalla P on kulmien £ BAC, £DCA ja £ABR sisidpuolella.
Mééritelmén 7 nojalla BP on puolisuorien BA ja BR vilissé, jolloin puomilauseen

2.3.11 mukaan BP leikkaa janaa AR jossakin pisteessid S # A. Koska AR C AC, on
nyt AxS«C. Lauseen 2.3.9 nojalla S on kulman £ ABC sisépuolella, jolloin lauseen

2.3.10 kohdan (i) nojalla myss P € BS on kulman £ ABC sisépuolella. Samoin C'P

—

on puolisuorien C'D ja CA vilissé, jolloin C'P leikkaa sivua AB jossakin pisteessd
T # A. Siten B «T x A, joten T on kulman £BCA sisdpuolella, josta lopulta

P € CT on kulman £BCA sisdpuolella. Niin P on kolmion AABC sisdpuolella
vastoin oletusta. Tapaus B * R x C suljetaan pois aivan samoin; sen jéilkeen (i) on
todistettu.

Todlstetaan viiite ( i): Lauseen 2.3.12 mukaan @) ei voi olla missédéin muualla kuin

suorilla AP, BP tai C’P tai kulmien L APB, L APC' tai £ BPC siséipuolella.
Olkoon aluksi @ kulman {APC sisipuolella. Maééritelmén 7 nojalla Iz) on
puolisuorien P—A ja P—C)’ vilisséd, jolloin lauseen 2.3.11 mukaan P—Q) leikkaa sivua
AC. Jos @ on kulman £APB sisdpuolella, niin }?Q leikkaa vastaavasta syysté
sivua AB. Jos taas @Q on kulman £ BPC sisépuolella, niin P—Q) leikkaa sivua BC.
Olkoon () jokin suoran :E’) piste. Koska P on kulman £BAC sisipuolella,
niin AP leikkaa sivua BC jossakin pisteessd S # B. Koska P on kulman AABC’
siséipuolella, niin lauseen 2.3.9 IlOJaHa A x P xS, JOS Q € PA niin PQ = PA
leikkaa sivuja AB ja AC. Jos Q) € PS niin PQ PS leikkaa sivua BC'. Lauseen
2.3.5 nojalla ei suoralla fT)P ole glita pisteitéi.ﬁmoin niytetdin, ettd P_C)Q leikkaa

jotakin sivua, jos ) on suoran PB tai suoran PC' piste.
Todistetaan lopuksi viitteen yksikésitteisyysosa. Ensinnékin Paschin lauseen ja

lauseen 2.2.1 nojalla suora P(Q leikkaa kolmion AABC sivuja korkeintaan kahdessa
eri pisteessé U ja V. Niille pdtee U x Px V| silld P on kolmion sisépuolella. Lauseen

—

2.3.8 nojalla pisteistd U ja V vain toinen on puolisuoralla P(). Jos tdméi ei ole

kolmion kérki, leikkaa PQ siten vain yhtéd kolmion sivua. Il

2.4. Hilbertin aksioomat (H8)—(H13).

Tdhén mennessé olemme kiiyttineet peruskisitteité piste, suora, kulkee pisteen
kautta ja pisteiden vdlissd. Nyt on aika ottaa kiyttoon vield kaksi peruskésitetta.
Kéytdmme niistd samaa nimitystd yhtenevyys; ensimméinen on relaatio kahden
janan vilill4, jéalkimméinen on relaatio kahden kulman vililla. Merkitsemme en-
simméistd AB = CD ja luemme “janat AB ja CD ovat yhtenevid”. Jalkimméiista
merkitsemme LABC = ADFEF ja luemme “kulmat {ABC ja L DEF ovat yh-
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tenevid”. Namé peruskisitteet vastaavat joissakin konkreettisissa malleissa juuri
janojen pituuksien ja niiden vilisten kulmien yhtésuuruuksia.

—

(H8) Jos A ja B ovat eri pisteitd ja PQ on mielivaltainen puolisuora, niin on olemassa

yksi ja vain yksi piste R € PQ siten, etti AB = PR.

Q

KuvA 39: HILBERTIN KAHDEKSAS AKSIOOMA

Esimerkki 4. Palataan luvun 2.3 esimerkkiin 1 (tason tavalliset pisteet ja suorat).
Olkoot A, B, C'ja D pisteité siten, ettd A % B ja C' # D. Sovimme, etti AB = CD,
jos ||[A — B|| = ||C — D||, missé || - || on tavallinen tason R? normi eli ||(z,y)| =

V&2 +y?. Téllsin (H8) pitee (Toteal).

Esimerkki 5. Muutetaan edellisen esimerkin mallia siten, etté lukusuora R kor-
vataan rationaalilukujen joukolla Q. Pisteet ovat siis tulojoukon Q x Q alkioita,
suorat joukkoja {(xo,y0) + A, B) | A € Q}, missd g, Yo, @ ja B ovat rationaalisia
ja (a, B) # (0,0). Relaatiot mééritelldéin kuten koordinaattigeometriassa. Télloin
aksioomat (H1)-(H7) toteutuvat. (Todista tdmé& harjoituksena. Vertaa myos lu-
vun 2.3 esimerkkiin 3.) Aksiooma (HS8) ei téssd mallissa péide: Jos A = P = (0,0),

B = (1,1), Q = (1,0), niin ||A — B|| = v/2 ¢ Q ja niin ei ole pistettd R € PQ siten,
etti |P — R| = ||A — BJ.

\

A=P o)

Kuva 40: H8-VASTAESIMERKKI

(H9) Janojen yhtenevyys on ekvivalenssirelaatio eli:

(i) AB = AB (relaatio on refleksiivinen).
(ii) Jos AB =2 CD, niin CD = AB (relaatio on symmetrinen).
(iii) Jos AB=CD ja CD = EF, niin AB = EF (relaatio on transitiivinen).

(H10) Jos A« BxC, A'«B'«C', AB= A’B’ ja BC = B'C’, niin AC = A'C".

. : — /C'
A B c B

Kuva 41: HILBERTIN 10. AKSIOOMA
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Esimerkki 6. Esimerkin 4 malli eli Descartesin koordinaattigeometria toteuttaa
Hilbertin aksioomat (H9)—(H10).

Huomautus 12. Aksiooma (H10) sanoo, etté jos yhtenevié janoja sijoitetaan pe-
rakkéin jollekin suoralle, niin niin saadut "summajanat” ovat yhtenevid. Tamé
antaa aiheen seuraavaan mééritelméaén.

Mssritelms 2.11. Olkoon AB jana jan € N = {1,2,...}. Janan AB monikerta
(suuntaan AB ) on janan-AB = AB,,, missi B; = B ja B,,+1 on se yksikisitteinen
piste puolisuoralta AB,,, jolle A *x B, x B,,1+1 ja B,Bp11 = AB.

A B=B; 82 B3 B4 Bn Bn+l

Kuva 42: JANAN MONIKERRAT

Induktioperiaatteen ja (H10):n nojallan- AB =2 n-CD, jos AB >~ CD jan € N.
(Todista!) Seuraavat aksioomat sanovat kulmien yhtenevyydestd suunnilleen samat
asiat, jotka aksioomat sanoivat janojen yhtenevyydesté.

(H11) Olkoon £LABC kulma, D_E) puolisuora ja P piste, joka ei sisilly suoraan ﬁ’

—

Silloin on olemassa yksi ja vain yksi puolisuora DF' siten, ettd FPDE ja
LABC = LAFDE.

Cc

Kuva 43: AksiooMA (H11)

(H12) Kulmien yhtenevyys on ekvivalenssirelaatio.

Esimerkki 7. Esimerkin 5 malli eli koordinaattigeometria toteuttaa aksioomat
(H9) ja (H10). Tidydennetddn sitd méidrittelemélld mallissa kulmien yhtenevyys
siten, etti LABC = AFDEF, jos

(A-B|C-B) (E-D|F-D)
|A-B|| |C—-B|| [E-D||F-D|

missé (- | -) on tavallinen tason R? sisitulo ja || - || on normi, siis ((z,y) | (u,v)) =
ru+yv ja ||(z,y)||* = 2% + y2. Tallsin myos aksioomat (H11) ja (H12) toteutuvat
(Toteal).

Huomautus 13. (H11) vastaa aksioomaa (HS8), samoin (H9) ja (H12) vastaavat
toisiaan. Kulmille voitaisiin asettaa vield janoja koskevaa aksioomaa (H10) vastaava
aksiooma, mutta osoittautuu, ettid vastaava viite seuraa muuhun tarkoitukseen
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vaadittavasta vahvemmasta aksioomasta (H13), jota varten tarvitsemme késitteen
kolmioiden samanlaisuudesta, kolmioiden yhtenevyyden.

Maisdritelms 2.12. Olkoot AABC ja ADEF kolmioita. Sanomme, ettéd ne ovat
yhtenevid kolmioita ja merkitsemme AABC = ADFEF, jos niiden vastaavat sivut ja
kulmat ovat yhtenevid eli AB = DE, BC =2 EF, AC=2 DF, {A= AD, {B=F
ja LC = LF. Muissa tapauksissa merkitsemme NABC 2% ADFEF.

Huomautus 14. Toisin kuin janojen ja kulmien yhtenevyyden yhteydessd on nyt
pisteiden jirjestykselld vilida: voi olla AABC =2 ADEF ja NABC % AEDF,
vaikka vastaavat pistejoukot ovatkin samat. (Samat kéirjet, mutta mahdollisesti eri
jirjestyksessi; samat siséipuolet.)

A B F E

AABC=ADEF ja AABC #AEDF

Kuva 44: KOLMIOIDEN YHTENEVYYS RIIPPUU JARJESTYKSESTA

(H13) (Sivu-kulma-sivu -séints, SKS) Olkoot AABC ja ADEF kolmioita siten,
ettd LA = AD, AB= DF ja AC = DF. Tillsin AABC = ADEF.

Esimerkki 8. Koordinaattigeometria toteuttaa myos aksiooman (H13). (Toteal)

Huomautus 15. Eukleides esitti sivu-kulma-sivu -sdénnon lauseena ja yritti to-
distaa sen aksioomien avulla. Se ei kuitenkaan onnistu, vaan SKS on otettava
aksioomaksi. Sen avulla todistetaan helposti Pappuksen'* mukaan nimetty tulos,
ettd tasakylkisen kolmion kantakulmat ovat ovat yhtenevit. Kéinteinen impli-
kaatio, jonka mukaan kantakulmien yhtenevyys myos takaa tasakylkisyyden, on
myos voimassa samoin ehdoin, mutta kiytdnnossi hankalampi todistaa. Jatdmme
sen harjoitustehtéviksi, joka on helppo, kunhan kiytossd on lause 2.4.9 eli KSK
-sdanto.

LAUSE 2.4.1. (Pappus) Olkoon ANABC' kolmio siten, ettéd AB = AC. Tilloin
AB=LC.

Be oC

KuvA 45: TASAKYLKINEN KOLMIO

14PAPPUS ALEKSANDRIALAINEN 290- n. 350 Egypti.
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Todistus. Tarkastellaan kolmioita AABC' ja AACB. Koska kulmassa ei ole vilid
kylkien jérjestykselld, kulmat L BAC ja £CAB ovat sama kulma £A. (HI12):n
mukaan kulmien yhtenevyys on refleksiivinen relaatio, joten £ A & £ A kummallekin
kolmiolle eli (£A); = (£LA)2, missé alaindeksi 1 viittaa kolmioon AABC ja 2
kolmioon AACB. Oletuksen nojalla AB = AC, joten (AB); = (AC)2 ja (AB)g =
(AC):. Koska janojen yhtenevyys on symmetrinen relaatio, niin (AC); 2 (AB)s.
Néin kaikki sivu-kulma-sivu -séédnnon oletukset ovat voimassa, joten AABC =
AACB ja erityisesti (£B)1 = (LC)q eli £B = £LC. O

Aksiooma (H10) antaa luvan laskea janoja yhteen. Siihen perustuu janojen
vertailu ja viime kidessd myos pituuden kisite. Huomataan aluksi, ettd janoja
voidaan vihent#dé toisistaan seuraavien kahden lauseen merkityksessa.

LAUSE 2.4.2. Olkoot Ax BxC, Dx Ex F, AB = DFE ja AC = DF. Tilloin
BC = EF.

KuvA 46: JANOJEN VAHENNYSLASKU

Todistus. Perustelu jad harjoitustehtéviksi. O

LAUSE 2.4.3. Olkoot Ax B x C ja AC = DE. Tilloin on olemassa yksi ja vain
vksi piste F siten, ettd D« F'x E ja AB = DF.

A‘\’\E\‘B//?:/E

C

Kuva 47: JANAN JAKAMINEN
Todistus. Aksiooman (H8) nojalla puolisuoralla DE on yksikésitteinen piste F' # D
siten, ettd AB = DF'. Riittéé siis osoittaa, etti D x F' x E. Tehdéin antiteesi, ettd

néin ei ole. Silloin joko D x E x F tai F = E, silla F € DE~ {D}. Kummassakin
tapauksessa valitaan P siten, ettd D x F' x P, ja edelleen aksiooman (HS8) nojalla

Re FP~ {F} siten, ettd FR = BC.

B c \\‘P\ \F>‘\\
E R

Kuva 48: LAUSEEN 2.4.3 TODISTUS

Nyt pdtee R € DE ~ {D}, minki p#éttelemme seuraavasti: Lauseen 2.3.8 nojalla

saadaan ensin F'P = F'R ja sitten tiedon D x F'x P nojalla D x F' x R. Nyt voidaan
padtelld D * E % R joko suoraan tapauksessa F' = E tai lauseen 2.3.4 kohdan (i)
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nojalla tapauksessa D x E x F' ja todellakin R € DE \ {D}.
Nyt siis AB = DF ja BC = FR. Koska oletuksen mukaan A x B * C' ja,
kuten ylld todettiin, D x F'x R, niin aksioomaa (H10) kiiyttien saadaan AC' = DR.

Koska oletuksen mukaan AC' = DF ja nyt siis R € DE ~ {D}, niin aksiooman
(H8) yksikésitteisyysviittdmén nojalla onkin R = E. Tamé& on mahdotonta, koska
D« Ex R. Siten D x F' x E. O

Masritelms 2.13. Olkoot AB ja C'D janoja. Sanomme, etté jana AB on lyhyempi
kuin jana CD, jos on olemassa piste E siten, ettd C'x Ex D ja AB = CE. Tilloin
merkitsemme AB < CD.

A‘\.B . ./.E/' D

Kuva 49: LYHYEMPI JANA

LAUSE 2.4.4. Olkoot AB, CD ja EF janoja.

(i) Jos AB < CD jaCD = EF, niin AB < EF.
(ii) Jos AB=CD jaCD < EF, niin AB < EF.
(iii) Jos AB < CD jaCD < EF, niin AB < EF.
(iv) Tasan yksi seuraavista on voimassa:

AB < CD, AB=ZCD tai CD < AB.

Todistus. Perustelu on sopiva harjoitustehtavi. U

Miasdritelmé 2.14. Olkoon £ ABC' kulma ja D x B %« C. Sanomme, ettd kulma
£DBA on kulman L{ABC tiydennyskulma. Jos lisiksi {DBA = L ABC, niin

sanomme, etti kulma L ABC on suora kulma.

D B C D B C
KuvAaT 50 JA 51: TAYDENNYSKULMA JA SUORA KULMA

Huomautus 16. Tdydennyskulman mééritelmé on sikili jirkevi, ettd £ DBA on

—>

myos kulma, silld A ei voi olla suoralla BC' = DB.

Miédritelméstd ndemme heti, ettd kulma on tidydennyskulmansa tidydennys-
kulma, joten voimme sanoa, ettd kulmat K DBA ja L ABC' ovat toistensa tdyden-
nyskulmia. Aksiooman (H12) perusteella suoran kulman tédydennyskulma on suora
kulma.

Seuraava lause sanoo, ettd yhtenevien kulmien tdydennyskulmat ovat yhteneviit.

LAUSE 2.4.5. Olkoot LABC ja {FEFG kulmia seki {DBA ja {HFFE vastaa-
via tédydennyskulmia ja olkoon lisiksi L ABC = LEFG. Tilloin myos £ DBA =
£LHFE.
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A\

D B c PH F s G

KuvAa 52: YHTENEVIEN KULMIEN TAYDENNYSKULMAT

Todistus. Aksiooman (H8) nojalla on olemassa plsteet P, R ja S siten, ettd P € FH
ja FP = BD, R € FE Ja FR = BA SekaS 6 FG ja F'S =2 BC. Lauseen

2.3.8 mukaan FP = FH FR = FE ja FS = FG joten {HFE = £PFR ja
LAEFG = £RFS. Koska AABC’ on kulma, niin AABC’ on kolmio ja vastaavasti
ARFS on kolmio. Oletuksen ja pisteiden R ja S valinnan perusteella voimme
soveltaa SKS-siddntod, jolloin saamme, ettd NABC = ARFS. Erityisesti télloin
(a) LBCA = LFSR ja (b) AC = RS.

Tidydennyskulman mééritelmén mukaan D « B « C ja H x F' x (G, jolloin myos
Px F xS jasiten CB = CD ja SF = SP, joista edelleen { BCA = £DCA ja
LFSR = £PSR. Nyt (H12):n ja (a):n nojalla (¢c) £ DCA = £ PSR. Koska nyt siis
D+«BxCjaPxF xS seki DB~ PF ja BC 2 FS (P ja S:n valinnan takia),
niin aksiooman (H10) nojalla (d) DC = PS.

Ehdot (b), (c) ja (d) yhdessd SKS-sddnnon kanssa takaavat, ettd ADCA =
APSR. Erityisesti télloin LADC = LRPS eli {ADB =~ {RPF (lause 2.3.8) ja
lisiksi AD = RP. Koska vielia DB = PF pisteen P valinnan perusteella, niin SKS-
sddntod saadaan soveltaa myos kolmioihin AADB ja ARPF. Silloin saamme, ettd
ne ovat yhtenevié, jolloin erityisesti {DBA = {PFR. Koska {PFR = {HFFE,
niin viite seuraa aksioomasta (H12). O

Nyt saamme helposti tuloksen, ettd ”ristikulmat ovat yhtenevit”. Seuraavan
lauseen perustelu on helppo harjoitustehtévi.

LAUSE 2.4.6. Olkoon £ ABC kulma ja Dx Bx A sekéi ExB«xC'. Télloin £ EBD =
£LABC.

Kuva 53: RISTIKULMAT

Huomautus 17. Kuten huomautuksessa 16 totesimme, suoran kulman tdyden-
nyskulma on suora. Pitee enemménkin: Lauseen 2.4.7 mukaan jokainen suoran
kulman kanssa yhtenevé kulma on suora. Lauseen 2.4.7 kii&inteinen versio on lause
2.4.14, jonka mukaan kaikki suorat kulmat ovat yhtenevid. Tésséd vaiheessa tdmé
on kuitenkin vaikeampi todistaa kuin lause 2.4.7. Kokeile!

LAUSE 2.4.7. Olkoot LABC' ja £ DEF kulmia siten, ettdi A DEF on suora ja
£LABC =2 LDFEF. Télloin myos £ ABC on suora.
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Todistus. Perustelu on sopiva harjoitustehtavi. O

Msaritelmé 2.15. Olkoot AB ja AC kaksi eri suoraa, jotka leikkaavat pisteessd
A siten, ettd kulma £ BAC on suora. Tilloin sanomme, ettéd suora AC on suoran
AB normaali ja merkitsemme AB 1 AC.

Huomautus 18. Jos suora ¢ on suoran m normaali, niin mééritelmén nojalla myos
m on suoran ¢ normaali.

Nyt voimme todistaa, ettd pisteen kautta kulkee annetun suoran normaali.

LAUSE 2.4.8. Olkoon ¢ suora ja P piste. T:lloin on olemassa suoran ¢ normaali,
joka kulkee pisteen P kautta.

Todistus. On vain kaksi mahdollisuutta: joko ¢ ei kulje pisteen P kautta tai ¢
kulkee P:n kautta. Oletetaan ensin ensimméinen.

e

KuvA 54: NORMAALI SUORALLE KUULUMATTOMAN PISTEEN KAUTTA

Valitaan ensin suoralta ¢ eri pisteet A ja B, sitten suoralta AP piste () siten, etti
PxAx@Q. (H11):n nojalla on olemassa piste R siten, etti QR( ja L PAB = L RAB.

Aksiooman (HS8) perusteella on olemassa S € AR~ {A} siten, ettd AP = AS. Nyt

SRY, silld RS voi leikata suoraa ¢ vain pisteessi A ja ei voi olla A € RS (vrt. lause
2.3.8). Koska RQ/ niin (H7):n kohdan (i) nojalla SQ¢. @:n valinnan nojalla Q¢P,
joten lauseen 2.3.2 mukaan S¢P. Madritelmén mukaan télloin janalla SP on jokin
suoran ¢ piste C. Nyt joko (i) C'= A tai (ii) C # A.

Tapauksessa (i) P x A S ja kulmat &PAB Ja £SAB ovat siten toistensa téy-

dennyskulmia. Lauseen 2.3.8 nojalla AS = AR joten LSAB = ARAB. Siis
£APAB = £SAB, eli £ PAB on yhtenevi tdydennyskulmansa kanssa ja siten suora.

Tapauksessa (ii) on A # C, jolloin APAC ja ASAC ovat kolmioita. Niissé
patee AC =2 AC ja AP AS Lisdksi on voimassa (a) L PAC = £SAC, silld joko

C e AB~ {A} jolloin AC = AB j ja (a) seuraa R:n valinnasta (£SAC = LRAC) tai
sitten C' * A x B jolloin (a) seuraa R:n valinnasta (josta saadaan {PAB = £{SAB)
ja lauseesta 2.4.5.

Nyt siis SKS-sdintod kolmioihin APAC ja ASAC soveltamalla saamme, etté
APAC = ANSAC. Erityisesti L PCA = LSCA. Koska P % C % S, niin nimé ovat

toistensa tidydennyskulmia. Koska ne ovat yhtenevii, on £ PC' A suora ja siten PC
on suoran ¢ normaali.
Oletetaan seuraavaksi, etti suora ¢ kulkee pisteen P kautta.
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¢+ Q
p A

KuvA 55: NORMAALI SUORALLE KUULUVAN PISTEEN KAUTTA

Valitaan piste () siten, etté £ ei kulje sen kautta. Silloin jo todistetun tapauksen
nojalla pisteen ) kautta kulkee jokin suoran ¢ normaali; leikatkoon se suoraa /¢
pisteessd A. Jos A = P, on asia selvii. Olkoon siis A # P. Talloin kulma £ PAQ on
suora. Aksiooman (H11) nojalla on olemassa piste C, jonka kautta ¢ ei kulje, siten,
ettd LCPA = LPAQ. Lauseen 2.4.7 perusteella myos kulma £CPA on suora ja

siten C'P on suoran ¢ normaali. O
Huomautus 19. Lauseen 2.4.8 vahvennus viittid, ettd pisteen P kautta kulkee

vain yksi suoran ¢ normaali. Tdmén osoittaminen on kuitenkin nyt vielé vaikeah-
koa, ja niin jadtdmme sen tehtdviiksi vasta myohemmin kohdassa 2.4.16.

LAUSE 2.4.9 (KSK-s#intd). Olkoot AABC ja ADEF kolmioita siten, etté
L£AZ LD, AB = LF ja AB = DE. Tillosin NABC = ADEF.

B E

Kuva 56: KSK-SAANTO

Todistus. Aksiooman (H8) nojalla on olemassa P € DF~\{D} siten, ettd AC =~ DP.
Osoitetaan, etti P = F, jolloin AC' = AF ja viiite seuraa SKS-sdannosté.

Koska ADFEP on kolmio, saamme soveltaa sivu-kulma-sivu -sééntoéd kolmioihin
ABAC ja AEDP, jolloin ne ovat yhtenevid. Erityisesti {ABC = L DFEP. Ole-
tuksen mukaan LABC =2 LDEF, joten ADEF = KDEP.

Koska P e DF ~ {D} nun F PDE Tallsin (H11):n yksikéisitteisyysosan nojalla
EF EP Siten EF EP ja seka P etta F sisdltyvit tdhian suoraan. Tmsaalta
P ja F sisdltyviit myos suoraan DF # EF7 joten P ja F' ovat suorien DF ja

EF leikkauspisteitd. Koska néitd leikkauspisteitd voi olla vain yksi, niin P = F.
OJ

Seuraava tulos on aksiooman (H10) vastine kulmille, katso huomautus 13.
LAUSE 2.4.10. Olkoot L ABC' ja £ DEF kulmia seké pisteet P ja Q) sellaisia, ettéd

puolisuora BP on puolisuorien BA ja BC vilissd ja vastaavasti puolisuora E(Q) on

puolisuorien ED ja E'F vilisséd. Olkoon vieli {ABP = £ DFEQ ja{PBC = LQFEF.
Tilloin LABC = ADFEF.
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KuvAa 57: AKSIOOMAN (H10) VASTINE KULMILLE

Todistus. Oletuksen ja lauseen 2.3.11 nojalla BP leikkaa janaa AC' jossakin pis-

teessd R siten, ettd A x R« C. (H8):n nojalla puolisuorilla ED, EQ ja EF on
pisteet S, T ja U siten, ettd ES = BA, ET = BR ja EU = BC'. Silloin oletuksen
ja SKS-séddnnon nojalla ASET =2 AABR ja ATEU = ARBC. Erityisesti siis
ABAR = LAEST, {BCR= LFEUT, AR ST ja RC =TU.

Kuva 58: LAUSEEN 2.4.10 TODISTUS

Pyrimme pééttelemédn seuraavaksi (H10):n avulla, ettd AC = SU, jolloin KSK-
sddntod voitaisiin soveltaa kolmioithin AABC ja ASEU. Tiassd on kuitenkin se
vaikeus, etti emme tiedi, ovatko S, U ja T samalla suoralla. Kuvassa niin néyttéai
olevan, mutta todistus tarvitaan.

Valitaan piste V siten, ettd V «T U, jolloin LVTE ja AUTFE ovat toistensa téy-
dennyskulmia. Samoin, koska Ax RxC, ovat LCRB ja £ ARB toistensa tiydennys-
kulmia. Koska nyt ACRB = AUTE, niin LUTE = LCRB, jolloin lauseen 2.4.5
nojalla myos LVTE = LARB. Koska ASET = NARB, niin LARB = £STEFE.
Siten LVTFE = ASTE

Koska T € EQ ~{FE}, niin ET EQ Tillsin oletuksen ja lauseen 2.3.11 no Jalla
ET leikkaa j janaa SU ja saadaan SETU Koska pitee V « T * U, niin myos VETU
ja siten VSET Tuo seikka yhdessé kulmien KVT E Ja £STE yhtenevyyden ja
(H11):n yk31ka31ttelsyysosan kanssa antaa, ettd TV = TS.

Piste V 51saltyy suoraan T U ja siten lauseen 2.3.1 kohdan (b) n0Ja11a kalkkl puo-

lisuoran T V' pisteet sisiiltyviit suoraan T U. Sus myos piste S €1 TS T V. Siten

pisteet T', U ja S ovat kaikki samalla suoralla TU . Koska pitee S ETU , niin SxT'xU.
Nyt voidaan padttiaid todistus suunnitellusti. Koska Ax R+« C, ST xU, AR = ST
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ja RC = TU, niin (H10):n nojalla AC' = SU, jolloin kulma-sivu- kulma -s#Annon
n03alla NABC = ASEU Erltylsestl &ABC £SFEU. Koska S € ED ~ {E} ja

U e EF~ {F}, niin ES = ED ja EU = EF. Siten £SEU = ADEF, ja lopulta
saamme L ABC = LDEF. g

Seuraava tulos on lauseen 2.4.2 vastine kulmille.

LAUSE 2.4.11. Olkoot puolisuoria B_1)4 B—]5 B_é ED E—Cé, E_};’ koskevat
oletukset kuten lauseessa 2.4.10. Oletetaan lisdksi, ettd ACABP >~ ADEQ ja
LABC = KDFEF. Télloin APBC = LQFEF.

Todistus. Perustelu on sopiva harjoitustehtava. U
Kuten janoja voidaan myos kulmia vertailla:
Misdritelmé 2.16. Olkoot L ABC ja £ DEF kulmia. Sanomme, ettd kulma £ ABC

on pienempi kuin kulma £ DEF ja merkitsemme { ABC < £ADFEF, jos puolisuorien
ED ja EF vilissid on puolisuora EG siten, ettd L ABC = L{GEF.

Lauseen 2.4.4 vastine kulmille on myos voimassa:

LAUSE 2.4.12. Olkoot LA, B, £C kulmia. Tillsin

(i) Jos £A < 4B ja £B = LC, niin LA < £LC.
(ii) Jos LA = 4B ja £B < £C, niin LA < £C.
(iii) Jos LA < 4B ja £B < £C, niin £A < £C.
(iv) Tasan yksi seuraavista pitee: LA < LB, {A=4AB tai 4AB<A{A.

Todistus. Perustelu on sopiva harjoitustehtavi. U

LAUSE 2.4.13 (SSS-siaénts.). Olkoot AABC ja ADEF kolmioita siten, ettd
AB= DE, BC =2 EF jaCA=FD. Tilloin NABC = ADFEF.
Todistus. Valitaan piste P siten, ettd P x D % F ja edelleen (H11):n nojalla piste

Q sﬂzen etté PQDE ja £LQDE = AC’AB Olkoon edelleen (H8):n mukainen plste
R € DQ 81ten ettd DR = AC. Nyt PDEF joten lauseen 2.3.2 nmalla QDEF
Koska R € DQ N~ {D}, niin QRDE ja lauseen 2.3.2 nojalla myos RDEF Siten
suora DE leikkaa janaa RF' jossakin pisteessd S, joka toteuttaa ehdon R x S x F'.

KuvA 59: SSS-SAANTO
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Nyt on vain viisi mahdollisuutta: (a) S+ D * E, (b) S = D, (¢) D* S * E, (d)
S = FE tai (e) D x E x S. Kaikissa niissé tapauksissa saamme oletuksen, pisteen
R valinnan ja SKS-sédéinnon avulla, ettdi AABC =2 ADFER. Erityisesti BC' = ER,
jolloin oletuksen ja (H9):n nojalla EF = ER. Toisaalta oletuksen ja R:n valinnan
nojalla DR = AC' = DF, joten (H9):n nojalla DF = DR.

-
o

KuvA 60: TAPAUKSET (a) JA (b)

Tapaus (a) eli S« DxE. Nyt S # E jasiten AF RE on kolmio. Koska EF = ER,
niin lauseen 2.4.1 nojalla (x) {FRE = L RFE. Vastaavasti S # D, joten AFRD on
kolmio, jossa DF' = DR, jolloin lauseen 2.4.1 nojalla (%) L{FRD = L{RFD. Koska
RxS*F, niin {FRE = LSRE. Toisaalta S x D x E, joten lauseen 2.3.9 HOJalla D

on kulman £ SRE = {FRE 51sapuolella eli RD on puohsuorlen RF ja RE vilissi.

Vastaavasti péitellddn, ettd F D on puolisuorien F R ja FE vilissd. Nyt seikkojen
(*) ja (*x) seké lauseen 2.4.11 nojalla L DFE = L DRE. Koska AABC =2 ADFER,
niin L DRE = LACB ja siten (H12):n mukaan LACB = {DFE. Nyt oletus
yhdessd SKS-séénnon avulla antaa, etti AABC = ADEF.

Tapaus (b) eli S = D: Nyt Rx D x F, jolloin {DFE = LRFFE ja {DRE =
£FRE. Kuten tapauksessa (a) nihdéén, ettd L RFE = LFRE, joten {DFE =
£DRE. Tasti viiite seuraa kuten tapauksessa (a). Tapaus (c) eli D S* E: Samoin
kuin tapauksessa (a) saamume, etta AFRE = ARF E ja LFRD = KRF D, mutta

nyt RF on puolisuorien RD ja RE vilissd sekd F R on puolisuorien F D ja F E
villissé. Téstéd voimme edeté samoin kuin tapauksessa (a) paitsi ettd lauseen 2.4.11
sijasta kiiytdmme lausetta 2.4.10.

F F
D D E=S
R R
© (d)

Kuva 61: TAPAUKSET (c), (d) JA (e)
Tapaus (d) menee kuten tapaus (b); tapaus (e) taasen samoin kuin (a). O

Eukleideen neljéis aksiooma lausui, ettd kaikki suorat kulmat ovat yhtd suuria.
Tamén voimme nyt muotoilla tédsmiillisesti ja todistaa lauseena (vertaa myos lau-
seeseen 2.4.7 ja huomautukseen 16 sen jilkeen).
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LAUSE 2.4.14. Olkoot kulmat {ABC ja £DEF suoria. Télloin {ABC =
£DEF.

Todistus. Oletetaan antiteesina, etti L ABC 2% L DEF. Tillsin lauseen 2.4.12 koh-
dan (iii) nojalla joko LABC < £DEF tai {DEF < LABC. Merkint6ji tarvit-
taessa vaihtamalla saamme olettaa, ettd L ABC < L DFEF. Valitaan piste () siten,
ettd @Q x E x F, jolloin LDEQ on kulman DEF tidydennyskulma ja siten suoran
kulman mééritelmén mukaan L DEQ = L DEF.

KUVA 62: SUORAT KULMAT OVAT YHTASUURET

Télloin puolisuorien ED ja EF vilissd on puolisuora EG siten, etti {ABC =
AGFEF. Oletuksen ja lauseen 2.4.7 nojalla myos £ G EF' on suora ja siten yhtenevé
tdydennyskulmansa kanssa. Nyt siis G on kulman {DFEF sisdpuolella. Koska
lisiiksi @ * F * F niin lauseen 2.3. 10 kohdan (iii) nojalla D on kulman {GEQ

sisépuolella eli ED on puolisuorien EQ ja EG vilissd. Téten LDEQ < LGEQ.

Tieddmme siis, ettd {GEF = {ABC < ADEF =2 ADEQ < {AGEQ = LGEF,
mistd lauseen 2.4.12 kohtien (i) ja (ii) nojalla saamme, ettd {GEF < AGEF.
Koska toisaalta L{GEF =~ LGEF, niin lauseen 2.4.12 kohta (iii) antaa ristiriidan.
O

Seuraavassa kuvassa on mielenkiintoinen ongelma:

Kuva 63: ”VUOROKULMAONGELMA”

Jos £ || m, niin onko LA = £B? Entd jos LA = £B, niin onko ¢ || m? Voisi
luulla, ettéd kumpikin implikaatio pétisi, ja todistammekin jélkimmaéisen lauseena
2.4.15, mutta Poincarén malli (luku IV) osoittaa, etté ensimmdisté ei voida todis-
taa pelkéstdén Hilbertin aksioomien (H1)—(H13) avulla. Euklidisessa geometriassa
yhtépitavyys kuitenkin pdtee — katso lause 3.1.4.

LAUSE 2.4.15. (Vuorokulmalause) Olkoot ¢ = :E’ja m = 37) kaksi eri suoraa,
t=AB, CtD ja LKCAB = {DBA. Tilloin suorat ¢ ja m ovat yhdensuuntaisia.

Kuva 64: RIITTAVA YHDENSUUNTAISUUSEHTO
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Todistus. Oletetaan antiteesina, ettd ¢ Jf m. Silloin ¢ ja m leikkaavat jossakin pis-

teessd E. Leikkauspiste E ei voi olla suoralla ¢t = :4—)B, joten joko (a) ECt tai (b)
EtC.

Tapaus (a): Valitaan F' € BD siten, ettd BF = AE. Télloin AAEB ja ABFA
ovat kolmioita, jotka oletuksen ja SKS-sédinnon nojalla ovat yhtenevid. Siis erityi-
sesti

(+) {FAB = {EBA.

Koska ECt ja C'tD, niin lauseen 2.3.2 nojalla DtE. Koska D, B ja E ovat suoran
m pisteité, pitee nyt D x B x E. Siten L ABFE on kulman £DBA tidydennyskulma.
Valitaan piste G siten, ettd G x A x C, jolloin £GAB on kulman {CAB tdyden-
nyskulma. Nyt oletuksen ja lauseen 2.4.5 nojalla saamme, etti L{GAB = {ABE.
Télloin seikan (*) nojalla pitee

(xx) AGAB = {FAB.

Koska nyt G x A x C', niin GtC'. Toisaalta CtD, joten GDt. Koska F' € BD, niin
FDtja tallom F Gt Mutta nyt (**) voi (H11):n yksikésitteisyysosan mukaan patea

vain, jos AF AG Siten F' € AG joten F' on suoran ¢ piste. Toisaalta F' € AG
on myos suoran m piste, joten F' on suorien m ja ¢ leikkauspiste. Siten £ = F
(muuten olisi £ = m), mutta se on mahdotonta, silld F'Dt ja EtD.

Tapaus (b) eli EtC: Oletuksen nojalla nyt EDt, joten todistus kiy kuin tapauk-
sessa (a) vaihtamalla merkintoja ((¢, A, C) vs. (m, B, D).). O

Huomautus 20. Lause 2.4.15 tekee helpohkoksi todistaa seuraavan lauseen nor-
maalin yksikisitteisyydesté.

LAUSE 2.4.16. Olkoon ¢ suora ja P piste. Télloin on olemassa yksi ja vain yksi
suoran ¢ normaali, joka kulkee pisteen P kautta.
Todistus. Lauseen 2.4.8 nojalla normaaleja on olemassa ainakin yksi, joten riittds
osoittaa, ettd enempéi niité ei voi olla. Olkoot siis m ja n pisteen P kautta kulkevia
suoran ¢ normaaleja. On néytettéivi, ettdi m = n. Oletetaan antiteesina, ettd
m #n.

Olkoon piste A suorien ¢ ja m leikkauspiste ja B suorien ¢ ja n leikkauspiste.
Nyt on vain kaksi mahdollisuutta: joko (a) A # B tai (b) A = B.

n———e—---""p™

Tapaus (a) Tapaus (b)

KuvA 65: SUORALLA ¢ ON VAIN YKSI NORMAALI PISTEEN P KAUTTA
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Oletetaan aluksi (a) eli A # B. Tilloin A # P # B. Valitaan @ siten, etté
Px AxQ, jolloin P¢Q ja normaalin mééritelmén mukaan kulmat {QAB ja L PBA
ovat suoria. Lauseen 2.4.14 mukaan nyt LQAB = {PBA. Titen lauseen 2.4.15
oletukset toteutuvat ja niin m || n, joten m ja n eiviit leikkaa toisiaan, miké on
ristiriidassa sen kanssa, ettd m ja n kulkevat pisteen P kautta.

Tapaus (b) eli A = B: Nyt A = B = P. Valitaan suoran ¢ piste Q # P
ja suoran m piste R # P sekii suoran n piste S # P siten, ettd RSI. (Mieti,
miksi tdmé onnistuu.) Nyt kulmat LQPR ja £QPS ovat suoria ja siten lauseen
2.4.14 mukaan yhtenevid. Tdm& on aksiooman (H11) yksikésitteisyysosan nojalla

mahdollista vain kun PR = ]?S , jolloin m = PR = PS = n. Ristiriita. ]

LAUSE 2.4.17. Olkoon ¢ suora sekd m ja n sen eri normaaleja. Télléin m || n.
Todistus. Perustelu on helppo harjoitustehtévi. ]

Paralleeliaksiooma sanoo, etté suoran ulkopuolella olevan pisteen kautta kulkee
tésmélleen yksi tuon suoran suuntainen suora. Titd ei voi aksioomista (H1)—(H13)
todistaa. Sen sijaan saadaan heikompi tulos, joka sanoo, etti tuollaisia suoria on
ainakin yksi.

LAUSE 2.4.18. Olkoon ¢ suora ja P piste, jonka kautta ¢ ei kulje. Silloin on
olemassa ainakin yksi suora, joka on yhdensuuntainen suoran ¢ kanssa ja joka kulkee
pisteen P kautta.

Todistus. Perustelu lauseen 2.4.17 avulla on sopiva harjoitustehtéva. ]

Seuraava lause on hyvin térkeid. Se kertoo, ettd kolmion ”ulkokulma on suu-
rempi kuin kumpikaan vastaavista sisikulmista” eli kuvassa £ B < £LACD ja
LA < LACD. Huomaa, etté ei (vilttaméttd) pade £C < LACD.

C D

Kuva 66: ULKOKULMAEPAYHTALO

LAUSE 2.4.19 (Ulkokulmaepéyhtéls). Olkoon AABC' kolmio ja B % C % D.
Télloin

(i) LA < LACD,

(i) £B < LACD.

Todistus. Todistamme ensin kohdan (i). Antiteesi on LA £ LACD, jolloin lau-
seen 2.4.12 kohdan (iii) nojalla pitee joko (a) A{A A{AC’D tai (b) LACD ) < LA.

Olkoon ensin (a) voimassa. Koska hsak81 AB 7é BC A # C, BACD ja

LA = LBAC, niin lauseen 2.4.15 nojalla AB I BC. Se on mahdotonta, koska
nuo suorat leikkaavat pisteessd B.
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Tarkastellaan seuraavaksi tapausta (b) jossa L AC'D < LBAC, jolloin puolisuo-
rien AB ja AC vilissd on puolisuora AE siten, ettd L FAC = LACD. Lauseen

2.3.11 nojalla AE leikkaa janaa BC' jossakin pisteessd F', jolloin B x F' % C ja
AFAC = LFEAC. Koska B xCx* D, niin tallbin lauseen 2.3.4 kohdan (i) nojalla

F+«CxD, joten FACD Koska, lisaksi AF # C’D A#CjaLFAC = LACD, niin

lauseen 2.4.15 nojalla AF [ CD miké on mahdotonta, koska nuo suorat leikkaavat
pisteessé F'.

kohta (i) kohta (ii)

Be B N,

o« F C D - C D

E

G

Kuva 67: ULKOKULMAEPAYHTALON TODISTUS

Todistamme kohdan (ii). Valitaan piste G siten, ettd A x C'x G. Tallsin lauseen
2.4.6 nojalla LACD = £ BCG. Koska kohta (i) on jo todistettu, saamme soveltaa
sitd kolmioon ABAC. Silloin £B < £BCG. Viite seuraa nyt lauseen 2.4.12
kohdasta (i). O

Lause 2.4.19 antaa helposti seuraavan sivu-kulma-kulma -sd&nnon.

LAUSE 2.4.20 (SKK-s#aintd). Olkoot AABC ja ADEF kolmioita siten, etté
AC =2 DF, LA LD ja B = LE. Tilloin NABC = ADEF.

Todistus. Riittdéd osoittaa, etti AB = DE, jolloin viite seuraa KSK- tai SKS-
sddnnostd. Oletetaan antiteesina, ettd AB 22 DE. Nyt lauseen 2.4.4 kohdan (iii)
nojalla joko AB < CD tai CD < AB. Tarvittaessa merkint6ji muuttamalla
((A,B,C) vs. (D,E,F)) voidaan olettaa, ettd AB < DE. Tillsin on olemassa
piste G siten, ettd D x G x E ja AB = DG.

Kuva 68: SKK-SAANNON TODISTUS

Nyt ADFG on kolmio ja SKS-séédnnon nojalla kolmiot ADGF ja AABC ovat
yhtenevid. Niin (x) LDGF = LABC = {DEF. Sovelletaan ulkokulmaepéyhtilod
2.4.19 (ii) kolmioon AFEG, jolloin saamme, koska D * G x E, ettd L F < {DGF
eli (xx) LDEF < £DGF. Lauseen 2.4.12 kohdan (iii) nojalla (%) ja (xx) eivéit voi
olla yht’aikaa voimassa, joten paddyimme ristiriitaan. U

Aksioomana on siis SKS-sééinto ja lauseina olemme todistaneet KSK-, SSS- ja
SKK-sddnnot. Olisiko vield muita? Koulutietojen mukaan KKK- ja SSK-s&dnnot
eivit ainakaan néytd patevin, ainakaan ilman lisdoletuksia.
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LAUSE 2.4.21 (SSK-s#i#ntd suorakulmaiselle kolmiolle). Olkoot AABC ja
ADEF kolmioita siten, ettd £A ja £D ovat suoria. Olkoon lisiksi AB = DFE ja
BC = EF. Télloin NABC =2 ADEF.

Todistus. Perustelu on sopiva harjoitustehtava. U

Lauseen 2.4.19 avulla saamme myos seuraavan tirkeéin tuloksen, joka sanoo, ettd
kolmiossa suuremman kulman vastainen sivu on suurempi ja kidintéen.

LAUSE 2.4.22. Olkoon NABC kolmio. Tilloin BC' < AB, jos ja vain jos LA <

£LC.
/C\

A B

Kuva 69: SUUREMPI KULMA JA SUUREMPI SIVU

Todistus. Tarkastetaan ensin ehdon riittédvyys; olkoon £ A < £C'. On osoitettava,
etti BC < AB. Oletetaan antiteesina, ettd BC £ AB. Lauseen 2.4.4 kohdan (iii)
nojalla tilloin joko (a) BC' = AB tai (b) AB < BC. Tapauksessa (a) saadaan heti
lauseen 2.4.1 nojalla £A = £C, miké on oletuksen ja lauseen 2.4.12 kohdan (iii)
nojalla mahdotonta.

Tapaus (b) eli AB < BC": Tillsin on olemassa piste D Slten etta BxDxC ja

AB = BD. Koska B x D % C, niin AD on puolisuorien AC’ ja AB vilissd, joten
£DAB < LCAB. Koska AB = DB, niin lauseen 2.4.1 nojalla {DAB = L ADB.
Koska C' * D * B, niin saadaan soveltaa ulkokulmaepéyht#lod 2.4.19 (ii) kolmioon
ACD, jolloin seuraa, etti £C < LADB.

Nyt siis £C < LADB = {DAB < LCAB = £A. Tisti seuraa lauseen 2.4.12
kohtien (i) ja (ii) seké oletuksen £ A < £C nojalla ristiriita.

Toiseksi tarkastetaan ehdon vilttdméttomyys. Oletetaan, ettd BC < AB ja
osoitetaan, ettd LA < £LC. Antiteesi on ettd LA £ £C, jolloin lauseen 2.4.12 koh-
dan (iii) mukaan joko (a) LA = £LC tai (b) £C < £LA. Ensimmaéisessé tapauksessa
seuraa lauseen 2.4.9 kohdan (i) nojalla, ettdi AB = BC, miké on vastoin oletusta
lauseen 2.4.4 kohdan (iii) mukaan. Tapauksessa (b) saadaan ehdon jo todistetun
riittédvyyspuolen avulla, etti AB < BC', mikd on my6s vastoin oletusta. O

Seuraava lause on jonkinlainen SKS-siédnnon yleistys

LAUSE 2.4.23. Olkoot L{ABC ja £DEF kolmioita siten, etti AB = DFE ja
BC = EF. Talloin LB < LF, jos ja vain jos AC < DF.

A D

B CE
\’\JF

Kuva 70: SKS-SAANNON YLEISTYS
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Todistus. ”:>” Olkoon £B < £FE. Silloin puolisuorien ED ja EF vahssa on jokin
puolisuora EP siten, ettd £ B = L DFEP. Lauseen 2.3.11 nojalla EP lelkkaa janaa
DF jossakin pisteessi G siten, etta D x G * F Valitaan puolisuoralta EP piste H

siten, ettd FH = BC. Tillsin EG=EP=EH jajoko (a) G=H, (b) ExG+ H
tai (¢) Fx H x G.

Tapauksessa (a) L DEH = ADEP = LABC. Koska lisiksi BC = FEH ja
BA = ED, niin SKS-sédéinnon nojalla ADEH = ANABC. Erityisesti DH =2 AC ja
koska G = H, niin DG = AC'. Koska D * G * F, niin mééritelmén mukaan tilloin
AC < DF.

KuvA 71: LAUSEEN 2.4.23 TODISTUS, TAPAUS a)

Tapaus (b): Pisteen H valinnan nojalla FH = BC, joten oletuksen avulla
saamme, ettd FH = FF ja edelleen lauseen 2.4.1 nojalla L EFHF = L EFH. Koska
ExGx H, niin {GFH < LEFH. Koska D« G x F, niin {DFH = {GFH.

D
A4 T I‘I G H hd P
tapaus (b)

tapaus (c)

KuvA 72: LAUSEEN 2.4.23 TODISTUS, TAPAUKSET b) JA ¢)

Tilloin lauseen 2.4.12 kohdan (i) mukaan {DFH < LFHF. Toisaalta {EFHF =
LGHF,silla ExGxH. Siten {FHF < {DHF. Lauseen 2.4.14 kohdan (ii) mukaan
nyt {DFH < £LDHF'. Tilloin lauseen 2.4.22 soveltaminen kolmioon ADF H antaa
DH < DF. Kuten tapauksessa (a) saamme toisaalta ADEH = AABC, joten
erityisesti DH = AC. T#llsin lauseen 2.4.4 kohdan (ii) mukaan AC' < DF.

Tapaus (c): Kuten tapauksessa (b) saadaan nytkin, etti {EFH = LEHF ja
DH = AC. Toisaalta, koska FE x H * (G, niin lausetta 2.4.19 kolmioon AFHF
soveltamalla saadaan, etti {EFH < £FHG. Vastaavasti samaa lausetta kol-
mioon AFGH soveltamalla saamme, etti {HFG < LFEHF. Tilloin lauseen
2.4.12 kohdat (i) ja (ii) antavat, ettdi LHFG < £LFHG. Koska D % G * F, niin
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LHFG = AHFD ja toisaalta {FHG < LFHD.

Nyt lauseen 2.4.12 kohdan (ii) mukaan {HFD < LFHD. Lause 2.4.22 sovellet-
tuna kolmioon AFHD antaa, etti HD < F'D. Koska HD = AC, niin AC < DF
lauseen 2.4.4 kohdan (i) nojalla.

7<" Olkoon AC' < DF'. Oletetaan antiteesina 4B £ £F. Silloin lauseen 2.4.12
kohdan (iii) nojalla joko (a) LB = LFE tai (b) £LE < £B. Tapauksessa (a) SKS-
sddnnon nojalla AABC = ADEF, joten erityisesti AC' = DF', miki on ristiriita
lauseen 2.4.4 kohdan (iii) mukaan. Tapauksessa (b) saamme jo todistetusta ”=-"-
osasta heti, ettd DF < AC. Ristiriita. O

2.5. Arkhimedeen aksiooma.

Kohdassa 2.6. on tarkoituksenamme maééritelld kisite janan pituus, joka tu-
lee olemaan janaan liittyvéd positiivinen reaaliluku. Janan AB monikerran n - AB
méirittelimme edellisessé luvussa 2.4. (mééritelmd 2.11). Janan pituuden méé-
rittelemme suurin piirtein sanoen siten, ettd valitsemme ensin jonkin janan OI
(mittayksikkdjanaksi) ja sovimme, ettd sen pituus on 1. Jos AB on mielivaltai-
nen jana, arvioimme sen pituutta kiiyttiden janaa OI mittakeppiné ”kokeilemalla”,
kuinka mones janan OI monikerta ensimmaéiseksi peittidéd janan AB. Voi olla, ettd
vaikkapa 4 - OI < AB < 5 - OlI, jolloin sovimme, etti janan AB pituus on jokin
reaaliluku véliltd |4,5[. Tarkemman arvion saamme puolittamalla mittakepin OI
ja arviomalla mittakepin puolikkaiden monikerroilla janaa AB alhaalta ja ylhalta.
Jos AB ei ole yhtenevi jommankumman monikerran kanssa, puolitetaan mittakepin
puolikas ja toistetaan arviointi. Néin saamme janan AB pituudelle arvion tarkkuu-
della 27" mille hyvinsd n € N. Antamalla sitten n — oo saamme reaaliluvun janan
AB pituudeksi. Se voi olla irrationaalinenkin.

Tamé menettely ei vilttdmétta onnistu pelkkien aksioomien (H1)-(H13) avulla.
Ensimmaéinen ongelma tulee heti kun alamme peittid janaa AB janan O moni-
kerroilla. Onnistuuko se aina — tuleeko #érellisestd médristd perikkiin asetettuja
mittakeppejd lopulta pitempi kuin mitattava jana? Eipi vilttamatta tule! Siksi
asetetaan jo Arkhimedeen!® tarpeelliseksi huomaama aksiooma:

(AA) Arkhimedeen aksiooma. Olkoot AB ja CD janoja. Tillsin on olemassa

n € N ja piste F siten, ettd Cx D+ E ja CE = n - AB.

Huomautus 22. Arkhimedeen aksiooma lausuu, ettd annetuille janoille AB ja C'D
on olemassa n € N siten, ettdi CD < n - AB.

Huomautus 23. Esimerkki 1 (tason R? pisteet ja suorat) toteuttaa Arkhimedeen
aksiooman (Toteal).

Ennenkuin maéérittelemme janan pituuden Arkhimedeen aksiooman avulla on
varmistauduttava, etté yksikkojana voidaan yksiselitteisesti puolittaa.

Masédritelmé 2.17. Olkoon AB jana. Sanomme, ettd piste C' € AB on janan AB
keskipiste, jos AC = CB.

Keskipiste C' siis puolittaa janan AB. Onko kaikilla janoilla keskipiste? Voiko
niitd olla useampia? Seuraavan lauseen todistukseen ei tarvita Arkhimedeen ak-
sioomaa.

I15SYRAKUSAN ARKHIMEDES 287-212 eaa. Kreikkalaisten asuttama Syrakusa oli Sisiliassa.
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LAUSE 2.5.1. Jokaisella janalla on yksi ja vain yksi keskipiste.

Todistus. Olkoon AB mielivaltainen jana. Lauseen 2.4.8 nojalla suoralla ¢/ = AB,
A # B, on normaalit n ja m siten, ettd m kulkee pisteen A ja n pisteen B kautta.
m # n, silld muuten olisi m = n = (. Lauseen 2.4.17 mukaan n | m. Olkoon
Q@ # A jokin suoran m piste. Valitaan suoralta n piste R siten, etti BR = AQ ja

—>

ARQ@QB. Tamé onnistuu, silld QB leikkaa suoraa n vain pisteessi B, koska muuten
olisi @B = n ja siten @ olisi myds suoran n piste vastoin tietoa m || n. Edelleen
QABR, silla n = BR jan || m.

Kuva 73: JANAN PUOLITTAMINEN

Koska AR&TB ja QA(B—}%, niin R on kulman {AQB sisipuolella, jolloin Cﬁ% on
puolisuorien @)4 ja Q—B) vilissd, mistd puomilauseen 2.3.11 nojalla seuraa, etté
puolisuora Cﬁ% leikkaa janaa AB jossakin pisteessi C' ja A # C # B. Q # C # R,
sillda @ ja R eivit ole suoran £ pisteitd. Jos pétisi @ x R x C', niin QE%C , jolloin

tiedon AC'BR nojalla olisi ABRQ eli An@), miki on vastoin sité, ettid QAn. Niin
siis @*C'« R ja niin C on nimenomaan janojen QR ja AB eiki pelkistéiin vastaavien
suorien leikkauspiste.

Lauseen 2.4.6 nojalla ristikulmat £ACQ ja £BCR ovat yhtenevit. Kulmat
£QAC ja £CBR ovat normaalin mééritelmén nojalla suoria ja siten lauseen 2.4.14
nojalla ne ovat yhtenevii. Lisiiksi QA = BR, joten SKK-sdédnnon eli lauseen 2.4.20
nojalla kolmiot AACQ ja ABCR ovat yhtenevii. Siten AC = CB.

Todistetaan vield pisteen C' yksikésitteisyys. Olkoot C € AB \ {4,B} ja D €
AB~A{A, B} siten, ettdi AC 2 CB ja AD = DB. Josolisi AD < AC, niin oletusten
ja lauseen 2.4.4 i) -kohdan nojalla olisi DB < CB, jolloin lauseen 2.4.4 ii) -kohdan
mukaan pétisi AB < AB, vastoin lauseen 2.4.4 kohtaa (iii), silld aina AB = AB.
Samoin AC' < AD ei kiy, joten AC = AD. (H8):n yksikésitteisyysosan mukaan
D=2C. O

Janamitan konstruktio.

Valitaan ensin jokin jana OI kiinteéksi yksikkojanaksi. Olkoon sitten AB mie-
livaltainen jana. Lauseen 2.5.1 mukaan janalla OI on jokin keskipiste P, € OI.
Olkoon edelleen P, janan OP; keskipiste ja yleisesti P,11 janan OP, keskipiste
kaikille n € N.

KuvaA 74: MITTAJANAN PALOITTELU
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Lemma 2.5.1. Kaikillan € N pdtee 2" -0OP, = OI.
Todistus. Induktiotodistus. Jos n = 1, niin janan monikerran méiritelmédn mukaan
2-0OP;, = OQ jollekin @ siten, ettid O Py xQ ja OP; = P;Q. Toisaalta keskipisteen
méiritelmin mukaan O Py I ja OP; = Py I. Aksiooman (H8) yksikésitteisyysosan
nojalla télloin I = @, joten 2- OP; = OQ = OI eli viite piitee.

Tehd:isin induktio-oletus, ettd 2% - OP, = OI. Kuten kohdassa n = 1 niihdiiin,
ettd 2 - OPyy1 = OPy, joten

2. 0P = (28-2)-OPyy1 =2 - (2- OPyy) =28 - OP, = O,

missé sovellettiin laskusédntod (mn)-RS = m-(n-RS) jokaisella janalla RS jam,n €
N. Laskusdédnnon todistaminen jad harjoitustehtéviiksi. Nédin induktioperiaatteen
nojalla viite on todistettu. 0

Palataan janamitan konstruoimiseen. Valitaan () € OI siten, ettd OQ = AB.
Talloin Arkhimedeen aksiooman nojalla kaikille n € N on olemassa jokin k € N
siten, ettd OQ < k- OP,. Siten luvut k&, € N ja m,, € R,

kn =min{k €N | 0Q < k-OP,}, my =kn- —

ovat olemassa ja yksikisitteiset. Suoraan méiritelméstid ndemme, ettd m,, > 0
kaikilla n € N, joten reaalilukujono (m,) on alhaalta rajoitettu. Osoitetaan, ettd
se on myos vihenevé, jolloin se tunnetun reaalilukujen taydellisyysaksiooman nojalla
suppenee.

Koska 2-OP,, 41 = OP,, niin k-OP, = k- (2-OP, 1) = (2k) - OP,, 11 jokaisella
k € N. Erityisesti k,, - OP, = (2 k,,) - OP,4+1 ja koska k,:n méiritelmén mukaan
0Q < ky,-OP,, niin OQ < (2k,,)-OP, 1, josta edelleen k,,:n midritelmén mukaan
saamme k11 < 2k,. Tilloin

ki1 _ 2kn _ kn
2n+1 — 2n+1 - 2_n

Mp+1 = = My.

Néin jono (m,,) on viihenevi ja siten seuraavan mééritelmén raja-arvo on olemassa.

Misdritelms 2.18. Janan AB pituudeksi sanotaan reaalilukua

AB = lim m,,.

n—oo

Huomautus 24. Janan pituuden méérittelysséd ei valittu mielivaltaisesti mitééan
muuta kuin jana OI: pisteet Q ja Pi, P, ... médrdytyvit yksikésitteisesti lauseen
2.5.1 ja aksiooman (HS8) nojalla. Jos jana OI valitaan toisin, saadaan yleensi eri
pituus samalle janalle. Jatkossa emme vaihda yksikkdjanaa O, vaan piddmme sen
pysyvdsti valittuna.

Kéaytdmme jatkossa myos edellisen konstruktion merkintoja.

LAUSE 2.5.2. Olkoon AB mielivaltainen jana. T:lléin AB > 0.



46 JANAMITAN KONSTRUKTIO

Todistus. Arkhimedeen aksiooman nojalla on olemassa ¢ € N s.e. O < ¢ - 0OQ.
Télloin
290P, = 0I < q0Q <210Q,

missd viimeinen epéyhtilo seuraa suoraan siitéd, ettd ¢ < 29 Vg € N. Siten
29- 0P, < 27-0Q, josta seuraa, ettd

OP, < 0Q.

(Tassé padttelyssi kiytettiin yleisempéd tulosta k- RS < k-TU — RS < TU,
jonka todistuksen jatdmme harjoitustehtéviiksi.) Toisaalta kaikilla n € N pétee
2" cdotOP,4,, = OP,, minkd voi todistaa induktiolla. Siis

2" . OP,in < OQ Vn €N,

Télloin k - OP,4,, < OQ pétee kaikille £ = 1,2,...,2" ja kaikille n € N. Suoraan
k,:n médritelmén nojalla saadaan nyt

kgin >2"+1 VneN

ja edelleen m,,:n méadritelmén mukaan

kqin _ 2741 27 1
mq+n:2q+n2 9q+n >2q+n_2_q Vn € N.

Siten m,, > 2% Vn > q, joten

1
AB = lim m, > — > 0.
29

O
LAUSE 2.5.3. Ol =1.
Todistus. Nyt @) = I, ja siten 2"OP,, = OQ Vn. Tilloin
k-OP, <0Q@ ,kun k=1,...,2" —1 ja
k-OP, >0Q , kun k > 2" + 1.
Luvun k, méédritelmédn mukaan talloin k, = 2™ + 1. Siten
k211
Mn=on = Ton T T ow
joten
_ 1
I = lim m, = lim (1+2—n) = 1.
O

LAUSE 2.5.4 (Janamitan additiivisuus). Olkoot A, B ja C pisteité siten, ettd
Ax B« C. Talloin

AB + BC = AC.
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Todistus. Olkoot @1, Q2 ja vastaavasti Q3 janojen AB, BC' ja vast. AC mitta-
konstruktiossa kiytettivid pisteitd, siis OQ1 = AB, OQ2 = BC ja OQ3 = AC.
Olkoot vastaavasti k1, k2 ja k2 konstruktiossa kiytettivis lukuja. Olkoon edelleen

R} R2 ja R3 € OI siten, etti

OR! =2kl .OP,, OR2=E2.0P, ja OR:=E:.OP,.

RY R
> Q Q2 Q3 S,

Kuva 75: PITUUKSIEN SUMMA

Valitaan vield S, siten, etti O x R2 xS, ja R2S, = OR}. Tallsin
05, = (k: + k2) OP,.

Témén todistaminen jé&d harjoitustehtéviksi. Koska k,:n médritelmén mukaan
0OQ1 < OR} ja OQ2 < OR2, niin 0OQ3 < OS,,, minki voi perustella seuraavasti:

Valitaan apupisteet X ja Y s.e. O x Ry x X ja O xY x Ry, seki RYX = OQ,
ja YRY = OQ,, missi erityisesti Y:n valinta on mahdollista, koska OQy < OR2.
Tilloin YV x B2 x X ja YR?2 = BC ja R2X = AB. Koska A x B * C, niin téllsin
Y X = AC, tdmé seuraa aksioomasta (H10). Koska OQ; < ORq, niin O x X % S,
ja toisaalta O %Y « X. Tilloin Y. X < OX < OS, ja koska Y X =2 AC = O@Q3 niin
0Q3 < 08, lauseen 2.4.4. nojalla.

Koska siis OS,, 2 (k! + k2)OP, ja OQ3 < OS,,, niin k2 :n misritelmén mukaan
k2 <k + k2.

Toisaalta, jos valitaan T} jaT? € Ol s.e. OT} = (kL —1)OP, jaOT? = (k2—1)OP,,
niin k,:n miiritelmin nojalla OT} < 0Q ja oT? < 0Qs. (Tassd merkinté

<" tarkoittaa ”< tai =7.) Jos valitaan edelleen U, siten, ettd O x T? x U, ja
T2U, = OT}, niin

OU, = ((ky, — 1)+ (k2 —1))OP, ja
oU,, < 0Qs.

(Tamén voi perustella analogisesti edellisen sivun perustelun kanssa. Totea!) Til-
16in k-OP, < OQs kaikille k = 1, ..., (kX —1)+(k2—1), joten taas k3:n méasritelméin
nojalla

k2 > (kp— 1)+ (k2 —1)+ 1=k, + k2 — 1.

n

Siten

(%) ke + ko — 1<k <k, +Fk..
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Télloin
0
—
—_— kL k2 kl k2 1
AP BO= I w0 o = M T 5~ o
kL +k2 -1 () k3 k3 (%) kl + k2
= lim SR D2 AC = lm 2 < lim 2
1 2
= lim 2+ lim % = AB+ BC
n—oo 2N n—oo 2N
Siten AB + BC' < AC < AB + BC, ja viite seuraa. O

LAUSE 2.5.5. Olkoot AB ja CD janoja. Tilloin AB = CD, jos ja vain jos
AB =CD.
Todistus. 1°) Jos AB = C'D, niin mittakonstruktiossa kiytettévé piste () on sama
kummallekin janalle, joten k,:t ja m,,:t ovat samoja ja siten raja-arvokin on sama.
2°) Jos janoilla on sama pituus, niin valitaan ()1 ja @2 siten, ettd OQ; = AB ja
0Q- = CD. Riittdd osoittaa etti Q1 = Q2. Tehdidin antiteesi: Q)7 # Q2. Tilloin
joko O % Q1 * Q2 tai O * Q2 x Q1. Tarvittaessa merkintoja vaihtamalla voidaan
olettaa, ettd O x Q1 * Q. Télloin lauseen 2.5.4. nojalla OQ1 + Q1Q2 = OQ)>, jolloin
lauseen 2.5.2 nojalla OQ; < OQ,. Toisaalta kohdan 1°) nojalla AB = OQ; ja
CD = 0Qs, joten AB < CD, miki on mahdotonta. U

Lauseelle 2.5.4. pétee myos kidédnteinen tulos:

LAUSE 2.5.6. Olkoot A, B ja C eri pisteité siten, ettd AB + BC = AC'. Tilloin
AxBx*C.

Todistus. Jos ei olisi Ax BxC'|, niin olisi kaksi vaihtoehtoa: a) A, B ja C ovat samalla
suoralla tai sitten ne eiviit ole samalla suoralla.

Tapaus a): Joko AxC'xB tai BxAxC. Lauseen 2.5.4. nojalla joko AC+BC = AB

tai AB + AC = BC. Oletuksen nojalla tilloin joko BC = 0 tai AB = 0, mik on
mahdotonta lauseen 2.5.2 nojalla.

Tapaus b): Oletetaan, ettd A, B ja C eivit ole samalla suoralla. Valitaan

D € AB s.e. AD = AC, jolloin lauseen 2.5.5. nojalla AD = AC. Tissd on 3
mahdollisuutta i) A D % B, ii) D = B tai iii) A* B x D.

Tapaus i): Lauseen 2.5.4. mukaan AD + DB = AB, jolloin lauseen 2.5.2 nojalla
AD < AB. Tillsin AC < AB ja oletuksesta saadaan AB 4+ BC < AB, josta
edelleen BC' < 0, miki on vastoin lausetta 2.5.2.

Tapaus ii): Tissi AD = AB, joten AC = AB, ja siis AB + BC = AB ja on
oltava BC = 0 vastoin lausetta 2.5.2.
Tapaus iii): Olkoon siis A % B x D.

e

Kuva 76: TAPAUS iii)
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Koska A, B ja C eiviit ole samalla suoralla, niin AACD on kolmio. Pappuksen
lauseen 2.4.1 nojalla LACD = LADC ja lauseen 2.5.4 nojalla AB + BD = AD.
Toisaalta AB+ BC = AC = AD, joten on oltava BD = BC. T:lloin lauseen 2.5.5.
mukaan BC' = BD.

Myos ABCD on kolmio ja lauseen 2.4.9. nojalla A BDC = £BCD. Koska

AxBxD, niin ABC'D ja aksiooman (H11) yksikésitteisyyspuolen nojalla CA = C'B,
joten A, B ja C ovat samalla suoralla vastoin oletusta. U

LAUSE 2.5.7. Olkoon AB jana ja k € N. Tillsin

k-AB =k -AB.

Todistus. Induktio k:n suhteen: Asia on selvid, jos k = 1. Oletetaan, ettd viiite

on tosi k:lle ja todistetaan se k + 1:lle. Olkoon sitd varten C' € AB s.e. AC' =
k-ABja D se. AxC D ja CD = AB, jolloin monikerran mééritelmén mukaan
AD = (k + 1)AB, lauseen 2.5.4 nojalla AC + CD = AD ja lauseen 2.5.5. nojalla
CD = AB. Induktio-oletuksen avulla saadaan

(k+1)-AB=AD=AC+CD=k-AB+ AB=k-AB+ AB = (k+1)AB.
O

LAUSE 2.5.8. (Kolmioepéyhtls). Olkoon AABC kolmio. Télloin

AC < AB + BC.

Todistus. Valitaan piste D siten, ettd A x B x D ja BC = BD.

A
A B D

Kuva 77: KOLMIOEPAYHTALON TODISTUS

Lauseen 2.4.1 nojalla {BCD = £BDC'. Lauseen 2.5.4 nojalla AB+ BD = AD ja
lauseen 2.5.5. nojalla BD = BC, joten AD = AB + BC'. Koska A x B * D, niin

CB on kulman L ACD sisillé, joten £ BCD < LACD. Téllsin transitiivisuuslau-
seen 2.4.12 nojalla L BDC < L ACD ja saadaan, ettd L ADC < LAC'D. Nyt lause
2.4.22. sovellettuna kolmioon AACD antaa AC < AD. Tihin kiytetidn lausetta
2.5.9, jota tosin ei vield ole todistettu, mutta joka tulee seuraavaksi, ja jonka todis-

tamiseen ei kiytetd todistettavana olevaa lausetta 2.5.8. Tulokseksi saadaan
AC < AD. Siten AC < AB + BC. O

LAUSE 2.5.9. Olkoot AB ja CD janoja. Télloin AB < CD, jos ja vain jos
AB < CD.
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Todistus. 1°) Jos AB < CD, niin voidaan valita E s.e. Cx Ex D ja CE = AB.
T:llsin lauseen 2.5.5. nojalla CE = AB ja lauseen 2.5.4. nojalla CE + ED = CD.
Lauseen 2.5.2 nojalla saadaan silloin AB=CFE < CE + ED =CD.

2°) Oletetaan AB < OD ja tehdisn antiteesi, etts ei pide AB < C'D. Tallsin
lauseen 2.4.12 nojalla joko a) CD < AB tai b) CD = AB. Tapauksessa a) saadaan
kohdan 1° nojalla CD < AB ja tapauksessa b) lauseen 2.5.5. nojalla CD = AB:;
kumpikin vastoin oletusta. Il

Seuraava lause kertoo, etti lauseiden 2.5.3, 2.5.5, 2.5.7 ja 2.5.9 antamat janami-
tan ominaisuudet karakterisoivat sen tdysin, toisin sanoen jos jollakin janamitalla
on nidmé ominaisuudet, sen téytyy olla juuri edellikonstruoitu mitta:

LAUSE 2.5.10. Oletetaan, ettéi AB on janamitta (eli kuvaus janojen joukolta
positiivilukujen joukolle), jolla on ominaisuudet:

a) Ol =1 .
b) jos AB = CD, niin AB =CD
¢) k-AB=k-AB VkeN
d) jos AB < CD, niin AB < CD.
Tilloin valttimiéittda AB = AB.

Todistus. Olkoot pisteet () ja P, seké luvut k,, kuten janamitan AB konstruktiossa,

jolloin erityisesti OQ = AB ja siten OQ = AB oletuksen b) nojalla. Koska kaikilla
n pétee 2" - OP, = OI, niin ehtojen ¢) ja a) nojalla

M OP, =2n 0P, = O = 1,

joten OP,, = 2% T&lloin ehdon c) nojalla pétee kaikilla k

k-OP,=k-OP, = 2%
Lukujen k,, valinnan nojalla
0Q < ky, - OP,
joten ehdon b) mukaan
kn,
0Q <k, -OP, = on”

Toisaalta (k, —1)OP, < 0Q, joten ehtojen b) ja d) nojalla OQ < k, - OP, = k21,
Siten

Antamalla téssd n — oo saadaan AB < OQ < AB ja viiite seuraa. O
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Kulmamitan konstruktio.

Seuraavaksi konstruoidaan kulmamitta. Konstruktio muistuttaa paljolti janami-
tan konstruktiota. Tissd ideana on kiyttdid ”yksikkokulmana” suoraa kulmaa —
sovitaan, ettd sen astemitta on 90°. Puolittamalla toistuvasti suora kulma saadaan
yh& pienempié ja pienempié apukulmia, joilla voidaan sitten approksimoida annet-
tua kulmaa ja saada raja-arvona tillekin mitta. Konstruktiota varten tarvitaan
kulman monikerran ja puolittajan kisitteet.

Olkoon £ ABC kulma. Konstruoidaan pisteet A, As, A3, ... seuraavasti: Va-
litaan ensin Ay = A. Sitten valitaan D siten, ettd D x B x C' ja tédmén jilkeen,
olettaen ettd A,_1 on jo valittu, valitaan kulman £ DBA,,_; sisiltd piste 4, s.e.
£A,BA,_1 = LABC. Sovitaan sitten, ettd kulman LABC n:s monikerta on
kulma £A,BC, ja merkitddn sitd n - ({ABC) tai lyhemmin n{ABC. Tissd on
heti sanottava, ettd pisteen A,, valinta ei vilttdmittd onnistu (Syy nikyy kuvasta,
jossa Ag:n valinta ei enédé onnistu.) ja monikerran méirittely loppuu siihen.

Kuva 78: KULMAN MONIKERTA

Jos A,:n valinta onnistuu, niin syntyvi kulma £ A, BC on (H11):n yksikisittei-
syyspuolen nojalla yksikisitteinen, ja méérittely on jiarkevii, kunhan se siis vain
onnistuu.

Madritellddn sitten kulman puolittaja.

Maidritelmé 2.19. Olkoon L ABC kulma. Puolisuora BT? on kulman £ ABC' puo-
littaja, jos BD on BA:n ja BC:n vilissd ja L ABD = £ DBC.

C

Kuva 79: KULMAN PUOLITTAJA

LAUSE 2.5.11. Olkoon B—l)) kulman £ ABC puolittaja. Télloin monikerta
2. ({DBC) on maééritelty ja 2 - ({DBC) = LABC.
Todistus. Perustelu on sopiva harjoitustehtavi. U

LAUSE 2.5.12. Jokaisella kulmalla on yksikédsitteinen puolittaja.
Todistus. Olkoon £ ABC mielivaltainen kulma. Osoitetaan sen puolittajan olemas-

saolo konstruoimalla sellainen. Valitaan piste D € li? s.e. BA= BD.
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Kuva 80: KULMAN PUOLITUS

Lauseen 2.5.1 nojalla janalla AD on keskipiste, olkoon se E. Tilloin A x E % D,

—

joten lauseen 2.3.9 nojalla BE on puolisuorien BA ja BD vilissd. Janan kes-
kipisteen mééritelmén mukaan AE = ED, joten SSS-sdinnon nojalla saadaan

NABE = ADBE. Erityisesti {ABE =2 {DBFE = {EBC, joten BE on £ ABC'n
puolittaja.

Yksikisitteisyyden osoittamiseksi oletetaan, ettd myos BF on kulman £ ABC
puolittaja ja nédytetdin, ettd BF = BE. Puomilauseen 2.3.11 mukaan BF' leik-

kaa janaa AD jossakin pisteessi G. SKS-sédnnon nojalla AABG = ADBG, joten
AG = DG. Tallsin G on janan AD keskipiste ja lauseen 2.5.1 yksikisitteisyypuolen

nojalla on oltava G = E. Koska G € BF, niin silloin £ € BF, joten BE = BF.
O

Ennen kulmamitan konstruktiota tarvitaan vield yksi aputulos.

LAUSE 2.5.13. Olkoon AABC' kolmio, jossa £B on suora. Olkoon 14.—D> kulman
£ A puolittaja siten, ettd B x D x C. Télloin BD < DC.
Todistus. Valitaan piste F siten, ettd C' * B x E.

Kuva 81: KULMAN PUOLITTAJA JAKAA SIVUN NAIN

Ulkokulmaepéyhtials 2.4.19 sovellettuna kolmioon AABC' antaa {C < £ABE.
Tassd L ABE on suoran kulman £ ABC tidydennyskulma ja siis {ABE = L ABC.
Siten £C < LABC. Lause 2.4.22 sovellettuna kolmioon AABC' antaa télloin
AB < AC. Tamén perusteella voidaan valita F' siten, ettid Ax F «C ja AF = AB.
Koska AD on kulman £ F'AB puolittaja, on L FAD = £ DAB. Tilloin SKS-sdénto
antaa AFAD = ABAD. Erityisesti {AFD = LABD ja BD = FD (x). Koska
oletuksen mukaan £ ABD on suora, niin lauseen 2.4.7 nojalla myts £ AF'D on suora
ja siis myos sen tdydennyskulma £C'F'D on suora ja lauseen 2.4.14 nojalla LC'F D =
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£ABC. Koska, kuten ylla todettiin, £C < £LABC, niin saadaan £C' < LCFD.
Sovelletaan nyt uudelleen lausetta 2.4.22, télld kertaa kolmioon AFCD ja saadaan
FD < DC. Téllsin on (x)m nojalla BD < CD. O

Varsinainen kulmamitan konstruktio: Valitaan ensin jokin kiinted suora
kulma £ KOI, jossa lisiksi KO = OI. Tillainen on olemassa lauseen 2.4.16 nojalla.

Olkoon sitten £ A mielivaltainen kulma. Valitaan P siten, etti K PE ja LA =
£POI. Lauseen 2.5.12 nojalla £ KOI:1la on puolittaja, olkoon se OB;. Edelleen
£ B101I:1la on puolittaja, olkoon se OBy jne.

Ke

[ ]

>

O

KuvA 82: KULMA JA KULMAN MITTAUSPALASET

Induktiolla voi todistaa, ettd 2" - (LB, OI) = L KOI. Témén jitdmme harjoitus-
tehtéviksi; vertaa vastaavaan konstruktioon janamitan osalta. Edelleen induktiolla
voidaan todeta, ettd monikertaa 2"+ . (4B, OI) ei voi en#s méaéritelld (vaan tulos
olisi ”oikokulma”), mutta kaikki alemmat monikerrat saadaan mééritellyksi, siis
k - (£B,OI) on mééritelty, jos ja vain jos k = 1,...,2""t — 1. Mairitellddn nyt
kaikille n € N

b — { 0, jos £B,OI £ LPOI
" | max{k € {1,2,...,2"*" — 1} | k- (£B,0I) < £POI} muuten.

Asetetaan edellen m,, = k,/2™ € R. (Vertaa vastaaviin médrittelyihin janami-
tan konstruktiossa, téissi siis luku k,, kertoo kuinka monta kertaa £ B, OI mahtuu
kulman POI sisille.) Osoitetaan, ettd ndin médritelty reaalilukujono (my,)nen
suppenee. Tunnetusti tdtd varten riittdéd osoittaa, etté se on kasvava ja ylhailta
rajoitettu. Suoraan mésritelmssti niakyykin, ettd k, < 2"t — 1 kaikilla n, joten

ky, < ontl _q

S SN
on = 5 < Vn

My

ja siis (m,,) on ylhdilté rajoitettu, joten riittéé tarkastaa sen kasvavuus.
Lauseen 2.5.11 mukaan 2(4£B,,1101) = £B, 01, ja induktiolla ndhd&én, etti

2k(£ B, 10I) = k(4B,,0I) Yk=1,...,2""" —1.
Luvun k,, mé#ritelmin mukaan talloin k,41 > 2k, ja edelleen

Butt o 2k ka _
ontl = gntl g = M

Mnp4+1 =

joten (m,,) on kasvava.
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Néin ollen (m,,) suppenee kohti jotakin reaalilukua lim,, m,, € R. Sanomme, etti
luku
(£A)° =90 - limm,,

on kulman £A astemitta. Tamé médritelmé on jiarkevd samoista syistd kuin jana-
mitan médritelmakin.

LAUSE 2.5.14. Olkoon £ A mielivaltainen kulma. Télloin (£LA)° > 0.

Todistus. Todistuksen juoni on sama kuin janamitan tapauksessa. Pienté lisdhan-
kaluutta tulee kuitenkin siitéd, ettd Arhkhimedeen aksiooma ei puhu kulmista vaan
janoista ja kulmat joudutaan ennen sen kiyttod korvaamaan janoilla.

Nimetadn aluksi apupisteet ja -luvut kuten edelld kulmamitan konstruktiossa.
Koska (m,,) on kasvava jono ja (m,) > 0, niin riittdd osoittaa, ettd jokin luvuista
m, eroaa nollasta, mihin riittdd se, ettd jokin k,, on nollasta eroava, miki taas
pitee, kunhan 4B, OI < APOI jollekin n. Jos £B,01 < £PQOI, niin asia on
selva. Jos £B10OI = £POI, niin £B;0I < £POI ja asia on taas selvi. Voi-

daan siis olettaa, ettd L POI < £B101. Koska OB; on L KOI:n puolittaja, niin
AKOB; = £B10I ja tilloin £ POI < £ KOB;. Siten kulman £ KO B sisilli on

puolisuora OQ) s. e. £LQOB, = L POI.

K
Al A2 o
//3

o

>l|

o]

Kuva 83: KULMAMITAN POSITIIVISUUS

Puomilauseen 2.3.11 nojalla O§1 leikkaa janaa KI. Olkoon leikkauspiste Ay. Vas-
taavasti OQ) leikkaa janaa K Ag; olkoon leikkauspiste R. Olkoon edelleen

kulman £ KOAg puolittajan ja K Ag:n leikkauspiste Ay

kulman £A;0Aq puolittajan ja A Ag:n leikkauspiste Ao

kulman £ A50A( puolittajan ja A3 Ag:n leikkauspiste As

... ja yleisesti

kulman £ A, _10Aj puolittajan ja A, _1Ag:n leikkauspiste A,,.

Selviisti A,,_1 % A, x Ag kaikillan. Nyt {KOAg = £B101, silla OAg = OB on kul-
man £ KOI puolittaja, joten ndiden ”puolitetut kulmat” £A;04y ja £BsOI ovat
myos yhtenevit. Tamén perustelu on sopiva harjoitustehtéivi. Edelleen nédidenkin
"puolikkaat” ovat yhtenevit keskenéin jne. Induktiolla saadaan:

(%) LA, OA) = 4B, 1101 Vn
Koska alunperin ldhdettiin siitéd, ettd OK =2 OI, niin SKS-sdédnnon avulla saadaan

AKOAg =2 AIOAy. Erityisesti L KAqgO = LT1AyO. Koska K * Ag * I, niin nimé
ovat toistensa tdydennyskulmia ja siten £ K AyO on suora. Sovelletaan nyt lausetta
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2.5.13 kolmioon AOApK ja saadaan AgA; < Ay K. Vastaavasti kolmiosta AOAgA;
saadaan AgAs < Az A; jne. Yleisesti

AoAn < ApAn_1 Yn=23,...

Tilloin lauseen 2.5.9 nojalla AgA; < A1 K ja AgA, < A,A,_1 VYn =223,...
Siksi lauseen 2.5.4 nojalla 240A; < AgA; + A1 K = AgK ja yleisesti 2404, <
ApA, + A A1 = AgA,_1 VYV n=223,... Tistd saadaan induktiolla

2”A0AH<A0K \V/’I”L:2,3,

Palataan tarkastelemaan pistettd R. Arkhimedeen aksiooman nojalla on olemassa
luku m € N, jolla AgK < mAgR. Valitaan n niin suureksi, ettd 2 > m, jolloin
saadaan

2"Ag A, < AgK < mAgR < 2" AgR,

joten 2" AgA, < 2"ApR. On sopiva harjoitustehtévii osoittaa, etté tésti seuraa

ApA, < AgR. Koska sekd A,, ettd R ovat puolisuoralla AgK, niin tdméi merkitsee,
etti Ag x A, * R. Taméi taas lauseen 2.3.9 mukaan aiheuttaa sen, ettd £A,,OAy <
£ROAy. Aikaisemmin kohdassa () todettiin, etti £A,0Ag = £B,+101 kai-
killa n, ja toisaalta R:n valinnan nojalla pidtee L ROA = L POI. Niistd piitel-
lddn £ B, 1101 < LPOI, mikd on juuri sitd, mitd todistuksen alussa haluttiinkin.
O

LAUSE 2 5.15 (Kulmamltan additiivisuus). Olkoon L ABC mielivaltainen

kulma ja BD kylkien BA ja BC valissa. Telloin (LABD)° + ({DBC)°® =
(LABC)®.

Todistus. Olkoot pisteet P, P? ja P3 seki luvut k!, k2 ja k3 kulmamitan konstuk-
tiossa kiytettyjd vastaten kulmia L ABD, £ DBC' ja AABC téssd jarjestyksessi.

3
p! j
p2
i (k1+kd)(<4B O 1)
Ka(BO ) { k2(<BO ) 0"
o) | e} | o |

Kuva 84: KULMAMITAN ADDITIIVISUUS
Lukujen k,, mééritelmén mukaan
kL (£B,0I) < £P'OI
ja
k2(£B,OI) < £P?*Ol.

Taten
(kL + k2)(£B,0OI) < £P30I.
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Tamén tarkka perustelu jida harjoitustehtiviiksi. Se menee samaan tapaan kuin
lauseen 2.5.4 todistuksen vastaava kohta. (Huomaa, ettéd tdmé on tdmén todistuk-

_  —

sen ldhes ainoa paikka, jossa tarvitaan oletusta " BD on BA:n ja BC:n vilissd”.)
T&lloin, edelleen k,,:n médritelmén mukaan

k2 > k) + k2.
Toisaalta taas k} + 1:lle pitee
(kX +1)(£B,0I) £ £P*OI

ja vastaavasti
(k2 +1)(£B,0I) £ £P?0l,

joten voidaan padtelld, etté
((kp + 1)+ (k2 +1))(£B,0I) £ £P*OL.

Tamai jad harjoitustehtiviksi. Tistd seuraa lukujen k,, méiritelmin mukaan k2 <
(kL +1) + (k2 + 1), eli, koska kyse on kokonaisluvuista, k3 < k! + k2 + 1. Nyt siis
kL + k2 <k3 <kl+kZ+1,joten

kL L k2 k:3 k;l n 1

on T ogn = 2” - 2” 2n’
Antamalla n — oo saadaan ({ABD)°® + ({(DBC)° < ({LABC)° < (LABD)° +
(LDBC)° ja viite seuraa. O

LAUSE 2.5.16. Olkoot L{ABC ja A DEF kulmia. Télloin { ABC =2 L DEF, jos
ja vain jos ({ABC)° = ({DEF)°.

Todistus. 1° Jos L ABC = £DFEF, niin mittakonstruktiossa kiiytettivit pisteet P
ja siten myos luvut &k, ja m,, ovat samoja kummallekin kulmalle ja niin raja-arvokin
on sama.

2° Olkoon (LABC)° = ({DEF)°. Tehddén vastaoletus: L ABC # LDFEF. Til-
16in lauseen 2.4.12 nojalla joko LABC < LDFEF tai {DEF < L{ABC. Merkin—

tOJa tarvittaessa valhtamalla voi olettaa, ettd L ABC < £DFEF. Tallsin ED n ja

EF n vilissd on puolisuora EG siten, etti {GEF =2 LABC. Nyt kohdan 1° no-
jalla ({GEF)° = (LABC)® ja lauseen 2.5.15 nojalla ({DEF)° = ({DEG)° +
({GEF)°, joten saadaan

(LABC)° = ({DEF)° = ({DEG)° 4+ ({ABC)°,
josta edelleen (£ DEG)° = 0, miki on vastoin lausetta 2.5.14. O

LAUSE 2.5.17. Olkoot £A ja 4B toistensa tdydennyskulmia. Télloin (£A)° +
(4B)° = 180.

Todistus. Olkoot pisteet P! ja P? sekii luvut kl ja k2 kulmamitan konstruktiossa
kiytettyjé, vastaten kulmia £ A ja £ B tissé jiarjestyksessid. Olkoon lisidksi piste .J
siten, ettd J x O x I. Tilloin kulma £JOP! on kulman £ P'OI tiydennyskulma.
Koska £ P'OI = £ A niin lauseen 2.4.5 nojalla £ JOP! = £B ja siten £JOP! =
£P?0LI.
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Kuva 85: TAYDENNYSKULMIEN MITAT

Yleisesti on niin, etti jos LROI < AP'OI, niin tiydennyskulmille pitee
£JOP! < £JOR, miki seuraa suoraan lauseesta 2.3.10 iii). Toisaalta kul-
man k - (£B,0OI), k = 1,...,2""1 — 1 tidydennyskulma on yhtenevi kulman
(2"t — k) - (4B, OI) kanssa, minki voi tarkastaa induktiolla n:n suhteen. (Tee
se!) Siis, jos pitee k - (£ B,,OI) < £P*OI, niin tiydennyskulmille saadaan

£LJOP < (2" — k(£B,0I))

ja siten
£P?0I < (2" — k(4B,0I)).

Lukujen k,, midritelméin nojalla k. (£ B,OI) < £LP'OI, joten £ P20I < (2"+! —
kL) (4 B,OI), misti seuraa, etti

k2 <ottt gl 1.

Toisaalta k2 > 2" "1 —kl —2 minki perustelemme seuraavasti: Jos 21—kl —2 <0,
niin asia on selvii. Olkoon siis 2" ! — k1 — 2 > 0. Lukujen k,, méiritelmin nojalla
riittéd osoittaa, ettéd (21 —kl —2)(L B, 0I) < L P201I. Ylliolevia tiydennyskulmia
koskeva tarkastelu toistamalla ndhdéén, ettd ndin on, mikéli

AP'OI < (2™ — (2" —k; — 2)) - (4B,OI)

eli
4P'OI < (k. +2)- (4B,OI).

Tama puolestaan pitee, silli médritelmin mukaan £ P1OI < (k! +1)(£ B, OI) tai
AP'OI = (k' +1)(£B,OI). Koska (k. + 1)(£B,OI) < (k} + 2)(£B,,OI), niin
kummassakin tapauksessa £ P*OI < (k. + 2)(4£B,OI). Kaiken kaikkiaan on siis
nihty, etta

ontl gl o <2 <ot gl 1,

n

jolloin 271 — 2 < kl 4 k2 < 27F1 — 1 ja edelleen

1 <k}L

k2 1
T Sgn tgn 2

2 — W P
on 2n

_|_

Annetaan n — oo ja kerrotaan astemitan méiritelméssi olevalla skaalauskertoi-
mella 90, jolloin saadaan lopulta

180 < (LA)° + (4B)° < 180,
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josta viite seuraa. U

LAUSE 2.5.18. Olkoon £A kulma. Télloin (£LA)° < 180.
Todistus. Seuraa suoraan lauseista 2.5.17 ja 2.5.14. U

LAUSE 2.5.19. Olkoon £A kulma. T&lloin £A on suora, jos ja vain jos ({LA)° =
90.

Todistus. 1°) Olkoon £ A suora kulma ja 4B sen tdydennyskulma. Tillsin £ A =
£B ja lauseen 2.5.16 nojalla (£LA)° = (4B)°. Toisaalta lauseen 2.5.17 mukaan
(LA)° + (£B)° = 180, joten (£LA)° + (LA)° =180 eli (£LA)° = 90.

2°) Olkoon (£A)° =90 ja £B jokin suora kulma. Kohdan 1° nojalla (£B)° = 90,
joten (£B)° = (LA)° ja lauseen 2.5.16 mukaan tillsin 4B = LA ja viite seuraa
lauseesta 2.4.7. U

LAUSE 2.5.20. Olkoot £A ja 4B kulmia. Tilloin £A < £B, jos ja vain jos
(LA)° < (£B)°.

Todistus. Perustelu on sopiva harjoitustehtavi. U

Koulukurssista mahdollisesti tuttu tieto on, ettd ”kolmion kulmien astemittojen
summa on 180”. Osataanko téllaista todistaa nyt? Ei osata, silli on olemassa
malleja, jotka toteuttavat tdhinastiset aksioomat, mutta joissa kolmion kulmien
astelukujen summa on pienempi kuin 180. Jotakin tdménsuuntaista osaamme kui-
tenkin jo todistaa tdhénastisista aksioomista:

LAUSE 2.5.21. Olkoon AABC' kolmio. Téllsin (£A)° 4 (£B)° < 180.
Todistus. Valitaan piste D siten, ettd D x B *x D.

Kuva 86: KAHDEN KULMAN SUMMA

Ulkokulmaepéyhtédlon 2.4.19 nojalla LA < LABD. Tillsin puolisuorien B—fi ja
BD vilissi on BE siten, etti {ABE =~ £A. Nyt lauseen 2.3.10 iii) nojalla BA

— —

on BC'n ja BE:n vilissd, joten voidaan soveltaa lausetta 2.5.15 jonka mukaan
(LCBA)° 4+ ({ABE)° = ({CBE)°. Lauseen 2.5.16 nojalla ({ABE)° = ({LA)° ja

siten lauseen 2.5.18 nojalla saadaan ({B)° + (£LA)° < 180. O
Lausetta 2.5.21 voidaan parantaa; seuraava tulos on nimeltdin Saccherin'® ja

Legendre’in lause.

16 GIovaANNI GIROLAMO SACCHERI 1667—1733. Italia
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LAUSE 2.5.22 (Saccheri ja Legendre). Olkoon AABC kolmio. Téllsin (£LA)°+
(4B)° + (£C)° < 180.

Todistus. Vaihtamalla tarvittaessa merkintdji voidaan olettaa, ettd (£A)° < (£B)°
a (LA)° < (LC)°. Merkitédin a = (£LA)°. Lauseen 2.5.1 nojalla janalla BC' on
keskipiste, olkoon se D. Valitaan lisiiksi piste F siten. ettd Ax Dx E ja AD = DE.

Ae

°B

KuvA 87: SACCHERIN JA LEGENDRE’IN LAUSE

Lauseen 2.4.6 nojalla L{ADB = LEDC, jolloin SKS-sd&nnén nojalla AADB =
AEDC’ Erltylsestl B = ADCE ja A{BAD ~ LCED. Koska B *x D *x C ja

AD AE niin AE on kulman £ BAC sisilli, jolloin lauseen 2.5.15 nojalla

(%) ({BAD)° + ({EAC)° = ({BAC)".

Koska A x D x E ja CD = CB, niin CB on kulman LACF sisilli, ja lauseesta
2.5.15 saadaan

(%) (LACB)® + ({BCE)® = (LACE)°.

Yhdistamalld namé tiedot saadaan

(4B)° + (LA)° + (LO)°
=({ABC)° + ({BAC)° + (L ACB)°
=(4DCE)° + (({BAD)° + (LEAC)°) + ((LACE)° — (4BCE)°)
=(4BCE)° + (LCED)° + ({EAC)°® + ({ACE)° — ({BCE)°
=({CEA)° + (KEAC)° + (LACE)°.

Tama tarkoittaa sité, ettd kolmioiden AABC ja AAFEC kulmien astemittojen sum-
mat ovat samat. Lisiksi, koska (LAEC)° + (LEAC)° = ({BAE)° + (LEAC)° =
(£4BAC)° = o, niin joko (LAEC)° < 1o tai ({EAC)° < 2a. On siis l6ydetty uusi
kolmio ANAEC, jonka kulmien astemittojen summa on sama kuin alkuperiisessi,
mutta pienimmén kulman astemitta on korkeintaan %a.

Tehd#dén nyt sama temppu uudelle kolmiolle AAEC, jolloin saadaan taas uusi
kolmio, jonka kulmien astemittojen summa on edelleen sama, mutta pienimmén
kulman astemitta on korkeintaan %a. Toistamalla menettely n kertaa saadaan ai-
kaan kolmio A,,, jonka kulmien astelukujen summa on sama kuin alkuperiisen kol-
mion AABC, mutta pienimmén kulman astemitta on korkeintaan 1/2". Palataan
nyt varsinaiseen viitteeseen (£LA)° + (£B)° + (£LC)° < 180. Tehdiin vastaoletus:
(LA)° + (4B)° + (LC)° > 180. Merkitdédn § = (A{A) (4B)° + (£C)° — 180,
jolloin 4 > 0. Valitaan luku n € N siten, ettd sza < J ja olkoon A, ylli-

konstruoitu kolmio, olkoot £ A’, £ B’ ja £C’ sen kulmat ja £ A’ niisté pienin, jolloin
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(£LA") < (1/2™)a < 4. Lauseen 2.5.21 nojalla (£B’)° + (£LC")° < 180 ja toisaalta
A, :n konstruktion nojalla (£A")° 4+ (£B’)° + (LC")° = (LA)° + (LB)° + (£LC)°.
Talloin saadaan

§ = (LA)°+(LB)°+(£C)°—180 = (LA")°+(LB')°+(£C")°—180 < 6+180—180 = §,
eli 6 < 9, mikid on mahdotonta. O

Jos AABC on kolmio ja B * C % D, niin ulkokulmaepéyhtdlon 2.4.19 mu-
kaan LB < LACD ja LA < LACD, jolloin lauseen 2.5.20 perusteella ({B)° <
(LACD)® ja (£A)° < (LACD)°. Saccherin ja Legendre’in lauseen avulla tété tu-
losta voidaan parantaa.

A » B

Kuva 88: ULKOKULMA

LAUSE 2.5.23. Olkoon ANABC' kolmio ja B * C x D. Télloin (£A)° + (£B)° <
(LACD)e.

Todistus. Todistus sopii harjoitustehtéviksi. U

Masédritelmé 2.20. Olkoot AABC kolmio. Sanotaan, ettd kolmion AABC' defekti,
eli kulmapoikkeama def(AABC) on luku

def(AABC) =180 — ((£A)° + (4£B)° + (£C)°) € R.

Jos aiemmin mainittu koulukurssin tieto kolmion kulmien summasta pitéisi paik-
kansa, niin jokaisen kolmion defekti olisi nolla, eikd mé#ritelméssia olisi mitdén
jarked. Néin ei siis kuitenkaan ole, vaan on olemassa malleja, joissa voi olla
def(AABC) > 0 jollekin kolmiolle. Huomaa, etté Saccherin ja Legendre’in lau-
seen nojalla defekti ei voi olla negatiivinen. Koordinaattitason pisteiden ja suo-
rien muodostamassa mallissa, joka toteuttaa kaikki tdhénastiset aksioomat, pé-
tee def(AABC) = 0 jokaiselle kolmiolle. Toisaalta myshemmin konstruoimme ns.
Poincarén mallin, jossa def(AABC) > 0 jokaiselle kolmiolle. Sellaisia malleja,
joissa olisi def(AABC') = 0 jollekin kolmiolle ja def(ADEF') > 0 jollekin toiselle
kolmiolle, ei ole olemassa. Tamé tullaan kohta todistamaan. Asia liittyy ldheisesti
suorakulmioon, joka ensin méaritellédén.

Masritelmi 2.21. Jarjestettyd pistenelikkod (A, B, C, D) sanotaan nelikulmioksi
OABCD, jos mitkdin kolme niisté eiviit ole samalla suoralla eiviitkd janat AB ja
CD leikkaa toisiaan eiviitkd myoskiadn BC ja AD leikkaa toisiaan.

(1) Pisteet A, B,C ja D ovat nelikulmion JABCD kdrjet.

(2) Janat AB, BC, DC ja DA ovat sen sivut.

(3) LABC, LBCD, £CDA ja DAB ovat sen kulmat.

(4) Nelikulmio, jonka kaikki kulmat ovat suoria kulmia, on suorakulmio.
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Kuva 89: NELIKULMIOITA

Joukko {A, B, C, D} ei ole nelikulmio, vaan vasta jirjestetty pistenelikks (A, B, C, D)
on nelikulmio, jos sekién. Seuraavassa kuvassa ei (A, B,C, D) eiki myoskidn
(E, F,G, H) ole nelikulmio, mutta (E,G, F, H) = OEGFH on.

Di , C H F
A
B E¥ 1 G
Kuva 90: EIVAT NELIKULMIOITA

Huomautus 25. Suorakulmaisia kolmioita on helppo konstruoida, tdméihin seu-
raa lauseesta 2.4.8. Voisi luulla, ettd suorakulmion konstruointi olisi yhté yksinker-
taista. Né&in ei kuitenkaan ole. Kokeile! Kolme kulmaa saa aina suoraksi, mutta se
neljis....

Téssé tuleekin vastaan aika ylldttédva ongelma: onko suorakulmioita olemassa
ollenkaan? Tavallisessa koordinaattigeometriassa néité toki on, mutta yo. kysymys
pitdd ymmaéartdd niin, ettd onko jokaisessa tidhinastiset aksioomat toteuttavassa
mallissa suorakulmioita. Titd asiaa tutkitaan jatkossa. Todistetaan ensin pieni
mutta kiintoisa aputulos:

LAUSE 2.5.24 (Defektin additiivisuus). Olkoon AABC kolmio ja A* D x C.
Tilloin def(AABC) = def(AADB) + def(ABDC).

A D C

Kuva 91: DEFEKTIN ADDITIIVISUUS

Todistus. Koska A x D % C', niin B—l)) on B—zzl:n ja B—C)':n vilissd, joten lauseen 2.5.15
mukaan ({ABD)° + ({DBC)°® = ({ABC)°. Toisaalta L{ADB on kulman £ BDC
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tdydennyskulma, joten lauseen 2.5.17 nojalla ({ADB)° + (£LBDC)° = 180. T&llsin

def(AADB) + def(ABDC)
=180 — (£LA)° — (LADB)° — ({ABD)° 4+ 180 — (£C)° — ({BDC)° — ({(DBC
=360 — (£LA)° — (£C)° — ((LABD)° + (4DBC)°) — (({ADB)° 4+ ({BDC)°)
=180 — (L A)° — (£0)° — (4B)° = def(AABC).

g

Suorakulmioiden olemassaolo ja kolmioiden defekti liittyviit ldheisesti toisiinsa:

LAUSE 2.5.25. Jos on olemassa kolmio, jonka defekti on nolla, niin on olemassa
suorakulmio.

Todistus. Olkoon AABC' kolmio, jolle def(AABC') = 0. Saccherin ja Legendre’in
lauseen 2.5.14 nojalla jokaisessa kolmiossa on ainakin kaksi kulmaa, joiden astemitta
on alle 90. Merkintsjd tarvittaessa vaihtamalla voidaan nyt olettaa, ettd (£ B)° <

90 ja (£C)° < 90. Lauseen 2.4.8 nojalla A:n kautta kulkee suoran BC normaali,
olkoon D sen ja BC'n leikkauspiste.

. . *C

Kuva 92: APUPIIRROS

Osoitetaan aluksi, ettd B x D x C: Jos néin ei olisi, niin toteutuisi jokin vaih-
toehdoista

a) DxBxC
b) D=1
c) D=C
d) D+«Cx«B
A
D B " C

Kuva 93: TAPAUS a)

Tapauksessa a) on lauseen 2.5.23 mukaan (£D)°+({DAB)° < (LABC)°. Tissé
£D on suora, joten lauseen 2.5.19 nojalla (£D)° = 90 ja lauseen 2.5.14 mukaan
(LDAB)° > 0, ja siis 90 < (£ABC)°, miki on vastoin oletusta (£B)° < 90.

Tapauksessa b) kulma £LABC' on suora ja siten ({ABC)° = 90, miki on taas
vastoin oletusta. Tapaus ¢) on samanlainen kuin b) ja d) samanlainen kuin a).

On siis néhty, ettd B x D x C. Tillsin lauseen 2.5.24 nojalla def(AABC) =
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def(AABD) + def(AADC). Koska oletuksen mukaan def(AABC) = 0 ja Sacc-
herin ja Legendre’in lauseen nojalla jokaisen kolmion defekti on ei-negatiivinen,
niin tdmé on mahdollista ainoastaan, mikéli def(AABD) = 0 = def(AADC). On
siis 16ydetty nimenomaan suorakulmainen kolmio, jolla on defekti 0 eli kulmien
astelukujen summa 180.

B ul 4
D

C

Kuva 94: SUORAKULMION KONSTRUKTIO

Valitaan nyt piste P siten, etté DfTC)’P ja ADCA = LCAP ja edelleen valitaan
FE e AP siten, etti AE = DC. Tallom SKS-sdinnon n0Jalla ADCA = ANEAC.

Erityisesti L{ADC = LCFEA. Koska AD on suoran BC’ normaali, niin kulma
£LADC on suora. Lauseen 2.4.7 nojalla télloin myos kulma {CEA on suora.

Osoitetaan, ettd myos £EFAD on suora: Lauseen 2.4.15 nojalla :4—)E | I?C’
eli suorat eivit leikkaa toisiaan, joten DC’AE Koska ADC’A AFEAC, niin
£DAC = LFECA, jolloin lauseen 2.4.15 nojalla AD | C'E josta seuraa, etté

ECAD. Tallsin médritelmdn mukaan C' on kulman £FAD sisélld eli AC on
AEm ja AD:m vilissid. Lauseen 2.5.15 nojalla ({DAC)° + (LCAFE)° = ({EAD)°.
Koska L{CAE =~ LACD, niin lauseen 2.5.16 mukaan (LCAFE)° = (LACD)° ja
saadaan (LDAC)® + (LACD)® = (LEAD)°. Nyt kiytetddn hyviksi sitd tietoa,
ettd def(AACD) = 0. Téllsin ndet (LDAC)° + (LACD)° = 180 — (£D)° ja
koska £ D on suora, 180 — (4D)° = 180 — 90 = 90. Siten saadaan ({EAD)° =
(LDAC)° 4+ (£ACD)° = 90, joten lauseen 2.5.19 nojalla L EAD on suora.

>

Vastaavasti nihdéin, ettd myos £ DCE on suora, sillid ensinnikin AEDC ja

ADR’, joten CA on CDn ja CE:m valissi ja saadaan ({DCA)° + (LACE)° =
(LDCE)°. Kiyttéden hyviksi tietoja ({ACE)° = ({DAC)® ja def(AADC) = 0
sekd (£D)° = 90 saadaan kuten edelléi (A{DCE) = 90 ja siten L DCE on suora.

Koska, kuten todettiin, DC | AE ja AD | EC’ niin mitkéén kolme pisteisté
A, D, C ja FE eivit voi kuulua samalle suoralle, eiviitkd janat AD, DC', CE ja EA voi
leikata toisiaan muualla kuin péétepisteissd, joten JADCE on nelikulmio. Koska
sen kaikki kulmat ovat suoria, se on suorakulmio. U

LAUSE 2.5.26. Jos on olemassa suorakulmio, niin jokaisen kolmion defekti on
nolla.

Todistus. Olkoon JABCD suorakulmio ja AEFG mielivaltainen kolmio. Téssé
on kaksi mahdollisuutta; joko a) AEFG on suorakulmainen tai b) AEFG ei ole
suorakulmainen. Osoittautuu, ettd tapaus b) palautuu suorakulmaisen kolmion
tapaukseen a) ja ettéd lause on a)-tapauksessa helppo todistaa, kunhan suorakulmio
on niin suuri, ettd kolmio voidaan kopioida sen nurkkaan kuvion 97 mukaisesti.
Todistus alkaa siksi niin, ettd suurennamme suorakulmiotamme CJABC'D. Valitaan
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kaikille n € N pisteet P, € /TB ja @, € D_C’) siten, ettd AP, =2 n - AB ja DQ,, =
n-DC.

D C=Q, Q> Qs Q4 Qs

[ u
A =
=%, R B R B

Kuva 95: SUORAKULMION ENSIMMAINEN LAAJENNUS

Todistamme aluksi induktiolla n:n suhteen, ettd jokainen (JAP, @, D on suora-
kulmio, jossa P,Q, = BC. Tapaus n = 1 on tietysti kunnossa. Oletetaan, etti
véiite on tosi arvolla n ja osoitetaan se todeksi myos arvolla n 4+ 1. Pitda néyttas,
etté

(1) OAP,+1Qn+1D on nelikulmio.
(2) Nelikulmion AP, 11Qn+1D kulmat ovat suoria.
(3) Proy1Qni1 = BC.

> >

(1) Oletuksen nojalla DC' ja AB ovat suoran AD normaaleja, ja siten lauseen
2.4.17 mukaan yhdensuuntaisia. Koska D ja @,41 ovat suoralla DC ja A ja P,

suoralla AB, niin mitkéén kolme niistéd eivit voi olla samalla suoralla. AB:n ja

N

D(C'n yhdensuuntaisuudesta seuraa lisiksi se, ettd janat AP,y1 ja DQ,y1 eivit
voi leikata toisiaan. Pitdd vield osoittaa, ettd myoskédn janat AD ja P,411Qpn+1

eivat leikkaa toisiaan. Tamé seuraa siitd, ettd oletuksen nojalla BC' ja, AD ovat
AB n normaaleja Joten lauseen 2.4.17 mukaan B C’ I AD jolloin B CAD ja koska

n+1BAD ja Qn+1C’AD niin Pn+1Qn+1AD Néin jana P,11Qn+1 €l voi leikata
edes suoraa AD eikél erityisesti janaa AD.

(2) Valintojen nojalla P,P,+1 = AB ja Q,Qn+1 = DC. Lisiksi induktio-
oletuksen nojalla P,Q, = BC ja kulma £AP,(Q,, on suora, jolloin my6s sen téy-
dennyskulma £ P, 1 P,Q, on suora. T:lloin siis SKS-sédénnoén nojalla AABC =
AP,+1P,Q,. FErityisesti AC' =2 P,11Q, ja LACB = AP,11Q,P,. Induktio-
oletuksen nojalla myss £DQ, P, on suora ja siten myods sen tidydennyskulma

e

£Qn+1Qn P, on suora. Nyt QP n+1 on puolisuorien @, P, ja QnQn+1 vilissd
(Koska AB || DC, eli PnPn+1 | QnQn+1; niin P, P11 Q,Qnyt1 . Koska Qn |

—>

DAniin DAQ,, P, jasiis Qnt1Pn+1 QnPy ). Kulmamitan additiivisuuslause 2.5.15
antaa siis (£ P, QnPrt1)° + (L Ph41QnQn+1)° = (£PQnQny1)°. Koska, kuten to-
dettiin, L P,,Q,Q,+1 on suora, saadaan lauseen 2.5.19 nojalla

(*) (ipn—l—lQnQn—i—l)o =90 — (APnQnPn—H)O-

Vastaavasti CA on CD:n ja C B valissi (Totea!) ja £DCB on oletuksen nojalla
suora, joten 2.5.15 antaa (L DCA)°+(LACB)° = ({DCB)°, josta edelleen 2.5.19:n
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nojalla
(%) (LDCA)° =90 — (LACB)°.

Koska, kuten ylld todettiin, { ACB = L P,,Q,, P41, niin 2.5.16:n nojalla ({ACB)°® =
(AP, QnPry1)°. Talloin (x) ja (xx) antavat (£P,4+1QnQn+1)° = (LDCA)°. Lau-
seen 2.5.16 nojalla tdmi merkitsee sité, ettd 4P,11Q,Qn+1 = LDCA. Koska,
kuten todettiin, P,11Q, = AC ja Q,Q,+1 = DC, niin SKS-sdéntd antaa nyt
AP, 11QnQny1 = ADCA. Erityisesti Ppp1Qny1 = DA ja AP 11Qn11Qn =
£DAC. Koska oletuksen mukaan £DAC' on suora, niin lauseen 2.4.7 nojalla
my6s £ P,11Qn+1Q, on suora. Vaihtamalla merkintsji (A < D, B < C ja
P < @) nidhdddn samalla tavalla, ettd myos £Q,+1P,+1P, on suora. Siten kul-
mat Py1Qni1D = £Py11Qn11Qn ja £Qni1Pry1A = £Qpni1Pny1 Py ovat suo-
ria. Nelikulmion OAP,,+1@y+1 D kahden muun kulman suoruus todettiinkin jo
aikaisemmin.

(3) Kolmanneksi pitédé osoittaa, ettd Pp,y1Qn+1 = BC. Olemme jo osoittaneet,
ettd Ppy1Qni1 = AD, joten riittédé osoittaa, etti AD = BC. Tamé seuraa puo-
lestaan oletuksesta, kunhan néytetdsin, ettd suorakulmion vastakkaiset sivut ovat
yhtenevit. (Sopivia harjoitustehtivii.)

On siis induktiolla osoitettu, ettéd jokainen JAP,Q,D on suorakulmio, jossa
P,Q, = BC. Palataan tapauksen (1) alkuun. Arkhimedeen aksiooman nojalla on
olemassa n € N siten, etti FE <n-AB jam € N siten, ettd F'G < m - AD. Vali-
taan P, ja @, kuten edelld, jolloin JAP,@Q, D on suorakulmio. Valitaan edelleen

R,, € AD ja S,, € P,Q, siten, etti AR,, =2 m - AD ja P,S,, = P,Q,. Toista-
malla tekemédmme induktioperustelu eri merkinnéin ndhdéén, ettda AP, S, R,, on
suorakulmio, jolle lisiiksi pitee FFE < AP, ja FG < P,S,,.

R, S4
R3 > ° 53
R, ¢ L) 52
C Q2 Qs Qu _
D‘Rl v v v Q5_S1
A B P P P P
2 3 4 5

KuvAa 96: SUORAKULMION TOINEN LAAJENNUS

Merkint6ja tarvittaessa muuttamalla voidaan jérjestid, ettd tutkittavassa suora-
kulmaisessa kolmiossa AEFG nimenomaan kulma £ F on suora. Nyt on olemassa
P € AP, siten, ettdi AP = FFE ja R € AR, siten, ettd AR & FG.
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R ¢

A # > Py F

Kuva 97: SUORAKULMAISEN KOLMION DEFEKTI

Nyt apukolmion AAP, R,, defekti on 0 seuraavasta syystd: Koska jo todet-
tiin, ettéd yleensikin suorakulmiossa vastakkaiset sivut ovat yhteneviit, niin AR,,, &
P,S,, ja AP, =2 R,,S,,. SKS-sdinnon nojalla on siis AR, AP, = AP,S,,R,,.
Erityisesti £ AR, Py, = £S,, P, Ry, joten (LAR,,P,,)° = (LS Py Ry,)°. Toisaalta,

koska AR,, || P.Sm,ja AP, || RuuSm, niin P, R, on puolisuorien P, A ja P,S,,
vélissd. Talloin (LAP,Ry,)° + (£SmPrRm)° = (LAP,S,)° = 90 eli todellakin
def(AAP, Ryy) = 180 — (LA)° — (LARmPy)° — (LAP, Rpn)°
— 180 — 90 — (£SmPuRm)° — (90 — (£S5 P Ron)°)
=0.

Tutkittavan kolmion AEFG defektin héviiminen saadaan nyt laskemalla vai-
heittain eri apukolmioista: Koska A x P * P,, niin lauseen 2.5.24 nojalla

def(AAPR,,) + def(APR,,P,) = def(ANAP,R,,) = 0.

Mutta jokaisen kolmion defekti on ei-negatiivinen, joten témé# on mahdollista ai-
noastaan, mikili molemmat yhteenlaskettavat ovat nollia, siis erityisesti def(AAPR,;,) =
0. Koska A * R % R,,, niin vastaavasti myos

def(AAPR) + def(APRR,,) = def(AAPR,,) = 0.

Témé on taas mahdollista vain, kun def(AAPR) = 0. Pisteiden P ja R valinnan
nojalla AP =2 FFE ja AR =2 FG. Koska £F on suora, niin SKS-séinnon nojalla
APAR = AEFG. Erityisesti ({P)° = ({FE)°, ({A)° = (LF)° ja ({R)° = (£G)°.
T&lloin
def(AEFG) =180 — (LE)° — (LF)° — (£G)°

=180 — (LP)° — (LA)° — (LR)°

= def(APAR)

= 0.

Niin suorakulmaisen kolmion defekti on todettu nollaksi.

Yleinen tapaus b) palautuu suorakulmaiseen seuraavalla tavalla. Jos kolmiossa
AFEFG ei ole suoraa kulmaa, niin siind on ainakin kaksi sellaista kulmaa, joiden
astemitta on alle 90. TAm4& n&htiin lauseen 2.5.25 todistuksen yhteydessid. Voimme
siis olettaa, ettd £ F ja £G ovat téllaisia. Lauseen 2.5.25 todistuksesta nikyy myos,

> >

ettéd jos H on pisteen E kautta kulkeva F'G:n normaalin ja suoran F'G leikkauspiste,
niin F'x H x G.
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F

Kuva 98: TAPAUS (b) PALAUTUU TAPAUKSEEN a)

Téssd kolmiot AFHE ja AGHE ovat nyt suorakulmaisia, joten a) -kohdan
nojalla def(AFHE) = 0 = def(AGHE). Defektin additiivisuuslausetta 2.5.24
soveltaen saadaan tilloin

def(AEFG) = def(AFHE) + def(AGHE) = 0 + 0 = 0.
0

Huomautus 26. Jos siis on olemassa kolmio, jonka defekti on 0, niin lauseen 2.5.25
nojalla on olemassa suorakulmio, jolloin lauseen 2.5.26 mukaan jokaisen kolmion
defekti on 0. Huomaa, etti témé kaikki ei sano mitééin siitéd, onko nolladefektisid
kolmioita olemassa vai ei. Téhénastisista aksioomista ei voidakaan johtaa téllaisen
kolmion olemassaoloa sen enempé# kuin olemattomuuttakaan. Kirjataan ylldsa-
nottu vield lauseeksi:

LAUSE 2.5.27. Jos on olemassa kolmio, jonka defekti on aidosti positiivinen, niin
jokaisen kolmion defekti on aidosti positiivinen. (Jos siis yhdenkin kolmion defekti
on nolla, on kaikkien defekti nolla.)

2.6. Dedekindin aksiooma.

Masritelmi 2.22. Olkoon O piste ja r € R; r > 0. Sanotaan, ettd joukko {P ‘
OP = r} on O-keskipisteinen, r—sdteinen ympyrd.

LAUSE 2.6.1. Ympyrillid ja suoralla on korkeintaan kaksi yhteisté pistetta.
Todistus. Olkoon av O-keskinen r-siiteinen ympyri ja £ suora. Antiteesi: a:lla ja £:114
on ainakin kolme yhteistid pistettd. Merkitédéan niitd Py, P ja Ps, jolloin erityisesti
Py, P, P3 # O. Tarkastelemme kahta eri vaihtoehtoa: piste O joko a) siséltyy
suoraan ¢ tai sitten b) ei sislly.

a) Ei voi olla niin, ettd P, * Py x O, silld silloin olisi r = OP, < OP; = 7.
Vastaavasti ei myoskédn voi olla P, * P; x O. On siis P; x O * P,. Koska P3 on
suoran ¢ piste, niin on téllsin joko P3 € OP; tai Py € OP; (lause 2.3.5). Merkintoja
tarvittaessa vaihtamalla voidaan olettaa, etti P3 € OP;. Tilloin joko O *x P3 x P
tai O x P, x P3, jolloin r = OP3 < OP, = r tai r = OP; < OP; = r, mahdottomia
kumpikin. Tapaus a) ei siis tule kysymykseen.

Tapaus b): Merkint6ji tarvittaessa vaihtamalla voidaan olettaa, ettid Py Py* Ps.
Koska tutkimme tapausta, jossa O ei ole suoralla £, niin AOP; P, ja AO P, P3 ovat
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kolmioita ja siis LOP>P; ja £OP,P5 ovat toistensa tidydennyskulmia. Lauseen
2.5.17 nojalla ({OP2P,)° + (LOP2P3)° = 180, joten ainakin toisen kulman as-
temitta on vihintddan 90. Merkintoja tarvittaessa muuttamalla voi olettaa, ettd
(LOP,Py)° > 90. Koska lauseen 2.5.14 mukaan (£ P,OP;)° > 0, niin Saccherin ja
Legendre’in lauseen nojalla ({LOP; P»)° < 90. Tdlloin ({OP,P)° < (LOP,P;)° ja
lauseen 2.5.20 nojalla LOP, P, < LOP,P;. Soveltamalla lausetta 2.4.22 kolmioon
AOP, P, saadaan nyt OP, < OP;, josta edelleen OP, < OP; (lause 2.5.9.). Tama
on mahdotonta, koska P;, P» € a ja siten OP; = OP, = 1. ]

Miaidritelmé 2.23. Olkoon a O-keskipisteinen, r— siiteinen ympyré ja P piste. Jos
P = O tai OP < r, niin sanotaan, ettd P on a:n sisdpuolella, ja jos OP > r, niin
sanotaan, ettd P on a:n ulkopuolella.

On luonnollista ajatella, ettd allaolevan kuvan tilanteessa suoralla ja ympyralld
on tédsmaélleen kaksi yhteisté pistetti. ts. jos suoralla ¢ on piste P, joka on ympyrin
« sisépuolella, niin £ leikkaa a:aa tédsmilleen kahdessa pisteessi.

Q

?\P\/?

Kuva 99: SUORA JA YMPYRA

Lauseen 2.6.1 nojalla leikkauspisteitd on korkeintaan kaksi, mutta ylldttden nii-
den olemassaolo ei seuraa tdhin asti esitetyistd aksioomista, vaan on olemassa
malleja, joissa leikkauspiseitd on vain yksi tai ei yhtdén. Jotta leikkauspisteet 16y-
tyisiviit, otetaan peliin ns. Dedekindin aksiooma.l” Siti varten asetetaan ensin
méaaritelmé:

Mésritelmé 2.24. Olkoon £ suora, L = {P | P siséltyy suoraan ¢} sen kaikkien
pisteiden joukko ja D; ja Do C L. Sanomme, ettd Dq ja Do toteuttavat Dedekindin
ehdot, mikéli

(1) D1 #0ja Dy #0

(2) DyNDy =10

(3) DyUDy =L

(4) Jos P,Q € Dy, niin ei ole olemassa pistetti R € Da, jolla olisi P x R * Q
(5) Jos P,Q € Do, niin ei ole olemassa pistettd R € Dy, jolla olisi P * R * Q

Havainnollisesti ehdot (4) ja (5) tarkoittavat, etté joukot D; ja Ds sijaitsevat suo-
ralla ¢ ”perdkkain”.

17 JuLius WIHELM RICHARD DEDEKIND 1831-1916. Saksa.
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Dedekindin ehdon tilanne
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Tat4 ei siis sallita \ /
Dl

Kuva 100: DEDEKINDIN EHDOT

Esimerkki 9. Reaaliakselilla, joka on koordinaattitason R? suora, joukot D; ja
D> C R toteuttavat Dedekindin ehdot, jos ja vain jos jollekin a € R piitee jokin
seuraavista neljistd vaihtoehdosta:

(1) Dy =] — 00,a] ja Dy = [a, 0]
(2) Dy =] —00,4a| ja Dy =|a, 0]
(3) D1 =]a, [ ja Dy =] — 00, a]
(4) Dy = [a, ] ja Dy =] — 00, al.

Perustelu sopii harjoitustehtéviksi.

(DA) Dedekindin aksiooma. Olkoon ¢ suora, L = {P | P sisiltyy suoraan (} sen
kaikkien pisteiden joukko ja D; ja Do C L siten, ettd D; ja D> toteuttavat
Dedekindin ehdot. T:lloin on olemassa tasan yksi piste P € L siten, etté kaikille
Q, R € L pitee Qx Px R, jos ja vain jos Q € Dy ja R € Dy tai Q € Dy, R € D,
ja P# Q, R.

Havainnollisesti Dedekindin aksiooma sanoo, etti suorassa ei ole "reikid”. Ak-
siooma vastaa tunnettua reaalilukujen tédydellisyysaksioomaa. Reaalilukujen tiy-
dellisyyteen vetoamalla voi todistaa, ettd koordinaattigeometria toteuttaa myos
Dedekindin aksiooman.

LAUSE 2.6.2. Olkoon o« O-keskinen r-séteinen ympyré ja £ suora. Olkoot liséksi
A ja B suoran { pisteitd siten, ettd A on a:n sisd- ja B ulkopuolella. Tilloin
ympyrélld o ja suoralla ¢ on tasan kaksi yhteistd pistettd Cy ja Cs, joille liséksi
pétee Cy x Ax B ja AxCsy x B.

Q

Kuva 101: YMPYRA LEIKKAA SUORAA
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Todistusta varten muotoillaan ensin lause, joka osoittaa, etté ”kaikenmittaisia
janoja on olemassa”; tédtd térkedd perustietoa ei voi todistaa ilman Dedekindin
aksioomaa.

LAUSE 2.6.3. Olkoot A ja B eri pisteitd ja r > 0 positiiviluku. Télléin on ole-
massa piste C € AB siten, ettid AC =r.
Todistus. Merkitédin suoran AB pisteiden joukkoa L = {P ‘ P sisiltyy suoraan AB}

ja médritelldin D; = {P € AB | AP > r} ja Dy = L~ D;. Osoitetaan, etti De-
dekindin ehdot toteutuvat.

N B

DN

~
D
1
Kuva 102: JANA, JONKA PITUUS ON 7

(1) Dy # 0, silli A € Dy. Myods Dy on epétyhji, silld olkoon OI janamitan
konstruoinnissa kiiytetty yksikkojana. Valitaan n € N siten, ettd n > r.
On olemassa P € AB siten, ettdi AP = n - OI, jolloin 2.5.7:n ja 2.5.3:n
nojalla AP = n ja siis AP > r ja P € D;.

(2) on selvé joukon Dy mééritelmén nojalla.

(3) samoin.

(4) Olkoot P,Q € D; ja P x R x . Pitédé osoittaa, ettd R € D;. Koska
P,QQ € AB niin joko A x P x @ tai A x Q x P. Tarvittaessa merkintoji
muuttamalla voidaan olettaa, ettd A x P x Q). Koska P * R x @), niin tdlloin
lauseen 2.3 nojalla A+ P+ R. Nyt R € AP = AB ja AR > AP > r, joten
R e D,.

(5) Olkoon P,Q € Dy ja P * R Q. Pitdi osoittaa, ettdi R € Dy. Tehdidin
vastaoletus: R € D;. Tésséd on nyt viisi vaihtoehtoa:

a) P=A
b) @Q=A4
c) PxAxQ
d) AxPx*xQ
e) AxQxP

a) Jos P = A, niin Ax Rx* Q. Koska R € Dy, niin R € A—B> ja siten myos

(ONS E Lisiiksi AQ > AR ja koska R € Dy, niin AR > r ja siten myos
AQ > r, joten Q € Dy, miki on mahdotonta.
b) Vaihtamalla merkintoji (P < Q) tapaus b) palautuu tapaukseen a).

c) Jos P x A x @, niin lauseen 2.3.5 nojalla joko P € AB tai Q € AB.
Merkintsjd tarvittaessa vaihtamalla (P < @) voidaan olettaa, ettd @ €

A—B>, jolloin 14—@ — AB. Koska R € Dy ja A ¢ Dq, niin R # A, jolloin



d)

e)
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lauseen 2.3.7 nojalla joko Px R« A tai A*R*Q Jos P*R*A niin R € AP

ja toisaalta koska R € D1, niin R € AB AQ eli R € AP N AQ = {A}
(lause 2.3.8), ja siis R = A ¢ D, vastoin oletusta. Jos taas A x R x @,
niin ristiriita 16ytyy kuten tapauksessa a).

Jos Ax Px(@, niin lauseen 2.3.4 nojalla Ax R () ja joudutaan ristiriitaan
kuten kohdassa a).

Vaihtamalla merkinnit (P < @) palaudutaan tapaukseen d).

Joukot D; ja D5 toteuttavat siis Dedekindin ehdot, joten Dedekindin

aksiooman nojalla on olemassa piste P, joka erottaa joukot D ja D, eri
puolilleen aksiooman mielessé. Osoitetaan, etté tdmé piste on etsimdmme,

— —

toisin sanoen P € AB ja AP = r. Viite P € AB on ilmeinen, silli muuten
valittaisiin piste @ siten, ettd Q = P x A, jolloin olisi Q ¢ AB ja siis QQ €
D,y. Koska myos A € Do, niin P ei — vastoin mééritelméinsi — erottaisi
joukkoja D; ja Ds eri puolilleen. Todistettavaksi jéi siis, ettd AP =r. Jos
néin ei olisi, niin olisi voimassa jokin seuraavista ehdoista:

i)

ii)

iii)

i) P=A.
i) AP <r.
iii) AP > r.
Jos P = A, niin valitaan n € N siten, ettd 1/2" < r ja P, kuten janami-

tan konstruktiossa, jolloin 2" - OF, = OI. Tilloin lauseen 2.5.7 nojalla
2".OP,, = OI, joten lauseen 2.5.3 nojalla saadaan OP,, = 1/2". Valitaan

nyt piste Q € AB siten, ettd AQ = OP,, jolloin AQ = OP, =1/2" <r
jasiten @ € Ds. Valitaan toisaalta R siten, ettd RxAx(Q, jolloin R ¢ AB
ja siten myos R € Ds. Koska P = A, niin Rx* P* (), mikd on mahdotonta
Dedekindin aksiooman viitteen nojalla.

Jos AP < r, niin valitaan n € N siten, ettd 1/2" < r — AP ja P, kuten
kohdassa i) Valitaan nyt @ siten, ettd A * P x Q ja PQ = OPF,, jolloin
PQ = ... T:llsin lauseen 2.5.4 nojalla

1 _ _
AR=AP +PQ=AP + oo <AP+r-AP=r,

joten Q € Dy. Koska myos A € Ds ja A x P x (@, niin joudutaan taas
ristiriitaan P:n ominaisuuden kanssa.

Jos AP > r, niin P € Dy, silli ylli jo todettnn etta P e AB Valitaan

Q télla kertaa niin, ettd Ax P*(Q, jolloin @) € AP AB jaAQ > AP >r

ja siis @ € D;. Valitaan edelleen n € N siten, ettd ﬁ < AP —rja P,

kuten kohdassa i). Valitaan vield R € PA siten, ettd PR = OP,, jolloin

PR=0P, = AP~ 5 > AP (AP —r)=r,

joten R € D;. Koska Ax R* P ja A* P x (@, niin lauseen 2.3.4 nojalla
R x P x (). Taméa on Dedekindin aksiooman vastaista, koska R,Q € D;.
Néin on halutun pisteen C olemassaolo péételty.
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_ Pisteen C' yksikésitteisyys seuraa siité, ettd jos D € AB olisi toinen piste, jolla
AD = r, niin olisi AD = AC ja A = D suoraan aksiooman (HS8) nojalla. O

Lauseen 2.6.2 todistus vaatii edellisen liséiksi vield seuraavat kaksi pientd aputu-
losta, joiden todistukset jéivit harjoitustehtiviksi:

LAUSE 2.6.4. Olkoon AABC kolmio ja BxDxC. Tilloin AD < max{AB, AC}.

—

B

>

Kuva 103: LAUSE 2.6.4

LAUSE 2.6.5. Olkoon o ympyré ja A,B € aU{P ‘ P on «:n sisépuolella} s.e.
Ax Cx B. Télloin C' on a:n sisédpuolella.

Kuva 104: LAUSE 2.6.5

Lauseen 2.6.2 todistus. Olkoon a O-keskinen, r-sidteinen ympyri, £ suora ja
A, B pisteité siten, ettd A on «:n sisé- ja B sen ulkopuolella. Tehtéviani on 1oyt
a:n ja £:n kaksi yhteistd pistettd Cp ja Cs siten, ettd C7 x A *x B ja A x Cy x B.
(Lauseen 2.6.1 mukaan enempii ei ole olemassa.)

Osoitetaan ensin pisteen C5 olemassaolo. On kaksi tapausta sen mukaan, kul-
keeko suora £ pisteen O kautta vai ei.

a) Jos ¢ kulkee pisteen O kautta, niin O # B eli OB on puolisuora.

KuvA 105: TAPAUS a)

Lauseen 2.6.3 nojalla voidaan valita C € OB siten, ettd OC = r, jolloin C € « ja

riittéd osoittaa, etti Ax C x B. Koska C € OB ja OC = r < OB, niin vilttamiitta
O xC % B. Jos A = O, niin viiite seuraa suoraan téstid. Voidaan siis olettaa, ettéd
A # 0. Vilttamitta pitee myos B # O ja B # A, joten joko O x Ax B, Ax O x B
tai A x B * O. Lauseen 2.6.5 nojalla viimeinen vaihtoehto ei tule kyseeseen. Jos
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olisi A x O x B, niin ehdon O * C' x B ja lauseen 2.3.4 nojalla olisi A x C' x B ja asia
silld selvd. Kolmannessa tapauksessa O * A x B on ehdon OA < OC < OB nojalla
oltava A x C' % B, silld muut vaihtoehdot eivit tule kyseeseen. (Mieti, miksi eiviit.
Tutki erikseen vaihtoehtoja A * B C ja Bx A*C'.)

b) Oletetaan, etté £ ei kulje keskipisteen O kautta. Méadritelldédn joukko M C R
seuraavalla tavalla.

M={APcR|Pec AB, OP < r}

Todistuksen ideana on 16ytéd etsitty leikkauspiste (' etenemaélld pisteestd A pis-
tettd B kohti matkan m = sup M verran. Koska OA € M, niin M # (. Lisiksi
M on ylhé#lté rajoitettu, ylarajana 2r, miké seuraa kolmioepédyhtélostéd seuraavalla

tavalla:
AN

Kuva 106: JOUKKO M MUODOSTUU JANOJEN AP PITUUKSISTA

Olkoon € M. Jos & = 0, niin « < 2r. Jos £ > 0, niin z = AP jollekin P € AB,
jolla OP < r. Koska / ei kulje pisteen O kautta, niin AOAP on kolmio ja kolmio-
epiyhtilon nojalla AP < OA 4+ OP. Koska A on ympyrin « sisillid, on OA < 7 ja
koska OP < r, niin # = AP < r +r = 2r. Nihtyiimme niin, ettd M on ylhélta
rajoitettu epédtyhja joukko reaalilukuja, tiedimme reaalilukujen téydellisyyden no-
jalla, ettd on olemassa joukon M supremum, olkoon se m = sup M. Osoitetaan,
ettd m > 0, eli ettéd joukossa M on muitakin alkioita kuin 0. Koska A on ympyréin
a sisilld, piatee OA < r. Valitaan a = r — OA > 0. Niin on todistettu, ettd m > 0.

—_—

Lauseen 2.6.3 nojalla on olemassa piste P € AB siten, etti AP = a. Soveltamalla
kolmioepéyhtilod kolmioon OAP saadaan OP < OA + AP = OA+r — OA =r.

Niin @ = AP € M. Lauseen 2.6.3 nojalla voidaan valita piste Co € AB siten,
etti ACy, = m. Osoitetaan, etti Cy € «. Jos niin ei olisi, olisi joko OC < r
tai OC > r. Ensin mainitussa tapauksessa valitaan lauseen 2.6.3 nojalla piste
P siten, ettd A x Co x P ja CoP = r — OC5. Tillsin kolmioepiyhtilon mukaan
OP < OCy 4+ CoP = 0Cy + 1 — OCy =7, joten AP € M. Koska A % Cy % P, niin
AP > AC5 = m = sup M, mikd on mahdotonta. Vastaavasti, jos olisi OCy > r, niin

supremumin ominaisuuksien nojalla olisi olemassa x € M, jolla z > m — (OC —r).

Joukon M mééritelmén mukaan 16ytyy télloin piste P € AB, jolla OP < rja
AP = z. Koska x < 'm ja ei voi olla P = Cs (silld OP < r < OC3), niin Ax P x Cs.
Kolmioepéyhtilo sovellettuna kolmioon AOPC5 antaa nyt

OP > 0Cy—PCy > 0Cy—(ACy—AP) = OC—m+x > OC—m+m—(0Cy—r) =r

eli OP > r, miki on mahdotonta. Piste Cy on siis ympyrilld a.
Pitds vield osoittaa, ettid A x Co x B. Ainakin nidmé ovat kolme eri pistetti, silli

A on a:n siséipuolella, B sen ulkopuolella ja Cs € a. Koska Cy, B € A—B) , pétee
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joko A x Cy x B tai A *x B * (3. Lauseen 2.6.5 nojalla jidlkimméinen vaihtoehto ei
tule kyseeseen, joten pitee A x Cy * B ja etsitynlaisen pisteen C5 olemassaolo on
varmistettu.

Pisteen C'; olemassaolo seuraa nyt helposti. Lauseen 2.6.3 nojalla voidaan valita
piste P siten, ettii P x A x B ja AP = 2r. T:llsin kolmioepéyhtilon nojalla OP >
AP — OA = 2r — OA > 2r —r = r, joten P on a:n ulkopuolella. Pisteen Cs
olemassaolon takia loytyy tdlloin piste Cy € «, jolla P x Cy x A. Koska P x A x B,
niin Cq * A x B lauseen 2.3.4 mukaisesti. ]

Lauseessa 2.6.2 ei itse asiassa tarvitse olettaa ympyrin ulkopuolisen pisteen B
olemassaoloa:

LAUSE 2.6.6. Olkoon o O-keskinen r-sédteinen ympyré, ¢ suora ja A suoran /¢
piste, joka on ympyréidn « sisédpuolella. Télloin suoralla ¢ ja ympyrélld o on tasan
kaksi yhteisté pistettéd Cy ja Csa, ja niille pétee C1x Ax Cs. Liséksi suoran £ pisteille
pétee: P on a:n sisdpuolella, jos ja vain jos C1 x P x Cs.

Todistus. Valitaan suoralta ¢ piste P, jolle AP > 2r, jolloin P on kolmioepayhtilon
perusteella a:n ulkopuolella ja siis 2.6.2 toimii ja antaa tdsmaélleen kaksi leikkaus-
pistettd C7 ja Cy siten, ettd AxCyx P ja Cpx Ax P. Talloin myos Cp x Ax Cy (lause
2.3.4). Jos P on ¢:n piste siten, ettd C7 * P * Cy, niin P on «:n sisépuolella lauseen
2.6.5 nojalla. Jos taas oletetaan, ettéi P on a:n sisdpuolella, niin joko a) P*Cy xCa,
b) Cy x PxCs tai c) Cp xCq* P. Tapauksessa a) on piste C; ympyrin « sisépuolella
lauseen 2.6.5 nojalla, mikd on mahdotonta. Tapauksessa c) on vastaavasti Co a:n
siséipuolella, mahdotonta sekin. Tapaus b) on siis ainoa mahdollinen. O

Lauseiden 2.6.1 ja 2.6.6 nojalla suoralla ja ympyrélld on siis 0,1 tai 2 yhteistd
pistettd. Tama& huomio antaa aiheen seuraavaan méiritelméan.

Msdritelmé 2.25. Suora £ on ympyréan « tangentti, jos a:lla ja £:114 on tédsmilleen
yksi yhteinen piste.

a B y

Kuva 107: SUORA £ ON YMPYRAN [3 TANGENTTI

LAUSE 2.6.7. Olkoon suora { ympyréin « tangentti ja P néiden yhteinen piste.
Télloin kaikki ¢:n pisteet, pistettd P lukuunottamatta, ovat a:n ulkopuolella.

Todistus. Jos jokin toinen suoran ¢ piste @ olisi joko ympyrélld a tai sen sisdpuolella,
niin voitaisiin valita R siten, ettd P x R (), jolloin lauseen 2.6.5 nojalla R olisi a:n
siséipuolella. T:lloin lauseen 2.6.6 mukaan olisi £:114 ja «:lla kaksi leikkauspistetta
vastoin oletusta. O

LAUSE 2.6.8. Olkoon o O-keskinen r-sédteinen ympyré ja { suora, joka kulkee

pisteen P € « kautta. Télloin ¢ on a:n tangentti, jos ja vain jos ¢ on suoran OP
normaali.
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Todistus. Perustelu on sopiva harjoitustehtavi. O

Huomautus 27. Lauseiden 2.6.8 ja 2.4.16 nojalla voidaan todeta, ettd ympyrian
mielivaltaisen pisteen kautta kulkee aina tédsmélleen yksi sen tangentti.

Misritelmé 2.26. Olkoon AB jana ja C sen keskipiste. Pisteen C' kautta kulkevaa

>

suoran AB normaalia sanotaan janan AB keskinormaaliksi.

Huomautus 28. Lauseiden 2.5.1 ja 2.4.16 avulla ndhd&#n heti, ettd jokaisella ja-
nalla on yksikisitteinen keskinormaali.

LAUSE 2.6.9. Olkoon AB jana ja { sen keskinormaali ja P # A, B mielivaltainen
piste. Tilloin AB = BP, jos ja vain jos ¢ kulkee pisteen P kautta.
Todistus. Perustelu on sopiva harjoitustehtavi. U

LAUSE 2.6.10. Olkoon AB jana ja { sen keskinormaali sekd P # A, B mielival-
tainen piste. Télloin AP < BP, jos ja vain jos APY.

C

P A

Kuva 108: LAUSE 2.6.10

Todistus. Oletetaan aluksi AP¢. Olkoon C janan AB keskipiste. Jos P kuuluu

suoralle AB, niin ei voi ainakaan olla PxC'x A, joten on joko C'x Ax P tai C'x Px A.
Koska C on janan AB keskipiste, on A« C * B, joten ensin mainitussa tapauksessa
saadaan lauseen 2.3.4.ii) nojalla B * A x P, jolloin AP < BP ja siten AP < BP.
Jalkimmaéisessi tapauksessa saadaan heti AP < AC ja siitis AP < AC. Toisaalta
B xC % A, joten lauseen 2.3.4.i) nojalla saadaan B x C x P, ja siis BC < BP, josta
BC < BP. Koska C on janan AB keskipiste, on BC = AC. Yhdistamalla tiedot
saadaan AP < AC = BC < BP.

Voidaan siis olettaa, ettd P ei kuulu suoralle :TB Koska oletettiin AP/, ja koska
A/B, niin PKB Télloin PB leikkaa suoraa /¢ plsteessa Q, PxQxB. Koska P ei

kuulu suoralle AB niin A ei kuulu suoralle PQ PB jolloin APQA on kolmio ja
kolmioepiyhtdlon nojalla AP < PQ + QA. Toisaalta, koska P x @ * B, niin lauseen
2.5.4 mukaan PQ + QB = PB. Lauseen 2.6.9 nojalla taas on QB = QA, joten
kaiken kaikkiaan AP < PQ + QA+ QB = PB. Olemme todistaneet, ettd jos AP/,
niin AP < BP. Titi soveltamalla saadaan AP > BP, jos BP{. Ehdot ovat siis
yhtapitéavia. U

Lause 2.6.1 kertoi, ettéd suora ja ympyré leikkaavat toisiaan korkeintaan kahdessa
eri pisteessid. Sama pétee kahdelle ympyrille:
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LAUSE 2.6.11. Kaksi eri ympyréé leikkaavat toisiaan korkeintaan kahdessa pis-
teessd.

Todistus. Olkoot « ja (B eri ympyroitd, keskipistein A ja B ja siitein a ja b. Jos
A = B, niin a # b ja ympyrit eiviit leikkaa toisiaan ollenkaan, jolloin viite pitee.
Voidaan siis olettaa, ettid A # B. Tehdéin antiteesi, ettéd « ja 3 leikkaavat toisensa
ainakin kolmessa eri pistessi P, ja R. Olkoon ¢ janan P(Q keskinormaali ja
vastaavasti m janan QR keskinormaali. Koska PA = a = QA, niin lauseen 2.6.9
nojalla ¢ kulkee pisteen A kautta.

Kuva 109: YMPYRA MAARAYTYY KOLMESTA PISTEESTAAN

Toisaalta PB = b = QB = RB, joten vastaavasti ¢ ja m kulkevat my6s pisteen

B kautta. Koska A # B, tdytyy olla £ = m. Tilloin sekd QP ettd QR ovat
suoran ¢ normaaleja, jotka kulkevat pisteen @) kautta, ja siis lauseen 2.4.16 nojalla
QP = QR. Nyt suora QP = QR leikkaa ympyrid o kolmessa eri pisteessd, miké
on vastoin lausetta 2.6.1. U

Lauseen 2.6.2 vastine kahdelle ympyrélle on seuraavassa. Sitd ei voi todistaa
ilman Dedekindin aksioomaa. Seuraava todistuskin on aika monivaiheinen.

LAUSE 2.6.12. Olkoot « ja  ympyroitd ja R,S € « siten, ettd R on (3:n sisé-
puolella ja S on sen ulkopuolella. Télloin a:lla ja (:lla on tédsmélleen kaksi yhteisté
pistetta.

Kuva 110: KAHDEN YMPYRAN LEIKKAAMINEN

Todistus. Olkoot a:n ja [:n keskipisteet A ja B ja siteet a ja b. Todistuksen var-
sinainen ty¢ on siind, ettd Dedekindin aksiooman avulla etsitdén ainakin yksi leik-

kauspiste siiné tapauksessa, etti A ei ole suoralla RS. Titéd varten méiritelldin

>

kaikille suoran RS pisteille P apupiste P* seuraavalla tavalla:
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Kuva 111: Kuvaus P — P*

p* _ ) ympyrén a ja puolisuoran AP leikkauspiste, jos P € RS
P muuten, eli kun Px R+ S tai RS x P

> —_—

Tissé on huomattava, ettd koska RS ei kulje A:n kautta, niin AP on aina olemassa.

>

Lisiksi, koska A on «:n sisdpuolella, suoralla AP on lauseen 2.6.6 mukaan tismél-

leen kaksi c:n pistetté, joista tdsméilleen yksi on puolisuoralla AP (lause 2.3.4).

>

Siten P* on yksikisitteisesti méiritelty jokaisella RS:n pisteelld P. Huomaa vieli,
ettdi R* = R ja S*=S.

Merkitéén suoran RS kaikkien pisteiden joukkoa L = {P ‘ P siséltyy suoraan RS}
ja jaetaan L Dedekindin ehdot toteuttaviin osiin médrittelemélld (huomaa puoli-
suora ja t#htil):

D, ={Pc¢c RS ~ {R} | P* on $:n ulkopuolella }

Dy =L~ Ds.
B ”
R K S
E TN
D, D,
a

KuvaA 112: DEDEKINDIN JAKOPISTE K ANTAA LEIKKAUSPISTEEN K*

Todistuksen ideana on tarkastaa, etti Dedekindin ehdot tosiaan toteutuvat ja
ettd Dedekindin aksiooman antaman leikkauspisteen K kuva K* on ympyrdiden
leikkauspiste.

(1) Dy # 0, koska S* = S jasiis S € Dy. Dy # (), koska R* = R ja siis R € Ds.
(2) D1 N Dy =0 joukon Do médritelmén mukaan.

(3) D1 U D5 = L joukon Do méiéritelmén mukaan.
(4) Olkoot P,Q € Dj eri pisteitd. Niytetddn, ettd PQ C D;. Antiteesi: on ole-

massa T € D, siten, etté kuitenkin P*T *(Q. Koska P,Q € D; C RS~ {R},

3
4
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niin joko Rx Px(Q tai R+Q = P. Merkintoji tarvittaessa vaihtamalla voidaan
olettaa, ettd R x P * @, jolloin lauseen 2.3.4 kohdan i) mukaan R * P x T ja

myos T € RS ~ {R}. FEi voi olla niin, ettd T' = S, koska T" € D5, mutta
S € D;. Siksi joko R*T xS tai R* S xT. Seuraava péaéttely osoittaa, etti
jalkimméinen vaihtoehto ei ole mahdollinen:

Jos olisi RS * T, niin T™:n méiiritelméin mukaan olisi 7% = T'. Toisaalta

T € RS jaT ¢ Dy, joten Dy:n mééritelmén mukaan T* = T ei voi olla
G:n ulkopuolella. Mutta oletuksen mukaan R on (:n sisdpuolella ja S

ulkopuolella, jolloin lauseen 2.6.2 nojalla § leikkaa suoraa RS tasan kah-
dessa pisteessd (' ja (s, joille liséiksi pétee C7 x R xS ja Rx Cy % .S. Jos
siis olisi R % .S T, niin 2.3.4:n nojalla voitaisiin péitelld, ettd C7 « Cy % T'.
(Miten?) Tdm4 taas lauseen 2.6.6 perusteella merkitsee sité, ettd 1" ei ole
(G:n sisdipuolella. Se on siis ulkopuolella, sillé se ei ole kumpikaan pisteisté

C1,Cs, jotka ovat ainoat RS:n ja (:n leikkauspisteet. Mutta tdméihin on
mahdotonta, kuten ylld todettiin. Antiteesi on vééri: ei ole RS xT.

On siis jatkettava tutkimalla ensimmaéisté vaihtoehtoa eli olettamalla R *
T x S. Koska toisaalta R * P+ T, niin lauseen 2.3.4 nojalla pitee P xT % S.

Kuva 113: Taraus RxT xS

Koska T' € Dy, niin T' ¢ Dy, ja T* ei siis voi olla  : n ulkopuolella.
Toisaalta P € Dy, joten P* on (:n ulkopuolella. Olkoon ¢ janan RP*
keskinormaali, m janan P*T™ keskinormaali ja n janan T*S keskinormaali
— néméi janat ovat olemassa, silld selviistikin R # P*,P* £ T* jaT* # S.
Koska R on f:n sisdpuolella ja P* sen ulkopuolella, niin BR < b < BPx,
joten lauseen 2.6.10 nojalla BR{. Vastaavasti BT* < b < BP*, joten
BT*m ja BT* < b < BS, joten BT*n Lauseen 2.6.9 nojalla £,m ja n

kulkevat A:n kautta. Koska P* € AP jaT* e AT niin L P*AT* = LPAT.
Lauseen 2.3.9 nojalla janan P*T* keskipiste on kulman £ P AT'sisélld, joten
puomilauseen 2.3.11 mukaan m leikkaa janaa PT'. Olkoon leikkauspiste C,
jolloin P x C x T'. Vastaavasti n leikkaa janaa TS jossakin pisteessd D,
jolloin T'x D% .S, ja samoin ¢ leikkaa janaa RP pisteessid F', jolloin Rx* F'x P.
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Koska T* € AT, niin TT*m ja TT*n, jolloin aksiooman (H7) nojalla BT'm
ja BTn. Lauseen 2.3.4 nojalla voidaan péitelld, ettd C =T x D, joten T on
kulman £CAD sisélld. Tillsin aksiooman (H7) nojalla myos B on kulman

£LCAD sisilld. Puomilauseen 2.3.11 mukaan /TB leikkaa t&lloin janaa C'D,
olkoon leikkauspiste F, jolloin C'* E % D. Lauseen 2.3.4 nojalla nihdéén,

ettd RxF'xFE. Koska E € AB, niin F B/ ja koska RxF'x E, niin R(E. Tilloin
R/B, mikd on vastoin ehtoa BRY, joka todistettiin pari rivid edellisen kuvan
jélkeen. Dedekindin ehto (4) on siis voimassa.

(5) Antiteesi: On olemassa pisteet P,Q) € D2 ja T € D1, jolla olisi P x T x Q.
Kuten kohdassa (4) nidhdéén, ettéd ei voi olla R * S * P eikd R * .S % @), vaan

P, T ja ) ovat puolisuoralla SR. Tilloin joko T'xQ * .S tai T x P x.S. Koska
S € D1, niin kumpikaan ei ole mahdollista kohdan (4) nojalla.

Niin on todistettu, ettd D; ja Do toteuttavat Dedekindin ehdot. Olkoon K € L
Dedekindin aksiooman antama piste. Osoitetaan, ettd K* € aU . (Ks. kuva 112.)
Ensinnékin taytyy olla K € RS. Jos nimittiin olisi K * R % .S, niin valittaisiin @

siten, ettd @« K xR, jolloin @ € Dy, koska Q ¢ RS. Mutta R € D, joten tilanne on
vastoin Dedekindin aksiooman antamaa K:ta koskevaa ehtoa. Myoskédn R * S+ K
ei tule kysymykseen, silld siinéd tapauksessa tarkasteltaisiin sellaista pistetta @, jolla
S« K * @, jolloin — kuten kohdassa (4) edelld — nihtéisiin, ettd @ € D;. Koska
myos S € D; niin jouduttaisiin taas ristiriitaan Dedekindin aksiooman antaman
jakoehdon kanssa. Siis tosiaan K € RS ja siksi K*:n mééritelmén nojalla K* € a,
jolloin riittéé osoittaa, etti K* € (5. Antiteesi K* ¢ [ siséltdd kaksi vaihtoehtoa:
K* on joko f:m sisdpuolella (i) tai ulkopuolella (ii).

Tapaus (i): BK* < b. Koska S on @m ulkopuolella, niin K* # S, jolloin

janalta K*S voidaan lauseen 2.6.3 nojalla valita piste C' siten, ettd K* « C' % S ja
K*C < 1(b— BK*).

Kuva 114: Tapaus (i)
Lauseen 2.6.6 nojalla C' on ympyrin « sisdpuolella ja edelleen puolisuoralla AC
on a:n piste, olkoon se D, jolloin A x C x D, tdmé seuraa esimerkiksi lauseesta
2.6.5. Talloin CD = AD — AC = a — AC. Toisaalta kolmioepéyhtélon nojalla
AC > AK* — K*C|, jolloin

CD=a—-AC <a— (AK*-K*C) = K*C.
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Edelleen kolmioepéyhtilon nojalla BD < BK* + K*D ja siten BD < BK* +
(b — BK*) = b, joten D on f:n sisdpuolella. Koska C' on kulman {K*AS =

£ K AS sisépuolella, niin AC leikkaa puomilauseen 2.3.11 nojalla janaa KS. Olkoon
leikkauspiste @, jolloin K * @ *.S. Suoraan K™*:n méédritelmén mukaan D = Q*,
joten QQ € Dy. Jos valitaan F’ siten, ettd F x R xS, niin F € Dy ja 2.3.4:n mukaan
FxK«*@Q. (Huomaa, ettd voi olla K = R.) Tamé on vastoin Dedekindin aksiooman
antamaa ehtoa.

Tapaus (ii): BK* > b. Timi tilanne kisitelldsin vastaavalla tavalla kuin (ii).
Tassé valitaan C siten, ettd R+ C« K* ja K*C < 1(BK* —b) ja samanlainen lasku
kuin ylld antaa K*C' < BV K* — b, josta saadaan edelleen BD > BK* — K*D > b,
ja D on siten ympyrén ( ulkopuolella. Piste @, jolla R* @ x K, 16ytyy kuten edelld
ja Q" = D. Téten Q € D;. Jos valitaan F' siten, ettd R+ .S F, niin F' € D, ja nyt
Q@ * K x F', miké on taas vastoin Dedekindin aksioomaa.

Nyt on siis 1oydetty yksi ympyroiden « ja 3 yhteinen piste siind tapauksessa, etté

A ei ole suoralla RS. Jos taas RS sattuu kulkemaan A:n kautta, niin valitaan jokin
toinen A:n kauta kulkeva suora /. Lauseen 2.6.6. mukaan /¢ leikkaa c:n kahdessa
pisteessé, olkoot ne U ja V.

>

KuvaA 115: TAPAUS, JOSSA A SISALTYY SUORAAN RS

Jos toinen néistd kuuluu f:aan, niin leikkauspiste on 16ydetty. Jos toinen, olkoon

se U, on (:n ulkopuolella, niin korvataan S pisteelld U. Koska nyt RU ei kulje
pisteen A kautta, niin on palauduttu jo kisiteltyyn tapaukseen. Voi vield kiyda
niin, ettd sekd U ettd V ovat [:n sisdpuolella. Tilloin korvataan R pisteelld U ja
palaudutaan taas aikaisempaan.

On siis osoitettu, ettd on olemassa ainakin yksi leikkauspiste. Toinen loytyy
seuraavasti: Olkoon C' ympyroiden « ja 3 leikkauspiste. Olkoon ¢ sen kautta kul-

keva suoran AB normaali ja leikatkoon se suoran AB pisteessi D. Nyt C # D
(Harjoitustehtéva).

KuvaA 116: TOINEN LEIKKAUSPISTE
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Valitaan F siten, ettd C'« Dx E ja DE = C'D. Télloin AB on C'E:n keskinormaali,
joten lauseen 2.6.9 nojalla AE = AC = a, ja siten E € a. Vastaavasti BE = BC =
b, ja siten £ € (.

Enempéé leikkauspisteité ei sitten lauseen 2.6.11 mukaan voi ollakaan, joten
lause 2.6.12 on lopulta todistettu. O

Dedekindin aksiooma on riippumaton muista esittimistdmme aksioomista, silla
on olemassa malli, jossa aksioomat (H1)—(H13) ja Arkhimedeen aksiooma péteviit,
mutta Dedekindin aksiooma ei pide. (Perustelu on sopiva harjoitustehtéva.)

Toisaalta Arkhimedeen aksiooma on Hilbertin aksioomajirjestelméssé itse asiassa
tarpeeton siind mielessé, ettd jos oletetaan, ettd aksioomat (H1)—(H13) ja Dede-
kindin aksiooma péteviit, niin voidaan todistaa, ettd myos Arkhimedeen aksiooma
pétee, toisin sanoen Arkhimedeen aksiooma voidaan tulkita lauseeksi. Todistetaan
tdmé vield tdmén luvun lopuksi. Todistaessa on oltava tarkkana, ettei kiytd hy-
viiksi Arkhimedeen aksioomaan nojautuvia luvun 2.5 tuloksia, jotta ei syyllistyisi
kehipéddtelméadn. Myos useimmat luvun 2.6. tulokset kiyttavit hyviikseen luvun
2.5. tuloksia ja sitd kautta Arkhimedeen aksioomaa, joten nekin ovat nyt kiytto-
kelvottomia.

LAUSE 2.6.13. Arkhimedeen aksiooma seuraa aksioomista (H1)—(H13) ja Dede-
kindin aksioomasta.

Todistus. Olkoot AB ja C'D janoja. Pitdé osoittaa, ettd on olemassa luku n € N
ja piste F siten, ettd C'x D x E ja CE = n - AB. Antiteesi: néin ei ole. Merkitidén

L ={P | P sissltyy suoraan 075}

L, ={P¢ CD ~ {C} | ei ole olemassa lukua n € N ja pistetté E siten,
etti CxDx FE jaCE =n-AB.}
LQ =L~ Ll.

Osoitetaan, ettd Ly ja Ly toteuttavat Dedekindin ehdot.

(1) Antiteesin nojalla D € Ly, joten Ly # (). Toisaalta C' € Lg, joten myos
Ly # 0.

(2) D1 N Dy = () seuraa Lo:n mééritelmésté.

(3) D1 UDs = L seuraa Lo:n miiritelmésté.

(4) Antiteesi: On olemassa pisteet P,QQ € Lj ja R € Lo, jolla P x R x Q.
Merkintojé tarvittaessa muuttamalla voidaan olettaa, ettd Cx P+ R. Télloin

myos R € CD \ {C}. Koska R € Ly, niin R ¢ Ly ja siten 1oytyy n € N
ja piste E siten, etti Cx Rx E ja CE = n- AB. Koska C *x P x R, niin
C * P x E/, mutta tdmi on mahdotonta, koska P € L.

(5) Antiteesi: On olemassa P,Q € Ly ja R € Ly, joilla P x R x Q. Koska

R € CD ~ {C}, niin joko C x R * @ tai C * R x P. Merkintji tarvittaessa
muuttamalla voidaan olettaa, ettd C' x R x P. Téstd joudutaan ristiriitaan,
kuten kohdassa (4), kunhan vaihdetaan P:n ja R:n roolit.

Siis Ly ja Lo toteuttavat Dedekindin ehdot, joten on olemassa piste P € L, joka
toteuttaa Dedekindin jakoehdon. Koska L = L1 U Lo, niin joko P € Lo tai P € L;.
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Tapaus P € Lo: Téssd on kolme osatapausta sen mukaan, onko PxC'« D, P = C
vai P € CD ~ {C}.

i)
ii)

iii)

P x C x D: Valitaan R siten, ettd R x P x C, jolloin R € Ly ja joudutaan
ristiriitaan pisteen P ominaisuuksien kanssa, silld my6s C' € Lo.
P = C: Valitaan R siten, etti R* C % D ja valitaan liséiksi aksiooman (HS8)

mukaisesti piste S € C'D siten, ettd C'S = AB ja edelleen valitaan T siten,
ettd C' T x S. Tilloin R € Ly jamyos T € Ly (n =1, E = S) ja liséiksi
R*xCxT eli R+ P *T, mikd on taas mahdotonta.

P € CD ~ {C}: Koska nyt P € Lo, niin Ly:n midritelmén nojalla loytyy
luku n € N ja piste F siten, ettd C' « Px FE ja CE = n- AB. Valitaan R
siten, ettd P+ Rx F, jolloin C'« Rx F ja C'x Px R. Lisiiksi Lo:n mééritelmén
mukaan R € Lo. Téméi on taas mahdotonta, koska C' € Ly ja C x P x R.

Siis kaikki tapauksen P € Lo alitapaukset ovat mahdottomia, joten koko tapaus
P € Ly on mahdoton.

On siis oltava P € L1. Nyt P € CD ~ {C}. Jos valitaan R siten, ettd C'x P R,
niin P:n ominaisuuksien nojalla, koska C' € Lo, on oltava R € L;. Valitaan sitten

S € PC siten, ettd PS = AB. Tissé on taas kolme alatapausta: i) P S * C, ii)
S = Cjaiii) PxC =« S. Kaikissa tapauksissa S * P x R, joten, koska R € L1, on
P:n ominaisuuksien nojalla oltava S € L.

=AB
—
h c s E
L J L J
Y Y
= nAB =AB
= AB
- —
i) o
C=Ss F R
-
=AB
=AB
iii’) —o o .o
S C P FR
C > J
= AB

Kuva 117: TAPAUKSEN P € L; VAIHTOEHDOT

—

PxSxC. Tassd S € CD~{C}, joten Lo:n médritelmén mukaan on olemassa
luku n € N ja piste F, siten, etti C' « S x E ja CE = n - AB. Valitaan F
siten, etti C'x E x ' ja FF = AB, jolloin monikerran mééritelmén nojalla
CF = (n+1)-AB. Koska P € Lq, niin ei voi olla C'x P x E, ja koska liséiksi
C * E x F, ei voi olla myoskddn P = F. Koska tutkittavassa tapauksessa i)

on CxS*xP jaCxSx*E, jolloin P € C’_E), niin taytyy olla C' x E'x P. Koska

lisiksi C'x S % E, niin on S * E x P. Télloin PE < PS. Koska PS = AB
niin lauseen 2.4.4 mukaan PE < AB. Toisaalta EF = AB, joten uudelleen
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lausetta 2.4.4 kiyttien EP < EF. Lauseen 2.4.4 iii) nojalla t#llsin ei voi
olla P = F eiki F x F'x P. Koska toisaalta C' x E x P ja C' x E x F', ainoaksi
mahdollisuudeksi jaa E « P x F. Mutta télloin, koska C' x F x P, saadaan
C x P x F, miké sekin on mahdotonta, koska CF = (n+1)- AB ja P € L.

ii) S = C. Valitaan téssd F siten, ettd C x P x F' ja PF =~ AB. Tilloin, koska
CP = AB, saadaan monikerran méiritelmén mukaan CF = 2 - AB. Koska
CxPxF ja P e Ly, timéd on mahdotonta.

iii) PxCxS. Nyt valitaan F' siten, ettd F' € CP ja CF = AB. Koska oletimme
PxC xS, niin PC < PS = AB = CF, joten PC < CF. Lauseen 2.4.4.
iii) nojalla ei t#llsin voi olla P = F eiki C x F x P. Koska F' € CP, niin
ainoaksi mahdollisuudeksi jii C' x P x F. Tamékin on mahdotonta, koska
PelijaCF=1-AB.
Niin kaikki alatapaukset ovat mahdottomia, antiteesi on véira ja lause
on todistettu.

4

Huomautus 29. Lauseen 2.6.13 todistuksessa kiiytettiin antiteesia vain kerran ja
sekin ndenndisen vihépétoisessi kohdassa (missd?), mutta sehén riittil
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III Paralleeliaksiooma

Seuraavassa oletetaan vield yksi aksiooma, nimittidin paralleeliaksiooma, jolloin
saadaan aikaan tuttu euklidinen geometria. Paralleeliaksiooma ei ole ristiriidassa
muiden aksioomien kanssa, silld koordinaattigeometria toteuttaa myos sen. Pa-
ralleeliaksioomaa ei toisaalta voi todistaa aikaisempien tulostemme avulla. Taméan
osoitamme luvussa I'V konstruoimalla Poincarén mallin, jossa muut aksioomat péte-
vit, mutta paralleeliaksiooma ei. Kirjan alussa esitetyssid Legendre’in todistuksessa
on siis aukko. Mieti missé kohdassa!

3.1. Alkeellista euklidista geometriaa.

Tiissé luvussa oletetaan, etté aikaisempien lisiksi myds paralleeliaksiooma (PAR.)
pétee:

(PAR) Jos ¢ on suora ja P piste, joka ei sisiilly suoraan ¢, niin P:n kautta kulkee
korkeintaan yksi /:n kanssa yhdensuuntainen suora.

Eukleideen viides aksiooma.

Huomautus 30. (PAR) ei ole tdysin sama kuin kirjan alussa esitetty muoto
Eukleideen paralleeliaksioomasta (PA), vaan nyt ainoastaan kielletéiin useamman
kuin yhden paralleelin olemassaolo. Ero johtuu siitéd, ettd nyt on kiytossd lause
2.4.18, joka sanoo, ettd ainakin yksi on olemassa. Kirjan alussa ei itse asiassa edes
esitetty sanamuodoltaan alkuperiistd Eukleideen paralleliaksioomaa (EA5), koska
se olisi ollut teknisesti hankalaa. Nyt koneistomme on niin kehittynyt, ettd tamé
voidaan helposti tehdd. Alkuperiinen aksiooma on seuraava:

(EA5) Olkoot ¢ ja m eri suoria ja t kolmas suora, joka leikkaa suoraa ¢ pisteessid A ja
suoraa m pisteessd B # A. Jos piste C' on suoralla ¢ ja D suoralla m siten, ettd
CDt ja ({DBA)° + ({BAC)° < 180, niin suorat ¢ ja m leikkaavat toisensa.
Lisdksi, jos P on tuo leikkauspiste, niin PC't ja PDt.

Kuva 118: EUKLEIDEEN VIIDES AKSIOOMA

LAUSE 3.1.1. Eukleideen viides aksiooma (EAS5) pétee.
Todistus. Olkoot A, B,C ja D kuten (EA5):ssd. Valitaan F siten, ettd E x A x C.
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Kuva 119: (EA5):N TODISTUS

T&lloin lauseen 2.5.17 nojalla ({EAB)° 4+ ({BAC)° = 180 ja oletuksen nojalla
saadaan nyt (L(DBA)° < 180 — ({BAC)° = (LEAB)°, josta edelleen lauseen
2.5.20 mukaan

(+) {DBA < {EAB.

Symbolin ” <” méiritelmén mukaan téillijin kulman LEAB sisélld on piste F' siten,
ettd {DBA = ABAF Nyt EFAB EABC ja CDAB (oletus) joten aksiooman

(H7) nojalla F ABD Tillsin lauseen 2.4.15 DOJaHa suorat AF ja BD ovat yhden-
suuntaiset. Koska F' on kulman £ FAB sisillé, on AF 7& AE jolloin (PA) n nojalla

> >

AF ei voi olla yhdensuuntainen B D:n kanssa, vaan AE leikkaa suoraa BD Olkoon
leikkauspiste P. Pitédd vield néyttad, ettd PCAB ja PDAB. Koska CDAB, niin
riittéad, ettd PCAB. Tehd#én antiteesi PABC. (Huomaa, etté ei voi olla P = A.)

Koska FABC, niin EPAB, joten { PAB = {FEAB. Lisiiksi PABD, joten PxBxD.
Niinollen APAB on kolmio ja ulkokulmaepéayhtils 2.4.19 sovellettuna tihén kol-
mioon sanoo, etti L PAB < LABD. Tilloin { FAB < £DBA, miki on vastoin
ehtoa (x) lauseen 2.4.12 iii) nojalla. O

Huomautus 31. Jos oletetaan, ettéd Eukleideen 5. aksiooma pétee (muiden Hilber-
tin aksioomien liséksi, tietenkin), niin voidaan todistaa, ettd (PA) pétee. Perustelu
on sopiva harjoitustehtévi. Niin (EA5), (PA) ja (PAR) ovat siis ”yhtd vahvoja”.

LAUSE 3.1.2. Olkoot ¢ ja m yhdensuuntaisia suoria. Jos suora t # { leikkaa
suoraa ¢, niin se leikkaa myds suoraa m.

Todistus. Olkoon P suorien ¢ ja t leikkauspiste. Aksiooman (PA) nojalla sen kautta
voi kulkea vain yksi m:n suuntainen suora. Koska ¢ || m ja t # ¢, niin ¢ ei voi olla
m:n kanssa yhdensuuntainen, vaan leikkaa sité. O

Huomautus 32. Lauseen 3.1.2 perusteella suorien yhdensuuntaisuusrelaatio on
euklidisessa geometriassa siind mielessd melkein transitiivinen, ettd jos £ || m ja
m || t niin ¢ || ¢ tai £ = t. Siten voidaan sanoa, etté (eri) ”suorat ¢,m ja t ovat
yhdensuuntaiset.”

LAUSE 3.1.3. Olkoon « ympyré, A sen keskipiste sekd P ja () € « eri pisteitd

siten, ettd A ei sisélly suoralle PQ). Olkoot edelleen ¢ ja m pisteiden P ja @Q kautta
kulkevat o:n tangentit. T:lloin ¢ ja m leikkaavat toisensa. Jos leikkauspiste on R,
niin L RPQ = LRQP.
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Kuva 120: TANGENTIT

Todistus. Olkoon n janan P(Q keskinormaali ja B janan PQ ja n:n leikkauspiste.
Lauseen 2.6.9 nojalla n kulkee pisteen A kautta ja oletuksen nojalla A # B, joten
£PBA on suora. Siten lauseen 2.5.19 mukaan ({PBA)° = 90. Koska ({BPA)° >
0 (lause 2.4.15.), niin Saccherin ja Legendre’in lauseen nojalla ({BAP)° < 90.

>

Toisaalta lauseen 2.6.8 mukaan ¢ | AP, joten jos valitaan suoralta ¢ piste C' siten,
ettd CBAP, niin (LCPA)° =90. Siten

({BAP)° + (LCPA)° <90+ 90 = 180.

Télloin lauseen 3.1.1 nojalla voidaan soveltaa Eukleideen viidettd aksioomaa, joka

takaa, etté £ ja n leikkaavat toisensa jossakin pisteessid R, jolle piitee RB:E. Koska
R sisiltyy suoraan n, pitee lauseen 2.6.9 nojalla RQ = RP. Tilloin SSS-sdénnon
nojalla ARAP = ARAQ. Erityisesti {RQA = £LRPA, joten {RQA on suora.

Siten R on suoran AQ normaali. T#lloin lauseen 2.6.8 mukaan R(Q) on ympyrin o

tangentti ja koska ():n kautta kulkee vain yksi a:n tangentti, niin R() = m. Siten
R on m:n ja £:n leikkauspiste. Viite L RPQ = £ RQP seuraa lauseesta 2.4.1, silld
ylla todettiin, ettd RQ) = RP. U

Vuorokulmat ja kolmion kulmasumma.

Seuraava lause ratkaisee vuorokulmalauseen 2.4.15 yhteydessé esitetyn ongelman
euklidisessa tapauksessa.

LAUSE 3.1.4. (Ka#nteinen vuorokulmalause) Olkoot ¢ ja m yhdensuuntaisia
suoria ja t suora, joka leikkaa (:&& pisteessd A ja m:éd pisteessd B. Olkoot liséksi
C suoran ¢ ja D suoran m piste siten, ettd CtD. Télloin L DBA = LCAB.

N

E A C

Kuva 121: (PAR) TAKAA YHTA SUURET KULMAT!

Todistus. Antiteesi: {DBA % £LCAB. Lauseen 2.4.12 nojalla tllsin joko K DBA <
£LCAB tai £CAB < £DBA. Merkintsji tarvittaessa vaihtamalla voidaan olettaa,
etti LDBA < LCAB. Valitaan F siten, ettd E * A« C. Lauseen 2.4.17 nojalla
(LEAB)°+(LCAB)° = 180. Koska {DBA < £C'AB, niin ({DBA)° < ({CAB)°
(lause 2.5.20) ja siten

({EAB)° + ({DBA)° < ({EAB)° + (LCAB)° = 180.
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Lisiksi FABC' eli FtC, joten oletuksen C'tD nojalla EDt. Tilloin Eukleideen 5.
aksiooman nojalla suorat m ja ¢ leikkaavat, mikd on mahdotonta, koska ne ovat
yhdensuuntaiset. O

SEURAUS 3.1.5. Olkoot ¢ ja m yhdensuuntaisia suoria ja n suoran ¢ normaali.
T:lloin n leikkaa m:d4 (3.1.2) ja on myds m:n normaali (3.1.4).

Huomautus 33. Niytdmme mychemmin Poincarén mallin avulla, ettd ilman pa-
ralleeliaksioomaa ei voi todistaa edes, etti n leikkaa suoraa m.

LAUSE 3.1.6. Olkoot ¢ ja m yhdensuuntaisia suoria sekd n suoran ¢ normaali ja
t suoran m normaali. T&lloin n ja t ovat joko samoja tai yhdensuuntaisia.
Todistus. Perustelu on sopiva harjoitustehtavi. U

Luvussa 2.5 tarkasteltiin kolmion defektid def(AABC) = 180— (L A)° —(4B)° —
(LC)° ja todettiin, ettd aina def AABC > 0 ja ettd samassa mallissa joko
def(AABC') > 0 kaikilla kolmioilla tai sitten def(AABC) = 0 kaikilla kolmioilla.
Erityisesti euklidisen geometrian kaikissa malleissa pétee def(AABC) = 0.

LAUSE 3.1.7 (Kulmasummalause). Jokaisen kolmion defekti on 0.

Todistus. Lauseen 2.5.26 nojalla riittdd ndyttdd, ettd on olemassa suorakulmio.
Konstruoidaan sellainen. Valitaan suora £ ja piste P, joka ei sisélly suoraan ¢. Lau-
seen 2.4.18 nojalla voidaan valita P:n kautta kulkeva suora m siten, ettd ¢ || m.
Lauseen 2.4.8 nojalla on olemassa P:n kautta kulkeva m:n normaali ¢{. Lauseen
3.1.5 nojalla t on my6s ¢:n normaali. Olkoon @ ¢:n ja t:n leikkauspiste. Valitaan
sitten suoran £ piste R # (). Lauseen 2.4.8 nojalla on olemassa R:n kautta kulkeva
¢:n normaali n. Lauseen 3.1.5 nojalla n on myds m:n normaali, leikatkoon se m:44
pisteessd S. Koska R # @, niin n # t ja silloin on oltava S # P lauseen 2.4.16
nojalla. Siten P,Q, R, S ovat eri pisteitd ja koska ¢ || m, mitkidin kolme niistd
eivit sisilly samaan suoraan. Koska ¢ || m, janat SP ja QR eivit leikkaa toisiaan,
ja koska lauseen 3.1.6 nojalla n = t, niin myoskidin janat PQ ja RS eiviit leikkaa
toisiaan. Siten LJPQRS on nelikulmio. Konstruktion ja lauseen 3.1.5 perusteella
sen kaikki kulmat ovat suoria, joten (JPQRS on suorakulmio. U

Miaidritelmé 3.1. Olkoon JABC D nelikulmio. Sanotaan, etti LJABC'D on suun-
nikas, mikéli AB || CD ja BC || DA.

LAUSE 3.1.8. Olkoon JABC'D suunnikas. Télloin AB = CD, BC = DA, A=
£LC ja AB = AD.

i

P D

A ¢ B

Kuva 122: SUUNNIKAS
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Todistus. Valitaan plsteet Pija@ 81ten ettd PxDxC'j Cja Q+xDx*A. Koska DABC’D on
suunmkas niin BC I AD , joten BCAD j janyt PADC joten PADB. Koska AB I
DC niin lauseen 3.1.4 mukaan £ DAB = LADP. Lauseen 2.4.6 n0Jalla £LADP =
ACQDC T01saalta koska DABC’D on suunnikas, niin ABDC ja nyt QDC’A joten

QDC’B Koska AD I BC’ niin lauseen 3.1.4 nojalla £LQDC = ALBCD. Siten
LA = ADAB = LADP = LQDC = ABCD = £C, joten LA = AC. Aivan
vastaavasti Voidaan paitelld, ettd 4B = £D. Koska JABC D on nelikulmio, niin

BC’AD ja CDAB joten C' on kulman A{DAB Slsalla Puomilauseen 2.3.11 nojalla

AC leikkaa j janaa DB, joten DACB. Koska AB I BC niin lauseen 3.1.4 mukaan
£DAC = LBCA. Koska jo tiedetéddn, ettd 4B = £ D, niin SKK-séd&nnoén nojalla
NACD = ACAB, mistid saadaan AD = CB ja CD = AB. 0

Yhdensuuntaiset ja samanmuotoiset.

Seuraava tulos on keskeinen euklidisessa geometriassa. Voidaan sanoa, etté lihes
kaikki myohemmin esitettévit téirkedt tulokset perustuvat téihén tavalla tai toisella.
Englanninkielisessé kirjallisuudessa tulos tunnetaan nimelld ”Parallel Projection
Theorem”.

LAUSE 3.1.9. Olkoot ¢, m ja n eri suoria, jotka ovat keskendédn yhdensuuntaisia.
Olkoot liséksi t ja t' suoria, jotka leikkaavat suoria £, m ja n pisteissd A, B ja C.
sekéii A', B’ ja C' vastaavassa jérjestyksessd. Télloin

AB A'B
BC (C'D"
Lause 3.1.9 sanoo siis, ettd kolme yhdensuuntaista suoraa erottavat jokaisesta

niitd leikkaavasta suorasta t kaksi palasta, joiden pituuksien suhde ei riipu suorasta
t laisinkaan.

Kuva 123: PARALLEL PROJECTION THEOREM

Todistus. Tarkastellaan kolmea eri tapausta sen mukaan, onko pituuksien suhde

3

a) yksi, b) muu rationaaliluku vai c¢) irrationaalinen.

Tapaus a): AB/BC = 1. Lauseen 2.4.18 nojalla voidaan valita pisteen A’ kautta
kulkeva suora r siten, ettd r || t. Lauseen 3.1.2 nojalla r leikkaa suoria m ja n,
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olkoot leikkauspisteet P ja () vastaavassa jérjestyksessd. Samoin voidaan valita
B':n kautta kulkeva suora s siten, ettéd s || t. Lauseen 3.1.2 nojalla s leikkaa suoria
¢ ja n, olkoot leikkauspisteet T' ja R vastaavassa jérjestyksessi.

oty
[

Kuva 124: Tapraus AB/BC =1

Jos nyt t =t/, niin A = A’, B = B’ ja C = (', joten viite on selvii. Jos taas
t || ¢, niin nelikulmiot JAA’B’B ja OBB’'C’'C ovat suunnikkaita, jolloin lauseen
3.1.8 nojalla AB = A’B’ ja BC = B'(C", ja viite seuraa.

Voidaan siis olettaa, ettd t ja ¢’ ovat eri suoria, jotka eiviit ole yhdensuuntaisia.
Talloin ¢’ # r ja t' # s eikdi mikddn pisteistd P,Q ja R ole suoralla t'. Lisiksi
Q # R, silld jos olisi Q = R, niin (PA):n nojalla olisi » = s, jolloin olisi P = B/,
miksi on mahdotonta. Nyt tapauksessa a) on AB = BC, jolloin on oltava A* Bx*C.
Télloin AmC' ja koska £ || m ja n || m, niin AA’'m ja CC'm ja niin saadaan A'mC’
ja silloin A" x B’ % C’. Vastaavasti voi paitelld, ettd A’ x P x Q. Talloin QPt’ (k).
Lauseen 3.1.2 ja sen jilkeisen huomautuksen nojalla r || s, joten QA’s (x). Koska
A’xB'+C’, niin A’sC" ja silloin (x):n nojalla QsC’. Tillsin Q* R+ C’ tai RxQ*C’;
kummassakin tapauksessa QRC’. Télloin (xx):n nojalla PRt’. Valitaan nyt piste
S siten, ettd P * B’ % S, jolloin Pt'S ja siten Rt'S. Koska m || n, niin lauseen 3.1.4
mukaan L{RC'B’' = LAB'P. (x * %).

Koska AsC’, niin lauseen 3.1.4 nojalla L ATR = AT RC’. Toisaalta nyt JA'T B’ P
on suunnikas, joten lauseen 3.1.8 nojalla L A'TB’ = L A’PB’. Koska A* Bx(C, niin
T'xB’'x R, miké perustellaan samalla tavalla kuin A’«B’xC". Siksi L{A'TB’ = LA'TR
ja LTRC’" = £B'RC. Siten {B'RC = ATRC' =2 LA'TR = {A'TB' = LA'PB’
ja niin {B'RC =2 LA’PB’ (x#x*x). Nyt nelikulmiot JAA’PB ja OBB’'RC ovat
suunnikkaita, joten lauseen 3.1.8 nojalla AB = A’P ja BC' = B’R. Tapauksessa
a) pitee oletuksen mukaan, etti AB = BC ja siten A’/P = B’'R eli A’P = B'R.
Téamén sekéd ehtojen (x#x) ja (xxx%) ja vield SKK-sd#innon nojalla saadaan

ANA'PB' = AB'RC’.
e e T ~ T BT s B . AB
Erityisesti talloin A'B" = B'C” eli A’B’ = B'C", joten ZZ=1= £Z.
Tapaus b): AB/BC = g # 1 on rationaaliluku; p,q € N. Valitaan pisteet

Py, ..., P, seuraavasti: Asetetaan Py = A ja valitaan P, € AB, k =1,...,p siten,
ettd AP, =k - ATB. Tamé on lauseen 2.6.3 nojalla mahdollista.
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e A
= e

P
e
RY)
U
N

- 5 £=p
R=A  /A=R 0

Kuva 125: Taraus AB/BC = LeQ

Koska kaikilla k& on AP, < APgy1, niin A * Py x Peyq kaikilla £k = 1,...,p — 1.
Liséiksi AP, = p - ATB = AB, joten P, = B. Koska A * Py, * P41, niin PPy =

AP, — AP, = k+1-%—k-% = % Vk = 1,...,p — 1 ja lisiksi myos

PyP, = AP, = ATB. Lauseen 3.4.18 nojalla jokaisen P;n (0 =1,...,p — 1) kautta
kulkee /:n kanssa yhdensuuntainen suora, olkoon se p;. Lauseen 3.1.2 nojalla p;
leikkaa suoraa t’, olkoon leikkauspiste P/. Merkitéén lisiksi pg = ¢, Pj = A’
ja pp = m, P, = B'. Lauseen 3.1.2 nojalla suorat py, k = 0,...,p ovat kaikki
yhdensuuntaisia keskenéén. Lisdksi pétee

=1 Vk=1,...,p—1.

==

T&lloin voidaan soveltaa a) -kohtaa, jonka mukaan on

P/ P/
“RRFL 1 Vk=1,...,p—1,
Lyt

eli PP/ =P _ P, Vk=1,...,p—1 Merkitiin a = Py P41, k=1,...,p—1.
Koska A = Py * P 1 ja suorat py ovat yhdensuuntaisia, pitee myos A’ * P x Pj ;.
Tamé perustellaan kuten kaava A’ * B’ x* C’ a) -kohdassa. Téten

AP, =AP +PP ,=AP +a Vk=1,...,p—1.

Koska A’P] = P[P, = a, niin induktiopééttelylld néhdddn, ettd kaikilla k =
0,...,p— 1 pitee A’P],, = (k+ 1)a. Erityisesti, kun k = p — 1 saadaan

(%) A'B'=A'P)=p-a.

Valitaan sitten pisteet Qo,...,Q, seuraavasti: Asetetaan Qo = B ja Qy € BC
siten, ettd BQr = k- %. Samalla tavalla kuin ylli voidaan nyt péitelld, etta

(k) B'C"=q-b,
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missi b = Q[Qf 1, k = 0,...,¢ — 1. Nyt P, B = 48 ja BQ; = 5Z, joten

oletuksen 42 = % nojalla saadaan

PoaB AB/p:g
B BC/q »p

Soveltamalla a) -kohtaa yhdensuuntaisiin (lause 3.1.2) suoriin p,_1, m ja ¢; saadaan

= 1.

P
q

P B

B'Q}

eli P/ P} = QuQ jasiten a = b. Tilloin (*):n ja (+x)m nojalla

- b

%
Q
Q

kuten viitettiinkin.
Tapaus c): AB/BC ¢ Q . Olkoon 0 < =z € R\ Q. Merkitdin % =ua

ja viitetddn, ettd x = /. Antiteesi on x # 2’. Merkintoji tarvittaessa vaihtamalla
voi olettaa, ettd 2’ < x. Valitaan rationaaliluku %, p,q € N, siten, ettd 2’ < g < .

Lauseen 2.6.3 nojalla voidaan valita P € BA siten, etti BP = %B—C’. Talloin

BP < 2BC = g=gB—C = AB, joten B x P x A. Lauseen 2.4.18 nojalla P:n kautta
kulkee m:n kanssa yhdensuuntainen suora, olkoon se p. Lauseen 3.1.2 nojalla p
leikkaa suoraa t’, olkoon leikkauspiste Q. T:lloin B’ x Q x A’. Tamé perustellaan
taas kuten a) kohdan kaava A’ x B’ % C.

| a
=

P Q D
\ JA

A

Kuva 126: Taraus AB/BC ¢ Q
Nyt 22 = £, joten b) -kohdan nojalla L9 _ £ Koska B'+Q+A’, niin A’B’ > B'Q

BC B'C’
Jja siten
Ax B’ B’
x = > @ _»p P
B'C’ B'C" q
mikéd on mahdotonta ja osoittaa antiteesin védriksi. U

Msiritelmé 3.2. Olkoot AABC ja ADFEF kolmioita siten, ettd £ A = AD,
AB = LF ja £C = AF. Tilloin sanotaan, ettid kolmiot AABC ja ADEF ovat
samanmuotoiset ja merkitdin ANABC ~ ADEF.
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c F
A ﬁ
E
B D
Kuva 127: SAMANMUOTOISET KOLMIOT

Samanmuotoisten kolmioiden vastinsivujen suhde on vakio:

LAUSE 3.1.10. Olkoon AABC ~ ADEF. T&lloin

AB AC BC
DE CF EF’

F
c E
A<] ; D
B P ¢
Q

Kuva 128: SIVUJEN SUHTEET

Valitaan P siten, etti P x D x F ja DP = AB ja Q siten, ettd Q *x D x I ja
D@ = AC. Lauseen 2.4.6 nojalla L{PDQ = LFDEF, jolloin oletuksen nojalla
£APDQ = £ A. SKS-sédnnon nojalla saadaan AABC = ADPQ. FErityisesti £Q =
£C, joten oletuksen mukaan £Q = L F, eli {DQP = LFDE. Koska FxDx*(, niin
ACDQP = AFQP ja {DFE = LQFFE, joten AFQP = LQFFE. Koska Ex D % P,

niin EF QP Tilloin lauseen 2.4.15 mukaan PQ I FE. Lauseen 2.4.18. nmalla

D:n kautta kulkee suora /¢, jolle ¢ || PQ, jolloin 3.1.2:n mukaan myos ¢ || FE. Nyt
voidaan soveltaa lausetta 3.1.9, jonka mukaan

Todistus.

DQ PD
DF DE’

Koska AABC = ADPQ, niin PD = AB ja DQ = AC. Siten
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Merkintsjé vaihtamalla (A < B, D < F) nihdéén, ettd myos

LAUSE 3.1.11. Olkoon ANABC' kolmio, A * D x B ja { suora, joka kulkee D:n

kautta siten, ettd ¢ || AC. Télloin ¢ leikkaa janaa BC' pisteessd E. Liséksi Bx ExC
ja ADBE ~ ANABC.

Kuva 129: LAUsE 3.1.11
Todistus. Pisteen E olemassaolo seuraa Paschin lauseesta. Valitaan P siten, ettd
D« Ex P, jolloin DBCP. Koska Ax D * B, niin ADBC' ja siten PBCA. Koska / ||

AC, niin lauseen 3.1.4 mukaan L PEC = LECA. Lauseen 2.4.6 nojalla LA PEC =
ABED, joten L{ECA = {BED. Koska B x E x C, niin {BCA = LECA, joten
ABCA = LBED (x). Toisaalta { EBD = LCBA (xx). Kulmasummalauseen 3.1.7
nojalla ndhdadn talloin, etté

({BDE)° =180—({DBE)°—({LBED)° = 180—({LCBA)°—(£BCA)° = ({BAC)°
eli {BDE = LBAC. Tisté ja ehdoista (x) ja (x*) viiite seuraa. g

Lauseelle 3.1.10 pédtee myos kidnteinen tulos.

LAUSE 3.1.12. Olkoot ANABC' ja ADEF kolmioita siten, etté

AB AC BC
DE DF EF

Télloin ANABC ~ ADEF.

Todistus. Merkitédan a = 5F = 55 = gzl(j:. Merkintdja tarvittaessa vaihtamalla
(A« D, B < E,C < F) voidaan olettaa, ettd a < 1. Jos a = 1, niin SSS-sddnnoén
nojalla AABC = ADFEF ja viite pétee. Voidaan siis olettaa, ettd 0 < a < 1.

A E

Kuva 130: LAUSE 3.1.12
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Valitaan P € lﬁ siten, etti DP = AB. Koska a < 1, niin AB < DE ja siten

D x P x E. Olkoon ¢ pisteen P kautta kulkeva suora siten, ettd ¢ || FFE. Lauseen
3.1.11 nojalla ¢ leikkaa janaa DF pisteessd @ siten, ettd D x Q" F' ja ADPQ ~

ADFEF. Tallsin lauseen 3.1.10 nojalla % = % = %. Koska % = % = a,

niin DQ = a - DF ja QP = a - FE. Suhdeluvun a méiritelmin mukaan t#llsin
DQ =45 - DF = AC ja QP = 25 . FE = BC. Siten AB = DP, AC = DC ja
BC = QP. SSS-sdannon nojalla téallsin AABC = ADPQ. Koska siis ADPQ ~
ADFEF, niin viite seuraa. O

Pythagoras ja trigonometria.

LAUSE 3.1.13 (Pythagoras). Olkoon AABC' kolmio siten, etti £A on suora.
Télloin

AB° +AC° = BC.

Kuva 131: PYTHAGORAAN LAUSEEN TODISTUS

—>

Todistus. Olkoon ¢ pisteen A kautta kulkeva BC':n normaali; leikatkoon normaali

—>

¢ suoraa BC pisteessid D. Saccherin ja Legendre’in lauseen nojalla (£B)° < 90 ja
(£C)° < 90, jolloin pitee C x D x B. Taméi perustellaan tédsmiéilleen samoin kuin
lauseen 2.5.25 todistuksessa. Tilloin (L BDA)° = 90 = (LCDA)° ja oletuksen
mukaan ({LCAB)° = 90. Liséksi kulmasummalauseen 3.1.7 mukaan

(LCAD)° =180 — ({LACD)° — ({(ADC)° = 180 — (L ACB)° — 90
=180 — (LACB)® — (LCAB)° = ({LABC)°

eli L{CAD = LABC. Koska myos L{CDA = LCAB ja LACD = £ACB, niin
AC . AB

oy

T . DC DB __ N~
ADCA ~ AACB. Tialloin lauseen 3.1.10 nojalla 56 = 55 Ja =5 = &5, mistd
saadaan ) )
AB"+ AC" =DBCB+DCCB=CB(DB+ DC).
Koska C * D x B, niin DB + DC' = CB, ja viiite seuraa. O

Msdritelmé 3.3. Euklidisessa geometriassa voidaan mééritelld kulman sini ja ko-
sini seuraavasti. Sanotaan, ettd kulma £ A on terdvd, jos (£A)° < 90 ja ettd kulma
£A on tylppd, jos (£A)° > 90. Olkoon ensin £ A terévii. Valitaan piste B # A

kulman A toiselta kyljeltéd. Olkoon ¢ pisteen B kautta kulkeva suoran AB normaali.
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Talloin ¢ leikkaa myos kulman £ A toista kylked. (Perustelu: Olkoon toinen kylki
AP. Jos / ei leikkaa suoraa AP, niin ¢ || AP ja lauseen 3.1.5 nojalla AB L AP, ja
tdlloin £ A = £ BAP on suora kulma vastoin oletusta. Siis suorat ¢ ja AP leikkaa-

vat toisensa jossakin pisteessd R. Pitdd osoittaa, ettd R € AP. Jos néin ei olisi,
niin R x A x P. Tilloin L RAB on kulman £ PAB eli kulman £A tiydennyskulma.
Koska £A on terdvé, niin £ RAB siis on tylppé eli ({RAB)° > 90. Koska {RBA
on suora, kolmion ARAB defekti olisi aidosti negatiivinen vastoin Saccherin ja Le-
gendre’in lausetta. ¢ leikkaa siis tosiaan myds kulman £ A toista kylked.) Olkoon

C suorien ¢ ja AP leikkauspiste. Ei voi olla C' = A, koska ¢ # AB, joten AC on
jana. T&lloin voidaan asettaa
BC AB
sin{A=—€R ja cosdA=—€R.
AC AC

Huomautus 34. Miiritelméssa valittiin B aika mielivaltaisesti. Mitdin muita
mielivaltaisia valintoja ei tehty, ¢ ja C' ovat B:n valinnan jéilkeen yksikésitteisié.
Voisi olla, etté toisenlainen B:n valinta tuottaisi toisenlaisen sinin ja kosinin arvon,
jolloin mééritelméissé ei olisi jirked. Osoitetaan, ettéd B:n valinta ei vaikuta asiaan.

c

A -B' C

Kuva 132: KOSININ JA SININ YKSIKASITTEISYYS

Jos B:n sijasta valitaan jokin toinen piste B’ kulman £A jommalta kummalta
kyljeltd, niin olkoon C’ vastaavasti piste £ A:n toiselta kyljeltd niin, ettd L AB'C’
on suora. Tilloin kulmasummalauseen 3.1.7. mukaan {ACB = LAC'B’ ja siis
lauseen 3.1.10 nojalla

BCc _pBcC . AB _AB
AC ~ Ao " e T Fow

ts. sinin ja kosinin méérittelevit lausekkeet pysyvit samoina, kiytettiinpd mégri-
telméssi sitten pistettd B tai B’.

Nyt on médritelty terdvin kulman sini ja kosini. Jos £A on tylppé, niin sen
tdydennyskulma on terdvi. Merkitéén tdydennyskulmaa (£ A) :lla ja asetetaan

sin{A =sin(£LA)" ja cosdLA=—cos(£LA)".

Lis#ksi, jos £A on suora kulma, niin sovitaan, ettéd sin £ A = 1 ja cos LA = 0.

LAUSE 3.1.14 (Sinilause). Olkoon AABC' kolmio. Tilloin péitee

sin £ A B BC
sin{B AC’
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Todistus. Jos £ A tai £ B on suora, niin viite seuraa suoraan sinin mééritelmésté.
Voidaan siis olettaa, ettd kulmat £A ja £B eiviit ole suoria. Saccherin ja Le-
genrdre’in lauseen nojalla ne molemmat eivit voi olla tylppié, joten ainakin toinen
niistd on terédvi. Merkintoji tarvittaessa muuttamalla voidaan olettaa, ettd £ B

—> «—

on terdvd. Olkoon ¢ pisteen C' kautta kulkeva AB:n normaali ja P sen ja AB:n
leikkauspiste.

Koska £ A ei ole suora, niin ei voi olla P = A; samoin ei voi olla P = B. Toi-
saalta, koska LC'BA on terévi, niin ei voi olla P x B x A, silld jos néin olisi, niin
£ PC olisi terdviin kulman £CBA tidydennyskulmana tylppd ja koska {CPB on
suora, kolmion AC'PB defekti olisi aidosti negatiivinen, mikéi on mahdotonta.

Jéiljelle jad vain kaksi mahdollisuutta. a) Bx Px A jab) B* A x P.

C C

a) b)

Kuva 133: SINILAUSEEN TODISTUS
Koska £C'PA on suora, on molemmissa tapauksissa Saccherin ja Legendre’in
lauseen nojalla LC' AP teriva.
Tapaus a): Jos B x P x A, niin {BAC = LPAC ja {ABC = £PBC ja sinin

méidritelmésti saadaan

sin{A  sindBAC  sin{PAC  PC/AC BC
sin{B ~ sin{ ABC ~ sin{PBC PC/BC AC

Tapaus b): Jos B x A x P, niin LABC = L{PBC ja {BAC on kulman £ PAC
tdydennyskulma, jolloin sinin mééritelmén mukaan sin £ BAC' = sin L PAC ja nyt
tésmilleen sama lasku kuin a) -kohdassa antaa viitteen. U

LAUSE 3.1.15 (Kosinilause). Olkoon AABC' kolmio. Télldin pétee

AB° = BC" + AC" — 9BC AC cos £C.

Todistus. Jos £C' on suora, niin viite seuraa kosinin mééritelmésti ja Pythagoraan
lauseesta. Voidaan siis olettaa, ettd £C ei ole suora. Olkoon ¢ pisteen B kautta

—> —>

kulkeva C'A:n normaali ja D suorien ¢ ja C'A leikkauspiste. Koska £C' ei ole suora
kulma, niin C' # D. Tillsin on neljia mahdollisuutta

a) DxCx A
b) C *D*A
c) D
d)

C*A*D
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B B
D C A ¢ D A
a) b)
B B
C A=D C A D
c) d)

Kuva 134: KOSINILAUSEEN TODISTUS

Tapaus a): Tissd £ BC'D on £ BC A:n tidydennyskulma. Koska £ BDC on suora,
niin £ BCD on Saccherin ja Legendre’in lauseen nojalla terdvé ja £ BC'A tylppa.
Kosinin mééritelmén mukaan cos £C = cos { BCA = —cos £ BCD = —g:g. Koska
D xCx A, niin AD = DC + C'A. Pythagoraan lauseen nojalla BC° -DC° = BD’
ja BD° + AD" = AB". Tillsin

BC’ + AC” —2BC AC cos £C = BC" + AC" + 24C DC
—BC’+(AC+DC)?-DC" =BC +AD° - DC =AD" + BD" = AB".

Tapaus b):  Tissd £C = £LDCB, joten cos LC = %, AC — DC = DA,

BD' =BC +DC ja AD =BD +AB . Yhdistamilli nimi saadaan haluttu
tulos:

Q

BC” + AC” — 2BC AC cos £C = BC" + AC" — 24C DC
~BC +(AC-DC)*-DC' =BD + DA’ =4B".

Tapaus c):  Tissi cos £C = 48 ja BC. —AC" = ABQ, joten

BC” + AC” — 2BC AC cos £C = BC" + AC" — 24C"° = AB".

Tapaus d):  Téssd LC' = LBCD, joten cos £C = g;IB), AC — DC = —AD,

BD =BC - DC” ja AD’ + BD’ = AB°. Saadaan taas:

BC’ +AC" — 2BC AC cos £C = BC' + AC" — 2AC AD
=BC'+(AC-DC)?-DC° =BD" + (-AD)2 =BD" + AD" = AB".
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Kolmioon liittyviit perusympyriét.

LAUSE 3.1.16. Olkoon ABC' kolmio. On olemassa tédsmélleen yksi ympyré -,
joka kulkee A:n, B:n ja C':n kautta.

Huom: Lauseen 3.1.16 ympyriéd v sanotaan kolmion AABC' ympidri piirretyksi
ympyréiksi.

Todistus. Olkoon ¢ janan AB ja m janan BC' keskinormaali. T&lloin ¢ ja m leikkaa-

—>

vat toisensa, sillé jos olisi £ 2 m, niin lauseen 3.1.6 nojalla olisi joko AB = BC' tai

AB || BC. Kumpikaan tapaus ei ole mahdollinen, koska AABC on kolmio. Ol-
koon P keskinormaalien ¢ ja m leikkauspiste, jonka juuri totesimme olevan olemassa.
Lauseen 2.6.9 mukaan AP = BP ja BP = BC, joten p-keskinen ja AP-siteinen
ympyrd v on haluttu ympyra.

M~

Kuva 135: KoLMION AABC YMPARI PIIRRETTY YMPYRA

Halutun ympyrén yksikésitteisyys seuraa vilittomaésti lauseesta 2.6.11. U

LAUSE 3.1.17. Kolmion kaikki kolme sivun keskinormaalia leikkaavat toisensa
samassa pisteessé.

Todistus. Lauseen 2.3.9 nojalla kolmion ympéri piirretyn ympyrian keskipiste on
jokaisella keskinormaalilla. O

LAUSE 3.1.18. Kolmion kaikki kolme kulman puolittajaa leikkaavat toisensa sa-
massa pisteessd.

Todistus. Olkoon AABC annettu kolmio. Puomilauseen 3.2.11 nojalla kulman
£C AB puolittaja leikkaa sivua C'B jossain pisteessi D. AABD on my6s kolmio
ja LCBA:m puolittaja on £ DBA:n puolittaja. Taas puomilauseen nojalla kyseinen
puolittaja leikkaa janaa AD ja siten puolittajaa AD. Olkoon P kyseinen leikkaus-
piste. P ei voi olla suorilla AB, BC eiki AC. Olkoon S pisteen P kautta kulkevan

>

AB:n normaalin ja AB:n leikkauspiste.



IIT PARALLEELIAKSIOOMA 99

Kuva 136: KoLMION AABC SISAAN PIIRRETTY YMPYRA
Télloin S € AB ~\ {A}, silld muutoin olisi

o 2.4.19 o o 2.5.18 1
90 = ({PSB)° < (LPAB)° = {(LCAB)° "< 1180 = 90,

N[

miké on mahdotonta. Vastaavasti todetaan etts S € BA~ {B }.

Olkoon T plsteen P kautta kulkevan BC n normaalin ja BC n le1kkausplste
Kuten ylla, T € BC ~ {B}. Olkoon vield U pisteen P kautta kulkevan ACm
normaalin ja ACm lelkkausplste Jollom U e AC ~ {A}

Nyt, koska U € AC\ {A}ja S € BA\ {B} ja AP on kulman £CAB puolittaja,
pitee LUAP = LSAP. Koska LU ja £S ovat suoria kulmia, niin lauseen 3.1.7.
nojalla KUPA = £SPA. Siten AAPU ~ AAPS. Koska niissi on yhteinen
sivu AP, on lauseen 3.1.10 mukaan myoés UP = SP. Vastaavasti nidhdidn, ettd
ABPS ~ ABPT, josta edelleen SP = TP. Kaikkiaan siis SP = TP = UP.

Olkoon y ympyra jonka keskipiste on P ja side SP. Lauseen 2.6.8 nojalla

AB BC ja AC ovat v:n tangentteja.
Lauseen 2. 6 7 nojalla V01daan edelleen niahdi, ettd PS AC. Koska S € AB~ {4},
on myos BCAC ja siten PBAC Vastaavasti ndhdéén, etté PABC

Siten P on kulman £LACB sisilla.

Téssd tilanteessa on oltava T € CB ~ {C}. Ei nimittdin ainakaan voi olla
T % C x B, silld jos niin kuitenkin olisi, niin olisi TACB, ja koska PTAC, miki
seuraa lauseesta 2.6.7, olisi myos PAC B, miké ei ole mahdollista, koska PBAC,
kuten ylla ndhtiin. Ei myoskiin voi olla T' = C sillé jos néin olisi, niin y:n tangentti
AC leikkaisi v:aa pisteissid U ja C, jolloin olisi U = C' = T ja edelleen AC = BC
(Lauseen 2.6.8:n jéilkeinen huomautus 27), mikd on mahdotonta, koska AABC on
kolmio. .

Vastaavasti néhdédn, ettd U € CA ~\ {C}. Siten LTCP = LBCP ja LUCP =
LACP. Nyt kolmioissa APCU ja APCT on LU = AT (suora kulma) ja PT =

PU (v side) ja PC yhteinen, joten lauseen 2.4.21 nojalla APCU = APCT ja
erityisesti AUCP = LTCF eli {ACP = £{BCP. Koska, kuten todettiin, P on

kulman £C sisélld, niin C'P on kulman £C puolittaja. Siten P siséltyy jokaiseen
puolittajaan. U

Huom: Lauseen 3.1.18 todistuksessa esiintyvdd ympyrdd v sanotaan kolmion
NABC sisddn piirretyksi ympyrdiksi.
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Kehikulmat.

Seuraava lause sanoo, ettd ”ympyrian halkaisijaa vastaava kehdkulma on suora
kulma.
LAUSE 3.1.20 (Thales). Olkoon « ympyré, keskipiste A, ja { pisteen A kautta
kulkeva suora, joka leikkaa c:aa pisteissd P ja Q). Olkoon liséiksi B € o~ {P,Q}.
T:lloin kulma £ PB(Q on suora.

L
<

Kuva 137: THALEEN LAUSE

Todistus. Lauseen 2.4.1 nojalla LAPB = L ABP ja LAQB = {ABQ. Merkitiin
B =(LAPB)°jay = (LAQB)°. Koska P+ AxQ, niin {APB = LQPB ja LAQB =
£PQB. Koska kolmion APQB astemittojen summa on 180, on (£ PQB)° = 180 —
(LQPB)° — ({PQB)° = 180 —  — . Koska P x A % @, niin BA on £PBQ:n
sisilld, jolloin lauseen 2.2.15 nojalla (L PBQ)° = ({LABP)° +({LABQ)°. Koska siis
£ABP = LAPB ja £ABQ = £ APB, niin saadaan

(+) (LPBQ)° = f+7.
Talloin B+ v = 180 — B — +, josta saadaan 3 + v = 90, mikd (*):n kanssa antaa
véitteen. U

”Kehdkulmalause” on edellisen yleistys. Sen mukaan ”ympyrian keskuskulmaa
~v vastaava kehikulma on %7 ja vastakkainen kehikulma 180 — %7. Tama siis
riippumatta siité, missé kohtaa asianomaista kaarta kehikulman kérki sijaitsee.

Kuva 138: KEHAKULMALAUSEEN VAITE TAPAUKSESSA A¢B

LAUSE 3.1.21. (Kehikulmalause). Olkoon « ympyré, keskipiste A ja { suora,
joka ei kulje A:n kautta ja leikkaa «:n pisteissd P ja ). Olkoon lisiksi B € o ~\
{P,Q}. Tilloin, jos a) ABY, niin ({PBQ)° = %(A{PAQ)O ja jos b) A¢B, niin
(4PBQ)° =180 — 3(LPAQ)°.
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B
Pﬁ\(? l

a

Kuva 139: KEHAKULMALAUSE TAPAUKSESSA A¢B

Todistus. Kisittelemme ensin tapauksen b) eli A¢B, jolloin jana AB leikkaa £:#.
Olkoon leikkauspiste R. Tilloin R on a:n sisélld ja siten lauseen 2.6.6 nojalla on
oltava P x R * (). Koska my6s A * R x B, niin lauseen 2.5.15 mukaan

({PBQ)° = ({PBA)° + ({LABQ)"°.

Lauseen 2.4.1 mukaan ({PQA)° = ({QPA)°, ({BPA)° = ({PBA)°ja({BQA)° =
(LABQ)°, jolloin 2.5.15:n mukaan ({QPB)° = ({BPA)°—({LQPA)° ja ({PQB)° =
(LBQA)° — (£QPA)°. Kolmion APQB kulmien astelukujen summa on 180, joten

(({PBA)° —(4£PQA)°)+ ((£4BQA)° —(£PQA)°)+ ((£BQA)° — (£LQPA)°) = 180,
josta saadaan
(%) (LBPA)° + ({BQA)° =90+ ({PQA)°.

Toisaalta myos kolmion APQA astemittojen summa on 180, joten ({PAQ)° +
2(4PQA)° = 180, eli (LPQA)° = 90 — 1(LPAQ)°. Sijoittamalla téms kaavaan
(*) saadaan (£LPBA)° + (LABQ)° =90 + (90 — $(£LPAQ)°) = 180 — (L PAQ)°.
Tapauksessa b) viite siis pétee.

Tapaus a) on hieman mutkikkaampi. Oletuksen AB/¢ voimassa ollessa on nimit-

tédin kolme mahdollisuutta: i) A on kulman £PBQ sisill, ii) sen kyljelld tai iii)
sen ulkopuolella. Késittelemme tapaukset erikseen.

W
V4
B

Kuva 140: KEHAKULMALAUSE; AB{¢ JA' A KULMAN £ PB() SISALLA
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Tapauksessa i) eli kun A on kulman £PBQ sisilld, valitaan piste C siten, etté
CxAxBjaCA = AB, jolloin C' € a. Koska A on kulman £ PBQ sisillé, puolisuora

AC eli AB leikkaa janaa P(@Q. Olkoon leikkauspiste R. Koska R on ympyrin o
sisdlld, on B x R x C. Toisaalta ABY, joten ei voi olla B x R *x A, jolloin on oltava
B x Ax R jasiten Ax RxC. Nédin AVC ja voidaan soveltaa edelld todistettua b) -

kohtaa, jonka mukaan (£ PCQ)° = 180— 1 (£PAQ)°. Koska BC kulkee A:n kautta,
ovat kulmat L{CPB ja £CQB lauseen 3.1.20 perusteella suoria, joten ({CPB)° =
(LCQB)° = 90. Kolmioiden APCB ja APQB astemittojen summa on kumpikin
180, joten saadaan (L PCB)° + (LPBC)° = 90 ja ({QCB)° + (£QBC)° = 90.
Koska PxR*@Q, niin ({PCB)°+(£BCQ)° = ({PCQ)° ja ({PBC)°+(£LCBQ)° =
(LPBQ)°. Niistd yhdistamélld saadaan

({PBQ)° = ({PBC)° + (LCBQ)° = 90 — ({PCB)° + 90 — (LQCB)°

=180 — (LPCQ)° = 180 — (180 — %(APAQ)O) = Z(LPAQ)°

kuten pitadkin.

Kuva 141: KEHAKULMALAUSE; AB{¢ JA A KULMAN £ PB(@) KYLJELLA

Tapauksessa ii), jossa A on kulman APBQ kyljelld, voidaan merkintsji tar-

vittaessa vaihtamalla (P < Q) olettaa, ettd A on kyljelld B@, jolloin on oltava
B x Ax Q. Lauseen 2.4.1 nojalla ({BPA)° = ({PBA)° ja ({AQP)° = (LAPQ)°.
Koska B * A % @, niin ({BPQ)° = ({BPA)° + ({APQ)°. Toisaalta Thaleen
lauseen 3.1.20 nojalla £ BP(Q on suora, joten ({BPA)° + (LAPQ)° = 90. Koska
kolmion AAPQ astemittojen summa on 180, niin ({PAQ)° = 180 — 2(LAPQ)°
ja siis (LAPQ)° = 90 — 1(LPAQ)°. Niin ollen ({PBQ)° = ({PBA)° =
90 — (LAQP)° = 1 (LPAQ)° tissikin tapauksessa.

Kuva 142: KEHAKULMALAUSE; AB{ JA' A KULMAN £ PB({) ULKOPUOLELLA
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Tapauksessa iii), jossa A on kulman £PBQ ulkopuolella, on joko ABQP tai
ABPQ. Merkintoji tarvittaessa vaihtamalla voidaan olettaa, ettd ABQP, jolloin

suora B(@) leikkaa janaa AP pistessi R, joka on ympyrin « sisdpuolella ja silloin
on oltava B * R % Q. Lauseen 2.4.1 mukaan ({PBA)° = ({BPA)° ja ({QBA)° =
({BQA)°. Koska Bx R*(Q ja Ax Rx P, niin ({PBQ)° = ({PBR)° = ({BPA)° —
({BQA)°. Kolmiosta AABQ saadaan ({BAQ)° + 2(LBQA)° = 180 ja kolmiosta
AABP saadaan ({BAP)° +2(£BPA)° = 180. Koska B * R * () niin ({BAQ)° =
(LBAP)° + ({PAQ)°. Néisté yhtiloistd saadaan

1

(LPBQ)° = ({BPA)° — ({BQA)° = %(180 — (£BAP)°) = 5(180 - (£BAQ)”)

—~

(({BAQ)® — ({BAP)°) = %(APAQ)O.

N | =

g

Sinilauseen 3.1.14. nojalla nihdéén, ettd kolmion sivun pituuden suhde vastak-
kaisen kulman siniin on kaikissa kolmessa kulmassa sama:

BC CA _ AB
sin{A  sindB  sinLC’
Témé vakio on ldheisesséd yhteydesséd kolmion ympéri piirretyn ympyrén séteeseen.
Patee néet:

LAUSE 3.1.22. Olkoon AABC kolmio ja r sen ympéri piirretyn ympyrén séde.
T:lloin
BC

— 2.
singa "

Todistus. Olkoon O kolmion AABC ympiri piirretyn ympyrén « keskipiste. Vali-
taan D siten, ettd D x O x C' ja DO = r, jolloin D € v ja D # C.

C

>

KuvA 143: YMPARI PIIRRETYN YMPYRAN SADE, TAPAUS ADBC

Jos nyt D = B, niin Thaleen lauseen 3.1.20 nojalla £ A on suora ja siten sin £ A = 1.
Toisaalta BC' = DC = DO + OC = 2r ja siten viite pétee. Voidaan siis olettaa,

etti D # B, joten joko ADBC (kuten kuvassa) tai sitten ABCD. Kummassakin
tapauksessa ODBC joten kehiikulmalauseen 3.1.21 a) -kohdan mukaan

(+) (4BDC)° = L(«BOC)°.
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Tapauksessa ADBC on myos AOB<_C)', joten taas lauseen 3.1.21 a) mukaan (L A)° =
1(£LBOC)° = (4BDC)°® ja siten LA = £BDC ja erityisesti sin £A = sin 4BDC.

Tapauksessa AB?’D on AB(—)CO, joten kehikulmalauseen 3.1.21 b) -kohdan mu-

kaaan (£A)° = 180 — 1(£4BOC)° “ 180 - (LBDC)°. Sinin méiritelmin mukaan
siis sin LA = sin L BDC.

D

Kuva 144: YMPARI PIIRRETYN YMPYRAN SADE, TAPAUS ABCD

Molemmissa tapauksissa on siis sin £ A = sin £ BDC'. Nyt DC on ~:n halkaisija,
joten Thaleen lauseen 3.1.20 mukaan kulma £ DBC on suora ja siten

sin £ BDC = B:C
DC

ja edelleen

BC BC BC

sin<A _ sim<BDC BC/DC DC = DB+ 0C = 2r.

Kolmion ala.
Olkoon ANABC' kolmio. Olkoon D pisteen A kautta kulkevan BC':n normaa-

lin ja BC':n leikkauspiste Jana AD on kolmion AABC' korkeusjana. Vastaavasti
médritellddn korkeusjanat BE ja C'F (ks. kuva).

C

E

Kuva 145: KORKEUSJANAT
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Kolmion AABC' pinta-ala, jota merkitéén ala(ABC), méiritelldin asettamalla

ala(ABC) = :BC AD.

1
2

Huom. Ala on siis asettamamme mééritelmén mukaan ”puoli kertaa kanta kertaa
korkeus”. On tarkastettava, ettd médritelmé ei riipu siité, mikd sivu on valittu
"kannaksi”, ts. tulee olla

(%) sBCAD = {ABCF = ;AC BE.

-2

Tamé ndhdddn seuraavasti: Jos B # D, niin AADB on kolmio, vieldpid suora-

kulmainen, ja sin{B = % joten AD = ABsin{B. Jos myos B # F, niin

sin{ B = % eli CF = BC'sin £B. Siten %BC’AD = %BC’AB sin £ B = %EW
Jos B =D tai B = F, niin B =D = F' ja viite seuraa suoraan. Vastaavasti todis-
tetaan (¥):n jialkimméinen yht&lo.

Huom. Kolmion pinta-alalla on myos seuraava tarkoitusperidmme varten oleellinen
additiivisuusominaisuus: Jos AABC' on kolmio ja A x D % B, niin

ala(ABC) = ala(ADC) + ala(DBC).

A E D B

Kuva 146: ALAN ADDITIIVISUUS

Témé seuraa suoraan alan médritelmésta, silld kaikilla kolmioilla on téssé yhtei-
nen korkeusjana C'F.

Cevan lause.

Giovanni Ceval!® todisti vuonna 1678 seuraavan hyvin kiyttokelpoisen lauseen:

LAUSE 3.1.23 (Ceva). Olkoon AABC kolmio, Ax D« B, Bx ExC jaCx*FxA.
Jos janat AE, BF ja CD kulkevat saman pisteen kautta, niin

AD BE CF _
DB EC FA

18 G1o0vANNI CEVA 1647-1734. Italia
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E C

Kuva 147: CEVAN LAUSE

Todistus. Olkoon G janojen yhteinen leikkauspiste. On helppoa tarkastaa, etti G #
A. Koska lisiiksi B * E*C ja G on janalla AF, niin G on kulman LCAB = L{CAD
siséilld ja siten C' % G« D. Kolmion pinta-alan additiivisuuden nojalla ala(ADC') =
ala(ADG) + ala(AGC) eli

(%) ala(AGC) = ala(ADC) — ala(ADQG)).
Vastaavasti
(%) ala(CGB) = ala(BDC') — ala(BDG).

Kolmioilla AADC ja ABDC on sama AB:n vastainen korkeusjana, olkoon sen
pituus h. Talloin

ala(ADC) 4$AD-h AD . .
(% * ) ala(BDC) = N = 3D ja vastaavasti
2
(s 5 58) ala(ADG) AD
ala(BDG)  BD'

Yksinkertainen lasku osoittaa, ettd jos § = 5§ = x, niin my6s ;=5 = z. Siis kaavojen
(x) - (% * *x) nojalla

ala(AGC)  AD

ala(CGB)  BD’

Vastaava péaéttely osoittaa, etta

ala(CGB) CF

ala(BGA) AF

Ja _
ala(BGA) BE

ala(AGC) CE’

Siten

AD CF BE ala(AGC) ala(CGB) ala(BGA)

: : - : : -1
BD AF CE ala(CGB) ala(BGA) ala(AGC)

O
Cevan lauseelle pitee myos kidnteinen tulos:

LAUSE 3. 1 24. Olkoon NABC kolmio, Ax D+« B, Bx ExC jaCx*xF x A. Jos
AD = 1, niin kaikki kolme janaa AE, BF ja CD kulkevat saman pisteen

QH“\

BD AF
kautta.
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Kuva 148: CEVAN LAUSEEN KAANTAMINEN
Todistus. Puomilauseen 2.3.11 nojalla AFE leikkaa janaa C'D. Olkoon leikkauspiste
G, jolloin siis C'x G x D. Koska GDBC ja ADBC niin AGBC jolloin on oltava

Ax G x E eli G on myos janalla AE. Puomilauseen nojalla BG leikkaa janaa AC.
Olkoon leikkauspiste F’. Koska FBAC ja ja EGAC, niin BGAC ja siten G on

janalla BF'. Nyt Cevan lause soveltuu ja saadaan g=g . i?: . % = 1. Kayttden
AD CF BE _ ssty CF — CF o _CF__ _ _CF__
oletusta =% - = - 2% = 1 saadaan tistd =5 = =% eli === = 57, Josta

edelleen CA-CF' =CA-CF eli CF' = CF. Koska F ja F’ ovat janalla C'A, niin
vilttamiéttd tialloin F = F'. Koska G on janalla BF’, niin se on siis janalla BF' ja
siten G on tutkittavien kolmen janan leikkauspiste. O

Esimerkiksi kolmion keskijanat s.o. sivujen keskipisteitd ja vastakkaisia kirkia
yhdistévit janat leikkaavat toisensa Cevan lauseen mukaan samassa pisteessé, kol-
mion ns. patnopisteessd.

LAUSE 3.1.25. Kolmion keskijanat jakavat kolmion kuuteen pienempéédn kol-
mioon, joilla kaikilla on sama pinta-ala.
Todistus.

E

Kuva 149: KESKIJANAT

Olkoon AABC kolmio, D sivun AB, E sivun BC ja F sivun C' A keskipiste seki
G keskijanojen AE, BF ja C'D yhteinen leikkauspiste, joka Cevan lauseen mukaan
on olemassa. Viite on siis, etti

ala(ADG) = ala(BDG) = ala(BEG) = ala(CEG) = ala(CFG) = ala(AFG).

Kolmioissa AADG ja ABDG on sama korkeusjana ja AD = BD, joten ala(ADG) =
ala(BDG@G). Vastaavasti ala(AFG) = ala(CFG) ja ala(CEG) = ala(BEG) ja lisiksi
ala(ADC) = ala(BDC) seki ala(ACE) = ala(ABE) ja ala(ABF) = ala(CBF).
Koska, kuten 3.1.24:n todistuksessa nihtiin, C' x GG * D, niin pinta-alan additiivi-
suuslauseen nojalla ala(ADC') = ala(ADG) + ala(AGC). Samoin A x F' x C' ja siis
ala(AGC) = ala(AGF) + ala(GFC). Siten ala(ADC) = ala(ADG) + ala(AGF) +
ala(GFC). Mutta, kuten todettiin, ala(AGF) = ala(GFC), joten

(%) ala(ADC) = ala(ADG) + 2 - ala(AGF).
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Vastaavasti ndhdéin, etta

(xx) ala(BDC) = ala(BDG) + 2 - ala(CEG).

Tiedetédin, ettéd ala(ADC) = ala(BDC), joten yhtiloistd (x) ja (x*) saadaan
ala(ADG) + 2 - ala(AGF) = ala(BDG) + 2 - ala(CEG).

Nyt kéytetddn tietoa ala(ADG) = ala(BDG) ja saadaan ala(AGF) = ala(CEG).
Vastaavasti voidaan néyttid, ettd ala(BDG) = ala(CEG) ja viite seuraa. O

LAUSE 3.1.26. Kolmion keskijanat jakavat toisensa suhteessa 2:1, ts., jos A, B,
C, D, E, F ja G ovat kuten lauseessa 3.1.24, niin AG = 2GE.

Todistus. Lauseen 3.1.25 mukaan ala(ACG) = 2 - ala(CEG). Niilld kolmioilla on
yhteinen korkeusjana (kiirjesté C, pituus h), joten %E -h = %E—G - h. Tésta viite
seuraa. U

LAUSE 3.1.27. Kolmion kulman puolittaja jakaa sen vastaisen sivun viereisten

sivujen suhteessa, ts., jos AABC on kolmio, B« D % A, ja AD on £A:n puolittaja,
niin

BD _ AP
DC AC’
A
B D C

Kuva 150: KULMAN PUOLITTAJA

Todistus. Sinin médritelmian mukaan sin L{CDA = sin £ BDA. Sinilauseen nojalla

CD sin£CAD

AC  sin£CDA

ja -
BD sin{DAB

AB sin{BDA’
Kulman puolittajan méiritelmén nojalla sin LCAD = sin £ DAB, joten

EoNa) AnD sindDAB D 5)
BD _ AB - sin {BDA __ AB

A A/ sindCA A
DC AC- sin ACDZ AC

g

LAUSE 3.1.28. Olkoon ANABC kolmio, vy sen siséén piirretty ympyréd, D ympyréin
~ ja sivun AB yhteinen piste, E ympyrdn v ja sivun BC yhteinen piste ja F
ympyrén v ja sivun C A yhteinen piste. Merkitiin a = BC, b = AC, ¢ = AB ja
vield s = 5(a+ b+ c). Tallsin AF = AD =s—a, BD=BE=s-b, CFE =
CF=s—c.
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Kuva 151: LAUuSE 4.1.11

Todistus. Olkoon O ympyrian v keskipiste. Kuten lauseen 3.1.18 todistuksessa
nihdiin, etti AADO = AAFO, josta AF = AD. Vastaavasti BD = BE ja
CE =CF. Koska Ax FxC, Ax D B ja Bx ExC (Ks. jilleen 3.1.18:n tod.), niin
a=BE+EC,b=AF + FC jac= AD + DB, joten

1 1 1
s—a:§(a+b—l—c)—a:§(—a+b—l—c):5(—BE—EC+AF+FC+AD—|—DB)

1
= 5(-BE ~ EC + AF + CE + AF + BE) = AF.

Vastaavasti laskemalla saadaan muut viitteen kaavat. O

LAUSE 3.1.29. (Heron)' Olkoon AABC kolmio ja s = 1(AB + BC + CA)
sekd r kolmion ANABC siséén piirretyn ympyrén sédde. Télloin ala(ABC) = rs.

B

Kuva 152: LAUSE 4.1.12

Todistus. Kolmion pinta-alan additiivisuusominaisuuden nojalla ala(ABC') = ala(ABO)+

ala(BCO) + ala(CAO), missd O on sisédénpiirretyn ympyrén keskipiste. Lauseen
3.1.18 tarkastelujen nojalla néisséd kaikissa kolmessa kolmiossa on r:n mittainen

korkeusjana. Siten

ala(ABO) = 3r AB, ala(BCO) = ir BC, ala(CAO)=3rA
ja edelleen ala(ABC) = 2r AB + 1r BC + 1r AC = rs. O

19HERON ALEKSANDRIALAINEN NOIN 10-75. Egypti
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Kolmion siséén piirretty ympyréd sivuaa kaikkia kolmion kylkisuoria. Voi ky-
syd, onko olemassa muita ympyroité, joilla on tdmé sama ominaisuus. Vastaus on
myonteinen, kuten seuraava kuva osoittaa: (Téssé siis AABC on annettu kolmio, 1
sisdén piirretyn ympyrén keskipiste ja I, I ja I. "ulkopuolelta sivuavan” kolmen
ympyrin keskipisteet.)

I a:P

Kuva 153: KOLMION SIVUJA SIVUAVAT YMPYRAT

Keskipisteet I, I}, ja I. loytyvit seuraavan lauseen perusteella. (Tdmé muotoilu
antaa [,:n.)

LAUSE 3.1.30. Olkoon AABC kolmio ja Dx Bx A seké ExCxA. Télloin kulmien
LA ja £DBC sekid L ECB puolittajat leikkaavat toisensa samassa pisteessé (joka
on etsitty I,).

Todistus. Olkoon BF ulkokulman £DBC' puolittaja ja CG ulkokulman {FECB
puolittaja. Tlloin (L FBC)° < 90 ja (LGCB)° < 90, joten ({FBC)°+({LGCB)° <
180. Eukleideen viidennen aksiooman eli lauseen 9.1.1 mukaan BF' ja C'G leikkaa-
vat toisensa jossain pisteessii P se. PFBC' ja PGBC. Talloin P € BF ja P € CG
eli P on PBF:n ja CG:n leikkauspiste. Olkoon Y, pisteen P kautta kulkevan AC:n
normaalin ja AC"n leikkauspiste ja Z, vastaavasti AB:ll4 ja X, vastaavasti BC:1l4.
Télloin Z, € BD ~ {B}, X, € BC~ {B}, X, € BC~ {C} ja Z, € BD \ {B}.
Kaikki néimé todistetaan samalla tavalla, jolla lauseen 3.1.18 todistuksessa néhtiin,

otts S € AB ~ {A}. Tillsin myos Z, € AB ~ {A} ja Y, € AC ~ {A}, koska
AxBxD ja AxCxE. Nyt ABX,P =2 ABZ,P ja ACX,P = ACY,P; timi
seuraa SKK-sadnnosti. Siis PZ, = PX, = PY,. Tialloin NAZ,P = ANAY, P, miki
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seuraa lauseesta 2.4.21 ja siten £ Z,AP = LY, AP eli

(k) KBAP = LCAP.

Jana PY, ei voi leikata suoraa AB, silli AB on P-keskisen PZ, = P X ,-siiteisen ym-
pyran tangentti, eiké silld siis ole ympyrén sisépisteitéd, kun taas jana PY, on péé-

>

tepistetti Y, lukuun ottamatta kokonaan ympyrén sisélld. Siten tosiaan PY,AB ja

vastaavasti ndhdddn, ettd PZ,AC, joten P on kulman £ BAC sisilld. Ehdon (sx)
mukaan P on télloin kulman £ BAC = £ A puolittajalla ja siten kaikilla kolmella
tarkasteltavalla puolittajalla. U

3.2. Vihin kehittyneempii euklidista geometriaa.

LAUSE 3.2.1. (Stelner ja Lehmus)?° O]koon AABC kolmio, B x D x C ja

Ax E x C siten, ettéd AD on kulman £CAB ja BE kulman £ ABC puolittaja. Jos
AD = BE, niin AABC on tasakylkinen: AC = BC.

C

KuvAa 154: STEINERIN JA LEHMUSIN LAUSE

Todistuksessa tarvitaan joitakin aputuloksia. Yksi niistéd on, ettd Thaleen lau-
seelle 3.1.20 kéédnteinen tulos pédtee myds:

LAUSE 3.2.2.(Thaleen lauseen kiinteinen puoli). Olkoon £ABC' suora
kulma. Tilléin B on ympyrélld, jonka halkaisija on AC.

a g\ C
Al o)

Kuva 155: THALEEN LAUSEEN KAANTEINEN PUOLI

20 JAKOB STEINER 1796-1863 ja DANIEL CHRISTIAN LUDOLPH LEHMUS 1780-1863. Saksalaisia
kumpikin.
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Todistus.  Olkoon O janan AB keskipiste. Merkitéin o = (LBAC)°, § =

(LACB)°, v = (LABO)° ja 6 = (LOBC)°. Koska BO on kulman £ABC si-
silld ja L ABC on suora kulma, niin v + 6 = 90. Edelleen kulmasummalauseen
3.1.7 nojalla o + = 90. Riittéd osoittaa, ettd OB = OA(= OC). Antiteesi:
OB > OA tai OB < OA. Jos OB < OA, niin lauseen 2.4.22 mukaan v < «, jolloin
kaavoista a + 3 = 90 ja v 4+ 6 = 90 seuraa, etti 0 < §. Tilloin uudelleen lauseen
2.4.22 nojalla OB < OC. Nyt OA < OB < OC, miki on mahdotonta, koska O on
AC:n keskipiste. Vastavasti pédstisn ristiriitaan jos OA > OB. O

Seuraavan apulauseen sanoma on, ettd kosini on viihenevé funktio.

LAUSE 3.2.3. Jos « ja 3 ovat kulmia siten, ettd o < 3, niin cos a > cos 3.

Todistus. 1° Olkoot ensin « ja ( teridvid kulmia. Voidaan olettaa (vrt. kosinin
méiritelmidn), ettd § = LABC, missid £C on suora kulma, jolloin siis

cos 3 =

s Ilse
=8

Koska a < (3, niin §:n sisdlld on puolisuora BD siten, ettd £ DBC = «. Puomi-

lauseen nojalla BD leikkaa janaa AC. Olkoon leikkauspiste E. Tistd voi vaikka
harjoitustehtéaviini paitelld, etta

cosa =cos LDBC = cos AEBC = B:C
BE

Koska siis cos 3 = %, niin riittéd osoittaa, etti BE < BA. Tdméa onkin helppoa,

sillis CE < CA, koska C x E * A, joten Pythagoraan lause antaa

BE = \/BC® + OF < \/BC® + CA” = BA.

2° Jos « on terdvd ja (0 on suora tai tylppéd, niin kosinin mééritelmén nojalla
suoraan cosa > 0 > cos 3.

3° Jos «a on suora niin 3 on tylppé, jolloin taas kosinin mééiritelmén nojalla
cosa = 0 > cos (.

4° Jaljelld on endd tapaus, jossa sekd a ettd [ ovat tylppid. Télloin acn ja
G:n tidydennyskulmat o’ ja 3’ ovat terdvid ja oletuksen o < [ perusteella o/ >
(3. Tallsin kohdan 1° nojalla cosa’ < cos 3, joten kosinin mééritelméin mukaan
cosa = —cosa’ > cosf = cosf. d

LAUSE 3.2.4. Olkoon a ympyréd ja A, B, C, D, E ja F € « siten, ettd seki
KLABC ettid LDEF ovat teréviéd kulmia. Télloin LABC < LDEF jos ja vain jos
AC < DF.
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Kuva 156: PIENEMPI KULMA - PIENEMPI JANNE

Todistus. Koska kulmat ovat terdvid, ei Thaleen lauseen 3.1.20 perusteella AC
eikd DF' voi olla a:n halkaisija. T&lloin kehdkulmalauseen 3.1.21 mukaan, edelleen
kulmien terévyyden nojalla, ({ABC)°® = 1(£AOC)° ja ({DEF)° = 3(4DOF)°,
missd O on a:n keskipiste.

"=” Olkoon LABC < £DEF. Tillsin (LAOC)° = 2(LABC)° < 2({DEF)° =
(LDOF)°. Lauseen 3.2.3 mukaan

(%) cos LAOC > cos LDOF.

Kosinilauseen nojalla

AC” = 0A° + 00" — 20400 cos LAOC = 2r2(1 — 2 cos LAOC) ja

()

DF° =0D" +OF — 20D OF cos £DOF = 2r*(1 — 2cos £DOF).

Viite AC' < DF seuraa nyt ehdosta (x).

7<” Oletetaan, ettid AC' < DF. Kaavat (x) pitevit myos nyt, ja oletuksen nojalla
saadaan edelleen kaava (x). Tisté ja lauseesta 3.2.3 seuraa, ettd LAOC < LDOF,
josta edelleen

(£ABC)° = $(£LAOC)° < 3(£DOF)° = ({DEF)°
eli {ABC < {DEF. O

Huom: Edellisen lauseen viite ei péde ilman oletusta kulmien terévyydesté, joka
takaa, ettd jinteiti AC ja DF ”katsellaan keskipisteen puolelta”.

Tassad AC < DF vaikka <ABC > <« DEF

Kuva 157: PIENEMPI KULMA - KUITENKIN SUUREMPI JANNE

LAUSE 3.2.5 (Ké&#nteinen kehikulmalause). Olkoot A, B, C, ja D eri pis-

teitd se. C’D:él—B) ja LACB = LADB. Tilloin on olemassa ympyrd « siten, ettd
A, B, C,D e .
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C D

B

Kuva 158: KAANTEINEN KEHAKULMALAUSE

Todistus. ANABC on kolmio. Olkoon (3 kolmion AABC' ympéri piirretty ympyri,
keskipisteend P. Olkoon vastaavasti v kolmion AABD ympéri piirretty ympyra,
keskipisteend, R. Tarkastellaan kolmea eri tapausta; kulma £C = 4D on joko 1)
suora, 2) terdvé tai 3) tylppé.

Tapauksessa 1) jana AB on lauseen 3.2.2 nojalla sekid f:n etté ~:n halkaisija,
joten f:lla ja ~:lla on sama keskipiste, nimittdin janan AB keskipiste. Toisin sa-
noen R = P. Ympyrsilld 2 ja v on nyt myos sama séde %E, joten ne ovat sama
ympyréd ja kelpaavat etsityksi ympyréksi a.

Tapauksessa 2) P ei voi olla suoralla AB, silld muuten AB olisi 5:n halkai-
sija, jolloin Thaleen lauseen 3.1.20 mukaan £C' olisi suora kulma vastoin oletusta.

Kehidkulmalauseen 3.1.21:n nojalla C PAB, silld lauseen vaihtoehto b) ei tule kysy-

mykseen, koska £C' on terivi. Vastaavasti myos DRAB. Koska oletuksen mukaan
CDAB, niin PRAB. Tallsin kehikulmalauseen a) -kohdan mukaan

({(APB)° = 2(£LACB)° %" 2({LADB)° = ({ARB)°.

Lauseen 2.6.9 nojalla seké P ettéi R ovat AB:n keskinormaalilla ja koska nyt PRAB
ja LAPB = {ARB, niin on oltava P = R; tdmihin seuraa vaikkapa ulkokulma-
lauseesta 2.4.19 sovellettuna kolmioon AAPR. Siis nytkin 8 = 7 kelpaa «:ksi.

Aksiooman (H 11) yksikésitteisyyspuoli antaa nyt AR = AP, joten R = P.

R?
A‘
A "’
B
Kuva 159: ULKOKULMALAUSEEN NOJALLA P = R.

Tapauksessa 3) joudutaan kehékulmalauseen 3.1.21 vaihtoehtoon b), jonka mu-

kaan CABP ja DABR. Tissékin tapauksessa oletus C DAB antaa tiedon PRAB
ja loppu menee samoin kuin kohdassa 2). O

Nyt voidaan lopulta todistaa Steinerin ja Lehmusin lause.
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Lauseen 3.2.1 todistus. Palautetaan aluksi mieleen lauseen oletukset ja viite:

AABC on kolmio, Bx D+« C, Ax ExC, AD on kulman £CAB puolittaja ja BE
kulman £ ABC puolittaja ja AD = BE. Viitetiiin, etti AC = BC. Antiteesi:
AC # BC. Tillsin lauseen 2.4.9 b) perusteella £A # £B. Merkintjs tarvit-
taessa vaihtamalla voidaan olettaa, ettd £ A < AB. Tilloin myos %A{A < %LB
eli LCAD < L£CBE. Silloin kulman {CBE sisilti voidaan valita F siten, etté
£LCAD = L(FBE. Puomilausetta toistuvasti kiyttdmilld voidaan olettaa, ettéd

A% F# D. Toisaalta FDEB ja CDEB, joten FCEB.

C

B

Kuva 160: STEINERIN JA LEHMUSIN LAUSEEN TODISTUS

Nyt FDR’ja DBE—C)'7 joten FBR’. Siten F' on £C'E B:n sisillé, joten ﬁ’ leikkaa

puomilauseen mukaan janaa C'B. Niin CEFB. Toisaalta AEFC, joten ABEF'.
Seuraavaksi kiytetddn lausetta 3.2.5, jonka mukaan A, FE, F' ja B ovat samalla
ympyrilld, kunhan kulmat A FAF = LCAD ja {FBFE ovat terivid. Terdvid ne
kolmion ”puolikaskulmina” ovatkin — mutta itse asiassa jopa £ A = FAB ja {AF B

ovat terévii, silli LA < 4B ja (£LA)° + (£B)° < 180, joten (£LA)° < 90, ja myds

AxFxD oletus X
(LABF)° = 3((£A)°+(4B)°) < 90. Mutta AF < AD ' BE, joten lauseen
3.2.4 mukaan {ABF < {FAB,
Tehtyjen valintojen nojalla on toisaalta:

LA
(ABF)® = (LABE)°+(LEBF)° = L(4B)°+1(£A)°) “"S“" (4A)° = (4EAB)°,
miké on ristiriidassa edelld padtellyn kanssa. [

Seuraavassa tarkastelussa osoitetaan, etté terdvikulmaisen kolmion korkeusjanat
(janat!) leikkaavat toisensa samassa pisteessi P (ks. lause 3.2.6), jota sanotaan ko.
kolmion ortokeskukseksi. Terédvikulmaisen kolmion korkeusjanojen ja vastaavien
kylkien leikkauspisteet kidrkind muodostettu uusi kolmio on alkuperdisen ortokol-
mio. Lauseena 3.2.8 osoitetaan, etti teridvikulmaisen kolmion ortokeskus on sen
ortokolmion sisédn piirretyn ympyrin keskipiste.

F _eoC

B

Kuva 161: ORTOKESKUS P JA ORTOKOLMIO ADEF
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LAUSE 3.2.6. Olkoon NABC teravaku]mamen kolmio, A x D x B s1ten etta

AB 1 CD B x E x C siten, etté BC € AEJ&C*F*A siten, ettd CA L BF
Télloin janat AE, BF ja C'D leikkaavat toisensa samassa pisteessd.
Todistus. Olkoot £, m ja n suoria, jotka toteuttavat ehdot

¢ || AC ja ¢ kulkee Bmn kautta

m || AB ja ¢ kulkee C':n kautta

n || BC ja ¢ kulkee A:n kautta.

Kuva 162: KORKEUSJANOJEN LEIKKAUSPISTE

Lauseen 3.1.2 nojalla m ja n leikkaavat toisensa, olkoon leikkauspiste S; vastaa-
vasti m ja £ leikkaavat toisensa pisteessi () seki n ja £ pisteessi R. Koska ¢, m jan
ovat eri suoria, niin S, ) ja R ovat eri pisteitid ja ASQR on kolmio. Nyt nelikulmio
OABCS on suunnikas, joten AB = SC. Vastaavasti JABQC on suunnika,s joten

AB CQ ja siis SC = CQ Ja C on janan SQ kesklplste Koska AB 1L C’D ja
AB | m, niin 3.1.5:n mukaan CD 1L mja 81ten C’D on janan S keskinormaali.
Vastaavasti ndhddédn, ettd AE on janan SR ja BF janan QR keskinormaali. Nyt

voidaan kiyttdid lausetta 3.1.7, jonka mukaan AFE, BF ja C'D leikkaavat toisensa
samassa pisteessd P. Jotta nimenomaan korkeusjanat leikkaisivat P:ssé, pitdd olla
AxPxFE, BxPxF ja CxPxD. Tassé tarvitaan AABC'n terdvikulmaisuutta. Sen
nojalla néhdéén ensin (kuten suorakulmion olemassaoloa koskevan lauseen 2.5.25

todistuksessa), ettd Ax D*x B, Bx ExC ja C *x F' % A. Talloin A@B ja BEE),
joten ACDE ja siten A x P x E. Muut ehdot todetaan vastaavasti. U

LAUSE 3.2.7. Mielivaltaisen kolmion korkeusjanat tai niiden jatkeet leikkaavat
toisensa samassa pisteessa.

— —

Todistus. Edellisen lauseen todistuksen alkuosassa, jossa nihtiin, etti AFE, BF ja

>

CD leikkaavat toisensa samassa pisteessi P, ei tarvittu oletusta kolmion terdvi-
kulmaisuudesta! O

LAUSE 3.2.8. Olkoon ANABC' terdvikulmainen kolmio ja ADEF sen ortokol-
mio. Tilloin NABC:n ortokeskus on kolmion ADFEF' sisdénpiirretyn ympyréin
keskipiste.
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Kuva 163: ORTOKESKUS

Todistus. Olkoon H kolmion AABC ortokeskus ja O sen ympéri piirretyn ympyrin
~ keskipiste. Olkoon P ympyrillé v siten, ettd PxOxC, jolloin P # B, silld muuten

£ A olisi suora kulma. Siten £ BPC on kulma ja BC' ei kulje O:n kautta. Jos
nyt APBC — kuten kuvassa — niin kehikulmalauseen 3.1.21 mukaan { BPC' &

£BAC. Ja todellakin on APB(—>C’, silld muuten olisi AB(—)C’P ja edelleen OEC)'A,
jolloin kehékulmalauseen b) -kohdan mukaan

<90
—

(£4BAC)° =180 — 2(£BOC)° > 90

vastoin terdviikulmaisuusoletusta. Siis todellakin £ P = £ A.

Olkoon A’ janan BC keskipiste, jolloin SSS-sdénnén nojalla kolmiot ABA’O
ja CA’O ovat yhtenevit ja siten £ BA’O on suora kulma. Thaleen lauseen 3.1.20
nojalla myds £ PBC on suora kulma ja siten APBC ~ AOA'C, jolloin L A’OC =
A£P ja edelleen LA'OC =2 LBAC = {LBOA’. Merkitdin @ = 90 — ({BAC)°.
Kolmio BOC on tasakylkinen ja ({BOC)° =2 - ({BAC)°, joten

(£4OBC)° = (£40CB)° = $(180 — (LBOC)°) =90 — (BAC)° = a.

Koska kulmat £ BFC ja £ BEC ovat suoria ja koska FEBC (miki seuraa siité,
ettd AABC on terdvikulmainen, jolloin B x F x A ja C x E x A eli FABC ja
EABC), niin kiiéinteisen kehikulmalauseen 3.2.5 perusteella pisteiden B, F, E

ja C kautta kulkee ympyrd. Koska BCFFE seuraa taas kolmion AABC' terivi-
kulmaisuudesta, saadaan lauseen 3.1.21 perusteella L FBE = {FCFE ja edelleen
£LABE = LFCA. Suorakulmaisesta kolmiosta ABAFE voidaan kulmasummalau-
seen avulla laskea: ({ABF)° = « ja siten myos (L FCA)° = a.

Vastaavasti myos A, F', D ja C' ovat samalla ympyrélld ja kehikulmalauseen
nojalla ({HDF)° = (LADF)° = ({FCA)° = «. Samoin p#iitelldén, ettd

({HDE)° = «, joten CH on kulman £FDE puolittaja. Erityisesti siis H on
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kulman £ FDFE puolittajalla. Vastaava tarkastelu, merkintsji tietenkin vaihtaen,
osoittaa, ettd H on myos kulmien K DEF ja £LDFFE puolittajalla. Siis H on
ADFEF:n kulmanpuolittajien leikkauspiste eli ADFEF:n sisédén piirretyn ympyrian
keskipiste. U

Ortokeskus eli korkeusjanojen leikkauspiste méiriteltiin edelld ainoastaan teri-
viakulmaiselle kolmiolle. Lauseen 3.2.7 mukaan korkeusjanojen madrdamét suorat
leikkaavat myos tylppé- tai suorakulmaisessa tapauksessa. Sovitaan, ettid tylppé-
tai suorakulmaisen kolmion ortokeskus on ndiden suorien leikkauspiste. Lause 3.2.9
péitee myos tylppé- tai suorakulmaiselle kolmiolle, mutta todistus on kirjoitettava
uudestaan, silld pisteet vaihtavat jéirjestystédn.

LAUSE 3.2.9. Olkoon ANABC' terédvéiikulmainen kolmio, H sen ortokeskus, GG sen
painopiste ja O sen ympaéri piirretyn ympyrén keskipiste. Télloin H, G ja O ovat
samalla suoralla . Jos O # H, niin G jakaa janan OH suhteessa 2:1 siten, ettd
HG =2-GO. Jos O = H, niin myés G = H.

Huom. Lauseen 3.2.9 suoraa ¢ kutsutaan kolmion AABC FEulerin suoraksi?!.

Kuva 164: EULERIN SUORA

Todistus. Selvistikin kaksi pisteistd G, H,O yhtyy vain, kun AABC' on tasasivui-
nen, joten voimme olettaa, ettd O # H.

Olkoon A’ sivun BC keskipiste, B’ sivun C'A keskipiste ja C’ sivun AB keski-
piste. On sopiva harjoitustehtéivi osoittaa, etti ABA'C' ~ ABC A. Tisté seuraa,
ettd LC = LBA'C’. Jos valitaan T siten, ettd C' « A’ T, niin LC'A'B = LTA'C
"ristikulmina” ja ABCT (koska AC'BC ja C'BCT), jolloin lauseen 2.4.15 nojalla
AC || A’C'. Vastaavasti néhdédn, ettd A’B’ || AB ja B'C’ || BC. Téllsin neli-
kulmiot OBA'B'C’, DAC'A’B’ ja OCB’C’ A’ ovat suunnikkaita. On toinen sopiva

harjoitustehtévéi osoittaa, ettd mielivaltaisen suunnikkaan ldvistéjéat puolittavat toi-
sensa. Siten janat C'B’ ja AA’ leikkaavat pisteessd P siten, ettd C'P = PB'.

21LEONHARD EULER 1707 - 1783. Sveitsi-Vensji-Saksa.
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Tallsin P on janan C’'B’ keskipiste ja siten A’P on AA’B’C’:n keskijana. Siis
keskijana A’ P on janalla AA’ eli AABC'n keskijanalla. Vastaavasti nihdéén, etté
myos muut AA’B’C’:n keskijanat ovat vastaavilla keskijanoilla, joten AA’B'C":n
ja toisaalta AABC:n keskijanat leikkaavat kaikki samassa pisteessd G. Siten G on
my6s kolmion A’B’C’ painopiste.

Olkoon D suoralla B<—)C’ siten, etté E) 1 <B—C)' ,
E suoralla AC siten, ettd BE | AC,
U suoralla A’'B’ siten, etti C'U L. A'B,

ja  V suoralla B'C’ siten, ettd A’V 1L C'B’.

Koska A'B’" || AB niin lauseen 3.1.5 mukaan C'U L A'B’ ja koska C’ on ja-

nan AB keskipiste, niin C'U on AB:n keskinormaali. Vastaavasti A’V on BC':n
keskinormaali. Koska AB:n ja BC:n keskinormaalit leikkaavat AABC:n ympéri

piirretyn ympyrin keskipisteessd O ja toisaalta C'U ja A’V leikkaavat AA’B'C’:n
ortokeskuksessa, piste O on AA’B’C’:n ortokeskus. Koska

A'B || AB BC | BC'ja AC | AC,
niin on kolmas sopiva harjoitustehtévé osoittaa, etti
(%) NAABC ~ NA'B'C’.
Koska A" on BC':n keskipiste ja ABA'C' ~ ABCA, niin lauseen 3.1.10 nojalla

Nyt O on kolmion AA’B’C" ja H on kolmion AABC ortokeskus, joten ehtojen (x)
ja (**) mukaan voi neljintené harjoitustehtédvini osoittaa, etté

{Mz%
AG =3

Koska O on BC':n keskinormaalilla ja :4—)D s B<—)C', niin pétee joko 1°: OA" || :4_)D
tai 2°: OA’ = AD.
Tapaus 1°: Téssd A’ # D ja merkintdjé tarvittaessa vaihtamalla (B < C)

>

voidaan olettaa, ettd BDAA’ kuten kuvassa, jolloin Bx Dx A’ miki seuraa kolmion
AABC teriviikulmaisuudesta. Koska AABC ~ AA’B’C’ niin myés AA’B’C’ on
teréviikulmainen ja siten B’V «C’. Koska 4B = AL B’, ja 4D = £V (suora kulma)
niin AABD ~ AA’B'V. Koska AABC ~ AB'A'C, niin B'A’ = %E ja siten
3.1.10:n nojalla B’V = %W Koska B D% A’ niin BD < A’/B =1 -BC = B'C’".
Koska P on B’C":n keskipiste, niin B’C’ = 2-B’P. Siten B'V = %E < %-2@ =
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B'P ja koska B’V % C” niin on oltava PV x B' eli C' x P x V. Koska P sisiltyy
suoraan AA’ niin C’ AA’ V. Koska kolmion AA'B’ C” teravakulmalsuuden nojalla
(@) 31sa1tyy janaan A’V niin VOAA ja siten OAA’ B, koska C’ BAA’ ja edelleen

(—)

OAA’D Nyt siis OA” || AD joten lauseen 3.1.4 mukaan £DAA" = LOA'A.
Teravikulmaisuuden nojalla on A * H* D ja aina A * G x A’, joten on voimassa

(s % %) AHAG ~ NOA'G.

Erityisesti {AGH = LA’GO. Koska A x G x A" ja OAA’H (mikd seuraa siité,

ettd OAA'D ja Ax H * D), niin yhtdls {HAG = £OA’G on ristikulmia koskevan
tuloksen 2.4.6 nojalla mahdollinen vain kun H * G x O.

07

Al

Kuva 165: LAUSEEN 3.2.9 TODISTUKSESTA

Ehto HG = 2 - GO seuraa edelld todistetusta tiedosta A’O = % - AH, tiedosta
AHAG ~ NOA'G ja lauseesta 3.1.10. Tapaus 1°on ksitelty.

Tapaus 2°: Nyt oletamme OA = E Talloin A’ = D ja E on BC':n keskinor-

maali. Silloin pisteet H, G ja O sijaitsevat samalla suoralla AD. Jos O = H, niin

> —>

BE on AC:n keskinormaali, joten G on suorilla BE ja AD, siis sama kuin niiden
leikkauspiste O eli H. Voidaan siis olettaa, ettd O # H. Edelld on todettu, ettd
A'O =5 -AH ja A'G = - GA. Koska AABC on teréviikulmainen, on A x H x A’
ja aina A x G x A’. Lisiksi, kuten todettiin, O on kolmion AA’B’C’ ortokeskus ja
NA'B'C" ~ NABC, joten myos AA’B’C’ on terivikulmainen ja siis A"« O = V.
Koska A x P x A, niin télloin A’ * O * A. Siis pisteet H, G ja O sijaitsevat samalla
suoralla AA’ ja joko A’ x O x H (tapaus i) tai sitten A"« H x O (tapaus ii).

Tapauksessa i) eli olettaen A’ * O * H on O * H x A, joten OA > HA ja
A0 =1.-AH < % - OA. Tallsin on oltava A0 < & AA silla /O + OA = AA.

Ehdosta A'G = @ saadaan A'G = M joten A" x O * G. Lisfiksi ehdosta
-AH = A0 < - AA” saadaan AH < 2. AA, jolloin, koska AG = ~M, on
G x« H x A. Tallom
0GY L AG_A0=1.GA-L A 2L .G

eli viite pétee. Vastaavasti tapauksessa ii) eli kun A’ x H x O voidaan péitelld, etté

AO>AH = {-AH>AH = AH< ;AN = A xGxO0,

josta

A*G*OA/O A/GZ— AH — H*G*A 1

oG - AG -HG.

1
2



IV LIIKKEET JA POINCAREN MALLI 121

IV Liikkeet ja Poincarén malli

" Tyhjisti olen luonut ihmeellisen wuden maailmankaikkeuden.” (Janos Bolyai)

Luvussa IV konstruoidaan Poincarén malli, jossa muut aksioomat pétevit, mutta
paralleeliaksiooma ei. Konstruktion pohjana on euklidinen geometria, joten tulee
todistetuksi, etti jos euklidinen geometria on ristiriidaton, niin myods geometria,
jossa paralleeliaksiooma ei péde on ristiriidaton. Sellaisessa geometriassa syntyy
uudenlaisia ja outoja geometrisia tilanteita. Pitee esimerkiksi kolmioiden yhtene-
vyyskriteeri KKK. Tété epdeuklidista, tisméallisemin sanoen hyperbolista geometriaa
kehittivit ensimmaéisiné Bolyai, Lobatsevski ja Gauss.??

Aloitamme tarkastelemalla peilauksia euklidisessa geometriassa ja jatkamme
konstruoimalla halutun mallin niiden avulla. Jatkossa samastetaan — mukavuus-
syistd — suorat ja niiden pisteiden joukot, ts. kdytetddn tulkintaa ¢ = {P ‘
¢ kulkee P:n kautta} ja merkitdéin P € ¢, kun ¢ kulkee P kautta. Muiste-
taan myos, ettd huomautuksen 11 yhteydessd on sovittu merkittéivin 7 = {P ‘
P on piste}. T on siis "koko taso”.

4.1. Peilaukset.

Peilaus suoran suhteen.
Masritelmi 4.1. Olkoon ¢ suora. Peilaus suoran ¢ suhteen on kuvaus
1: T =T,

joka médritelldéin seuraavasti. Jos P € ¢, niin i(P) = P, ja jos P ¢ ¢, niin olkoon m
pisteen P kautta kulkeva ¢:n normaali ja () suorien ¢ ja m leikkauspiste. Sovitaan,
ettd i(P) on piste, joka toteuttaa ehdot i(P) * Q * P ja i(P)Q = QP.

KuvaA 166: PEILAUS SUORAN SUHTEEN

Huomautus 35. Normaalin olemassaolon ja yksikésitteisyyden sekéd aksiooman
(H8) nojalla i(P) on olemassa ja yksikésitteisesti médritty jokaisella P, joten ¢
on kuvaus. Edelleen méiritelmésti seuraa, etté i(i(P)) = P kaikilla P, joten ¢ on
itsensi kisinteiskuvaus, i = i1, erityisesti ¢ on bijektio.

LAUSE 4.1.1. Olkoon i peilaus suoran ¢ suhteen ja m mielivaltainen suora. Til-
16in i(m) on suora.

22JANos BoLyval 1802-1860. Unkari (nyk. Romaniaa), CARL FRIEDRICH GAUSS 1777-1855.
Saksa. NIKOLAI IVANOVITS LOBATSEVSKI 1792-1856. Ven#jé.
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Huomautus 36. Tihéin tarvitaan tulkintaa suorasta pistejoukkona. Alun perin-
hén ¢ ei kuvaa suoria minnekéédn, vaan ¢ on mééritelty ainoastaan pisteille ja ku-
vajoukkokin muodostuu pisteistd. Lause 4.1.1 takaa, ettd luonnollisella tavalla
muodostuu kuvaus {suorat}—{suorat}.

Todistus. Jos m = £, niin i(m) = ¢ ja asia on selvi. Olkoon siis m # ¢. Téssd on
kaksi mahdollisuutta: joko a) m || ¢ tai sitten b) m leikkaa suoraa .

Kuva 167: PEILIN SUUNTAISEN SUORAN PEILIKUVA ON SUORA

Tapaus a):  Olkoon P € m mielivaltainen ja ¢ pisteen i(P) kautta kulkeva
suora siten, ettd ¢ || £. Suoran ¢ olemassaolo seuraa lauseesta 2.4.18. Osoitetaan,
ettd i(m) = t.

Osoitetaan ensin, ettd i(m) C t. Olkoon R € m. Tapauksessa R = P ainakin on

—>

i(R) € t. Olkoon R # P. Olkoon @) suorien ¢ ja Pi(P) leikkauspiste ja S vastaavasti

—>

suorien ¢ ja Ri(R) leikkauspiste. Peilauksen ¢ médritelmén mukaan P * Q % i(P) ja

R+ S«i(R) jasuorat Pi(P) ja Ri(R) ovat £:n normaaleja. Lauseen 2.4.17 mukaan

Pi(P) || Ri(R). Koska m || ¢, niin OSQPR on suunnikas. Lauseen 3.1.9 nojalla
RS = PQ, joten i méiiritelmin mukaan S i(R) = SR = PQ = Qi(P). Lauseen

3.1.5 ja t:n valinnan mukaan Pi(P) ja Ri(R) ovat myos ¢:n normaaleja. Erityisesti

>

Ri(R) leikkaa suoraa t, olkoon leikkauspiste A.

Kuva 168: APUPISTE A

Tassd A i(P)QS on suunnikas, joten 3.1.9:n mukaan SA = Q i(P). Siten Si(R) =
SA. Koska m || ¢, niin PR{ ja koska t || ¢, niin Ai(P)t. Toisaalta P{i(P) ja

RCi(R), joten Ai(P)¢. Tillsin A € Si(R). Koska siis Si(R) = SA, niin tdméi
on aksiooman (H8) yksikisitteisyyspuolen nojalla mahdollista ainoastaan, mikili
A = i(R). Koska A € t, niin siis i(R) € t, kuten pitdikin.

Toisensuuntainen inkluusio i(m) D ¢ voidaan todistaa edellisen avulla. Olkoon
nimittéin edelleen R € m. Nyt i(P) € t, t || ¢ ja m on pisteen i(i(P)) = P kautta
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kulkeva suora siten, ettd m | ¢. Edellisen inkluusion nojalla i(t) C m. Titen
t=1i(i(t)) C i(m).

Tapaus b): Leikatkoon m suoraa ¢ pisteessd A. Olkoon P € m ~\ A. Koska i

on injektio ja i(A) = A, niin i(P) # A, joten Ai(P) on suora. Osoitetaan, ettd
i(m) = Ai(P). Osoitetaan taas ensin inkluusio i(m) C Ai(P). Olkoon R € m

>

mielivaltainen. Jos R = A, niin i(R) = A € Ai(P). Voidaan siis olettaa, ettd
R # A. Olkoot suoran ¢ normaalit pisteiden P, R ja A kautta nimeltddn n, r ja
a. Lauseen 2.4.16 mukaan n, r ja a ovat yhdensuuntaisia. Olkoon () suorien n ja £
sekd S suorien r ja ¢ leikkauspiste. Téssé on kolme mahdollisuutta: joko i) P € a,

ii) RPa tai sitten iii) RaP.

®) --i(m)
¢ e ¢
: G
i) a i) a r nl ™M
1 j:::F:Z F 4
T IR a n P m

ii)
Kuva 169: PEILIN LEIKKAAVAN SUORAN PEILIKUVA ON SUORA

Tapaus i):  Téssin =r =a ja A = Q = 5, joten kuvauksen ¢ méiritelmin
mukaan i(R) € RS = P(—Cj =i(P)Q = Ai(P).

Tapaus ii):  Koska r || a ja n || a, niin myss SQa ja i(R)i(P)a. SKS-
sddnnon nojalla on APQA = Ai(P)QA ja ARSA = Ni(R)SA. Tilloin, koska nyt
ALRAS = LPAQ, saadaan £i(P)AQ = LPAQ = £LRAS = £Li(R)AS = £i(R)AQ,

—

missé viimeinen yhtilo seuraa siité, ettd SQa. Koska RPa, niin R € AP \ {A},
jolloin myds RP{. Télloin peilauksen i médritelmén nojalla i(R) i(P)¢. Koska nyt
Li(P)AQ = £Li(R)AQ, niin aksiooman (H11) yksikiisitteisyysosan nojalla on oltava

_ — _—

Ai(P) = Ai(R). Siten i(R) € Ai(P) C Ai(P).

Tapaus iii):  Koska r || @ ja n || a, niin myos Sa@ ja i(R)Ai(P). Erityisesti
siis S * A x Q. Valitaan T siten, ettd T x A x i(P), jolloin lauseen 2.4.6 nojalla
LSAT = Li(P)AQ. Vastaavasti, koska R x A * P, niin L{RAS = LPAQ. Kuten
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kohdassa ii) on nytkin APQA = Ai(P)QA ja ARSA = Ai(R)SA, jolloin saadaan
ATAS = Li(P)AQ = LPAQ = LRAS = Li(R)AS.

Koska T % A % i(P), niin T¢i(P) ja koska R * A * P, niin R(P. Koska Pli(P)
ja RCi(P), niin saadaan, ettd Ti(R)¢. Tilloin ehdon LTAS = Li(R)AS no-

jalla on oltava AT = Ai(R). Koska T * A % i(P), niin AT Ai(P), jolloin siis

i(R)e%):ﬁ’cm.

Toisensuuntainen inkluusio i(m) D t saadaan taas edellisen avulla, silld i(Ai(P)) C

_— s

Ai(i(P)) = AP = m, joten Ai(P) = i(i(Ai(P))) C i(m). 0

LAUSE 4.1.2. Peilaus suoran suhteen séilyttéa vélissédolon seké janojen ja kulmien
yvhtenevyyden. Tarkemmin sanoen:
(1) Jos ¢ on suora ja i peilaus £:n suhteen seké A* B C| niin i(A) xi(B) *i(C).
(2) Jos PR on jana, niin PR = i(P)i(R),
(3) jos vielda L ABC' on kulma, niin £i(A)i(B)i(C) = LABC.

Todistus. (2) Osoitetaan ensin, ettd PR = i(P)i(R). Jos PR = ¢, niin i(P) = P
ja i(R) = R, ja asia on selvii. Olkoon siis PR # ¢. Tissé on kaksi mahdollisuutta,;

a) PR || ¢ tai sitten  b) 1?2 leikkaa suoraa /.

Tapaus a): Kuten lauseen 4.1.1 todistuksen a) -kohdassa néhdééin nytkin, etté
myos ¢(P)i(R) || £. Lauseen 3.1.2 nojalla PR | i(P)i(R). Koska lauseen 2.4.16

nojalla Pi(P) || Ri(R), niin ORPi(P)i(R) on suunnikas. Lauseen 3.1.9 nojalla
i(P)i(R) = PR.

Tapaus b): Kiytetéén lauseen 4.1.1 todistuksen b) -kohdan merkintdja. Huoma-
taan ensin, ettd jos P # A, niin AP = Ai(P). Jos A = @, niin tim# seuraa suoraan
peilauksen i médritelmésti ja muuten tdmé seuraa siitd, etti APQA = Ai(P)QA.
Jos nyt toinen pisteistd P tai R on A, niin asia on selvi, silld i(A) = A. Voidaan
siis olettaa, ettd P, R # A. Tilloin joko i) Rx A% P, i) Ax R« P tai iii)
Ax P xR.

Tapaus i):  Kuten lauseen 4.1.1 todistuksen -kohdassa nihtiin, i(R) € AT ~
{A}, missé T * A *i(P), joten myts i(R) x A i(P). Koska nyt siis i(R)A = RA ja
Ai(P) = AP, niin viite i(R) i(P) = RP seuraa suoraan aksioomasta (H10).

E—

Tapaus ii):  Lauseen 4.1.1 todistuksessa néhtiin myos, ettd i(R) € Ai(P).
Koska liséiksi a || £ jar || n, niin on oltava Axi(R)*i(P). Koska nyt siis Ai(R) = AP
ja Ai(P) =2 AP, niin viite seuraa kuten kohdassa i), paitsi ettd aksiooman (H10)
sijasta kiytetddn lausetta 2.4.2.

Tapaus iii):  Palataan kohtaan ii) vaihtamalla merkintsja (P < R).
(1) Olkoon A % B« C. Tillsin 2.5.4:n nojalla AB + BC = AC. Kohdan (2)
nojalla pétee talloin

W(A)i(B) + i(B)i(C) = i(A)(0).
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Lauseen 2.5.6 nojalla saadaan heti i(A) x i(B) % i(C).

(3) Olkoon £PQR kulma. Télloin APQR on kolmio. Lauseen 4.1.1 nojalla
Ai(P)i(Q)i(R) on myds kolmio ja kohdan (2) sekii SSS-séédnnon nojalla APQR =
Ai(P)i(Q)i(R), jolloin £PQR = i(P)i(Q)i(R). O

LAUSE 4.1.3. Peilaus suoran suhteen kuvaa ympyrdt ympyroiksi. Tarkemmin

sanoen, jos { on suora ja i peilaus {:n suhteen seki o on A-keskinen a-sédteinen
ympyréd, niin i(«) on i(A)-keskinen a-séteinen ympyré.

AN

i(A) \ i(or)

Kuva 170: YMPYRAN PEILAUS SUORASSA

Todistus. Perustelu on sopiva harjoitustehtavi. U

Inversio ympyrin suhteen.
Miaritellddn seuraavaksi peilaus eli inversio ympyrén suhteen:

Misdritelméi 4.2. Olkoon o ympyré, keskipiste A, siéide a > 0. Merkitdan X =
{pisteet} \ {A} ja médritelldin kuvaus i : X — X seuraavasti: Jos P € X, niin

i(P) € AP se.

CL2

T AP

Lauseen 2.6.3 nojalla i(P) on aina olemassa. Lisiiksi lauseen 2.5.5. ja aksiooman
(H8) nojalla i(P) on yksikiisitteinen. Tdten myos ¢ : X — X on hyvin mééritelty
kuvaus. Sanotaan, ettd ¢ on peilaus eli inversio ympyrin « suhteen.

Ai(P)

Huomautus 37. Suoraan mééritelméstd seuraa, ettd Ai(P) = AP kaikilla P,
joten Ai(i(P)) = Ai(P) = AP ja
2 2 L
Aii(P)) = — = Y _4p,

Ai(P) a?/ AP

joten i(i(P)) = P kaikilla P, joten i on itsensi kisnteiskuvaus, i = i1, ja erityisesti
¢ on bijektio X — X.

Huomautus 38. Todistamme myshemmin, ettd peilaus tapahtuu kuvan 171 mu-
kaisesti.
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Kuva 171: PEILAUS YMPYRASSA TOTEUTETTUNA EUKLEIDEEN TYYLIIN

Tama4 tieto on auttanut keksimididn monet seuraavista lauseista.

LAUSE 4.1.4. Olkoon o ympyré, keskipiste A, sédde a seké i peilaus a:n suhteen.
Télloin i(«) = « ja liséksi P € X on «:n sisépuolella, jos ja vain jos i(P) on a:n
ulkopuolella. Edelleen, jos A x P x R, niin A xi(R) *i(P).

Todistus. Perustelu on sopiva harjoitustehtavi. 0

LAUSE 4.1.5. Olkoon o ympyré, sen keskipiste A ja a sen séde ja olkoon i peilaus
o:n suhteen seké ¢ suora. Télloin i(¢ ~ {A}) on joko itse £ ~ {A} tai pisteen A
kautta kulkeva ympyré, josta on poistettu piste A, sen mukaan kuuluuko keskipiste
A suoralle ¢ vai ei. Tarkemmin:

(S) Olkoon ¢ suora, joka kulkee A:n kautta. Télloin i(¢ ~ {A}) =~ {A}.
(Y) Olkoon ¢ suora, joka ei kulje A:n kautta. Olkoon P keskipisteen A kautta
kulkevan ¢:n normaalin ja itsensé ¢:n leikkauspiste. Télloin i(¢) = 5~ {A},

missé 3 on ympyr4, jonka keskipiste on B € AP s.e. AB = 1 Ai(P) ja séde

on b= 1Ai(P). Erityisesti A € f3.

KuvA 172: SUORAN PEILAUS YMPYRAN SUHTEEN

Todistus. (S): Jos P € ¢~ {A}, niin peilauksen ¢ méiritelmén mukaan i(P) €
AP ~ {A} C ¢~ {A}. Siis i(£ ~ {A}) C £~ {A}. Kéénteinen inkluusio seuraa
téstd, silld i(i(P)) = P kaikilla P, joten juuri todistetun nojalla saadaan ¢\ {A} =
i(i(0 ~{A})) Ci(f~{A}).

(Y): (1) Todistetaan ensin i(¢) C [~ {A}: Muistetaan, ettd a on ympyrin
a side. Koska aina i(Q)) # A, niin riittdd osoittaa, ettd i(Q)) € [ mielivaltaiselle
Q € leliettd i(Q)B =b, kun Q € £. Jos Q = P, niin A x B xi(Q) ja Bi(Q) =
Ai(Q) — AB = Ai(P) — £ Ai(P) = b ja asia on selvi.
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Kuva 173: i(¢) C f~ {4}

Olkoon siis Q # P. Koska B € AP ~ {A} ja i(Q) € AQ ~ {A}, niin LQAP =
Li(Q)AB. Koska £ APQ on suora, pitee tdlloin cos(£Li(Q)AB) = j:g. Kosinilause
sovellettuna kolmioon ABi(Q)A antaa

W(Q)B° =AB" + Ai(Q)° — 2AB Ai(Q) cos(£i(Q)AB)
AP

2 - -
.y +AZ(Q)(AZ(Q)_2ABE)

2 - a? 1 — AP
o2, AiQ) a® =\ =2

Siten i(Q)B = AB = $ Ai(P) = b.
(2) Todistetaan nyt péinvastainen inkluusio i(¢) D 8~ {A4}:  Olkoon Q €
B~ {A}. Jos Q € AB, niin () = i(P), silld kohdan (1) mukaan i(P) € §~ {A} ja

toisaalta A € 3, koska AB = b. Nyt lauseen 2.6.1 nojalla suoralla AB ja ympyrilld 3
el ole muita leikkauspisteité kuin A ja i(P). Koska @ # A, niin on oltava @ = i(P).

Siis asia on selvi, jos Q) € AB.

Olkoon siis @) ¢ A—B) . Tallsin AQAB on kolmio, jolloin kuvauksen ¢ mééritelmén
nojalla myos Ai(Q)AP on kolmio ja LQAB = £i(Q)AP. Merkitiddn tétd kulmaa
LA.

L i(Q)

Kuva 174: i(¢) D g~ {4}

Kosinilause sovellettuna kolmioon AQAB antaa BQ2 = AB2+AQ2—2AB AQ cos LA.
Koska @ € (3, niin m2 =b? = EZ, joten téssi on oltava AQ2—2AB AQ cos LA =
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0 ja siis AQ — 2 AB cos LA = 0, ja edelleen cos £ A = %. Toisaalta kosinilause
sovellettuna kolmioon Ai(Q)AP antaa

Pi(Q) = AP + Ai(Q) — 2AP Ai(Q) cos LA
=2 , o5 @ ~AQ
=AP +Ai(Q) —2 P——Q Y5

1
_ - _ 2
— AP + Ai(Q)’ — APa i

(+) = 4i(Q) ~ AP".

Kiytetédén uudelleen kosinilausetta kolmioon i(Q)AP:

Ai(Q) = AP + Pi(Q) — 24P Pi(Q) cos(LAPi(Q))

ja sijoitetaan tiémi kaavaan (x), jolloin 0 = —2AP Pi(Q) cos(£APi(Q)), joten
cos({LAPi(Q)) = 0. Kosinin méiritelmén mukaan néin on ainoastaan silloin, kun

—

£ AP i(Q) on suora kulma. Siten Pi(Q) on AP:n normaali. Pisteen P mééritelmén

—

mukaan myos ¢ on P:n kautta kulkeva suoran AP normaali, joten lauseen 2.4.16

—>

nojalla téllsin ¢ = Pi(Q) ja siis i(Q) € £. Nyt kohdassa (2) on siis todistettu, ettd
i(Q) € ¢ kaikilla Q € B~ {A}. Siten (8 ~ {A}) C ¢, jolloin, koska i(i(Q)) = Q
kaikilla @, niin 5~ {A} = i(i(08 ~ {A})) C i({). O

LAUSE 4.1.6. Olkoon « ympyré, keskipiste A, sédde a ja i peilaus a:n suhteen.
Téllsin i@ kuvaa A:n kautta kulkevan ympyrén suoraksi. Tarkemmin: Olkoon [
ympyré, B sen keskipiste, b sen séde siten, ettd A € (3. Télloin i(G ~ {A}) on

suoran AB normaali, joka kulkee pisteen P kautta, missd P € AB siten, ettd

fi~a

Kuva 175: KESKIPISTEEN KAUTTA KULKEVAN YMPYRAN INVERSIO
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Todistus. Koska A € (3, niin A # B, joten :TB on médritelty. Valitaan P kuten
viitteessi ja olkoon / pisteen P kautta kulkeva E :n normaali. Pitd4 osoittaa, ettd
(B~ A{A}) =L .

Nyt ¢ ei kulje A:n kautta ja AP on /:n normaali, joten lauseen 4.1.5 nojalla

i(f) = v~ {A}, missi v on ympyri, jonka keskipiste on C € AP siten, ettd AC =
LAi(P) jasidde on ¢ = $Ai(P). Nyt

2
a? a?

:E:a2/2b:

Ai(P) 2b,

joten AC = %Qb = b. Toisaalta myos B € A_P) ja koska A € (3, niin AP = b. Siten
aksiooman (H8) nojalla C' = B. Listiksi ¢ = $A4(P) = b, joten v = 8. Néin on
nihty, ettéd i(£) = 5~ {A}, joten i(6 ~ {A}) = i(i(¢)) = L. O

Huomautus 39. Seuraavassa tarkastelemme usein suoraa, joka leikkaa ympyraé.
Kaytdmme seuraavaa merkintédsopimusta.
Jos A # B ovat pisteitd ympyréan ( siséipuolella, niin lauseen 2.6.6 nojalla suora

AB leikkaa ympyridd v kahdessa eri pisteessd Cp ja Cy, joille pétee C7 x A x Cs ja
C1 x B x Cy. Talloin pétee jompikumpi seuraavista

(1) C1*A*xBjaAxB*(Cy, tai

(2) Cox Ax Bja Ax Bx (.
Merkitéén seuraavassa C4:lla sitd pistettéd Cj, jolle pitee Cy * A x B ja Cp:1l4 sita
pistettda Cj, jolle pétee A B x Cp.

Jos A on B ulkopuolella ja B sisépuolella, niin toisella C;:11& on A x C; * B
ja toisella A x B x C;. Téassé tilanteessa merkitdaan Ca:lla sitd C;:té, jolla pétee
AxCy *x B ja Cp:lla sitd Cj:té, jolla péitee A x B x Cp.

KuvAa 176: SUORAN JA YMPYRAN LEIKKAUSPISTEIDEN NIMET

LAUSE 4.1.7. Olkoon o ympyré, keskipiste A, sédde a ja i peilaus a:n suhteen.
Olkoon (3 ympyré, keskipiste B, séde b siten, ettd A ¢ (3. T&lloin i(3) on ympyré.
Tarkemmin:

1° Jos A = B, niin i() on ympyré, jonka keskipiste on A ja sédde on a?/b.

2° Jos A on (3:n sisdpuolella ja A # B, niin i(3) on ympyrd, jonka keskipiste
on P € ACy siten, ettd AP = 5(Ai(Ca) — Ai(Cp)) ja sédde on AP =
1(Ai(Ca)+ Ai(Cp)).

3° Jos A on :n ulkopuolella, niin i((3) on ympyré, jonka keskipiste on P € AB

siten, ettd AP = $(Ai(Ca) + Ai(Cp)) ja side on AP = $(Ai(Ca) —

Ai(Cp)).
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Huomautus 40. Janojen pituuksiksi ehdotetut erotukset ovat positiivisia ja viit-
teet siis siltd osin jiarkevii, silld tapauksessa 2° on Cy x A% B ja Ax B x Cp ja siis,
koska B on ympyrin 3 keskipiste, niin ACy < CyB =b= BCp < ACp, jolloin

Ai(Ca) = Ai(Cp),

fr—— > _ =
ACy  ACp

joten Ai(Ca)—Ai(Cp) > 0. Vastaavasti tapauksessa 3° on AxCyxB ja AxB*Cp,

joten téssikin ACy < AB < ACp, ja siis Ai(Cy) > Ai(Cp), jolloin Ai(Cy) —

AZ(CB) > 0.

Lauseen 4.1.7 todistus.

Tapaus 1°: Tissé on oletettu, ettd A = B. On osoitettava, ettd i(3) = -, missi
v on A-keskinen ja a?/b-siteinen ympyri.

Kuva 177: SAMAKESKISEN YMPYRAN INVERSIO

Jos P € 3, niin AP = BP = b, ja siten kuvauksen i mairitelmén mukaan
Ai(P) = a?/b, joten i(P) € . Siten i(8) C .
Vastaavasti, jos P € v, niin Ai(P) = a?/(a* /b) = b, joten i(P) € (. Siten

i(y) C B, jolloin v =i(i(y)) < i(B). Nain i(5) D . Siis i(5) = 7.

Tapaus 2°: Olkoon nyt A kuvattavan ympyridn (§ siséipuolella mutta A # B.
Olkoon P € AC} siten, ettdi AP = 2(Ai(Ca) — Ai(Cp)) ja c = 3(Ai(Ca) +

Ai(Cp)) seké v P-keskinen, c-séiteinen ympyréi. Pitdd osoittaa, ettd i(3) = .

KuvA 178: YMPYRAN INVERSIO, KUN A ON (3:N SISAPUOLELLA
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Osoitetaan ensin, ettd i(4) C v: Olkoon @ € 8. On osoitettava, ettd i(Q) € 7.
Kasitelldin ensin erikoistapaukset: Jos Q) € :4_)B, niin joko Q = Cy4 tai Q = Cp.
P#dtellddn, ettd kummassakin tapauksessa on i(Q) € v: Olkoon ensin Q = Cp.
Koska ~v:n keskipiste P on puolisuoralla A?A ja Cy % Ax Cp, niin Px A x Cp,
jolloin myos P x A % i(Cp), silld i(Q) € E kaikilla . Télloin Pi(Cp) = PA +
Ai(Cp) = 3(Ai(Ca) — Ai(Cp)) + Ai(Cp) = L(Ai(Ca) + Ai(Cp)) = ¢ ja siten
i(Cp) = i(Q) € 7, kuten pitikin.  Olkoon sitten @ = C4. Nyt i(Ca) € AFA ja
koska P:n mééritelméin mukaan P € A?A ja AP < Ai(C,), niin i(C’A) x P x A.
Tillsin Pi(Ca) = Ai(Ca) — AP = Ai(Ca) — L (Ai(Ca) — Ai(Cp)) = 2 (Ai(Ca) +
Ai(Cg)) = ¢, ja siten myds i(Ca) = i(Q) € . Pisteiden Cx ja Cp kuvat ovat siis
ympyrélld v, kuten pitéadkin.

—

Voidaan siis olettaa, ettd kuvattava piste @) ei ole suoralla AB = C4C'p, vaan

AQAB on kolmio. Koska P € AB ja i(Q) € AQ ~ {A}, niin myss APAi(Q)
on talloin kolmio. Merkitddn nyt x = AC,. Koska C4 * B % Cp, niin CxCp =
CaB+BCpg = 2b ja tillsin, koska C 4% AxCpg, pitee ACg = C4Cp—AC, = 2b—2x
ja, koska C'4 x A * B, niin AB=CyB — AC4 = b — x.

Kuva 179: KOSINILAUSEEN KAYTTO

Edelleen i:n mééritelmén mukaan Ai(Cya) = S = Ja Ai(Cp) = 55—, jolloin
AP = %(%2 — Zgim) Jos merkitiéin vield y = AQ, niin A4(Q) = %

Koska Cq x* Ax B ja P € ACA, niin P % A x B. Koska lisiiksi i(Q) € AQ ~ {4},
niin kulmat £i(Q)AP = LQAP ja £QAB ovat toistensa tidydennyskulmia. Kosinin
médritelmén mukaan télloin

(%) cos £LQAB = —cos £Li(Q)AP.
Kosinilause sovellettuna kolmioon AQAB antaa
BQ’ =AB° +AQ° — 2AB AQ cos LQAB, ¢li
V=0b-2)?+y*—2(0b—x)ycos LQAB,

josta saadaan kiiyttden tietoa ()
(b—x)?+y?>—b>  2bx —a®—y?
20-x)y 20 -2)y

cos £Li(Q)AP = —
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Toisaalta kosinilause sovellettuna kolmioon Ai(Q)AP antaa

Pi(Q) = AP +Ai(Q) — 2AP Ai(Q) cos £Li(Q)AP,

joten
2 1,a? a? 2 a2 1 ,a? a? a®> 2bx —x% —9y?
Pi —(Z(= = ZYV 9.2 (== Sl e
i(Q) (2<x 2b—:1:)> +(y) 2 (x 2b—3:) Y 2(b—x)y
Sl 2—20\% 1 2—22 1 2(2b—z)y?
=aq — — _|___ . —_ .
4 \ x(2b— x) y>? xz(2b—2x) y 2(0b—2)y
_ [ b= 2+i_ 2b—z)x (2b —z) n 2(b — xz)y?
B z(2b — x) y?2 z(2b—x)y2b—2)y x(2b—2x)y2(b—12)y
Ll b= N1 1
= Q ____}_7
x(2b — x) y2 y? o x(2b—x)
4 b2 —2bx + 2® + 2bx — 2?
- x2(2b — )2
R
x(2b — x)
Siten
Pi(Q)zaQ-L:l(lJr ! ):l(a—2+ @ ) =1(A4i(Ca)+Ai(Cp)) =c
r(2b—z) 2 22—z’ 'z 22—z’ 2 B ’

joten i(Q) € ~. On siis néytetty, ettd tapauksessa 2° pétee i(5) C 7.

Osoitetaan sitten i(3) D v eli kiiéinteinen inkluusio. Selvitetdéin ensin pistei-
den i(Cy), P, A ja i(Cp) sijainti suoralla AP: Koska AP < ¢, niin A on v:n
siséipuolella. Liséksi :4_)P = fTé ja koska Cy,Cp € E, niin lauseen 4.1.5 mu-
kaan i(Cy), i(Cp) € AP. Toisaalta Ca, Cp € [, joten juuri edelli todistetun

inkluusion nojalla i(C4), i(Cg) € ~. Siten i(Ca) ja i(Cp) ovat suoran AP ja
~:n leikkauspisteet. Koska A ja P ovat 7:n sisdpuolella, niin lauseen 2.6.5 nojalla

joko i(Ca) * A x P tai i(Ca) x P+ A. Koska Ai(Cs) = 1 (Ai(C’A) - Ai(C’B)) +

1 (Az’(CA) + Ai(CB)) — AP + ¢ > ¢ = Pi(Cy), niin on oltava i(Cy) * P % A.
Talloin P x A xi(Cp).

Inkluusion () D « todistamiseksi voidaan nyt soveltaa jo todistamaamme
inkluusiota ympyréin v. Tdmin mukaan i(y) C §, missd 6 on D-keskinen d-

—

siteinen ympyr, jonka keskipiste on sellainen D € Ai(Cp), ettd AD = 5 (Ai(i(Cp))—
Ai(i(Ca))) = 5(ACp — AC,) ja side d = 5(ACp + AC,). Koska Cy x A B ja

P e AE)A ~ {A}, niin P x A B ja koska P*x Axi(Cp), niin Ai(Cp) = A—B), jolloin

D € AB. Kiyttiden toisensuuntaisen inkluusion todistuksen merkintojid saadaan
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AB=b-—az=42b—z—2) =3 <AC’B - AC’A)> = AD, joten aksiooman (HS)

nojalla on oltava B = D. Lisiksi d = §(2b—xz+1z) = b, joten § = 3. Siten i(y) C 3,
jolloin v = i(i(y)) C i(B). Néin on tapaus 2° kokonaan selvitetty.

Tapaus 3°: Tarkastellaan lopuksi tilannetta, jossa inversioympyrédn keskipiste
A on kuvattavan ympyrdn 3 ulkopuolella. Nyt osoitetaan, ettd i(3) = 7, missd

v keskipiste on sellainen P € AB, ettd AP = 3 (Ai(CA) —l—Ai(CB)) ja sdde
c=1(Ai(Ca) — Ai(Cp)).

Kuva 180: YMPYRAN INVERSIO, KUN A ON f3:N ULKOPUOLELLA

Osoitetaan ensin, ettd i(3) C . Olkoon @ € 3. Selvitetdéin taas ensin erikois-
tapaus QQ € AB, jossa joko Q = Cy tai sitten Q = Cp. Katsotaan pisteiden A,
i(Cp), P jai(C,) jarjestys suoralla AP : Koska A x C'4 * Cp, niin lauseen 4.1.4
nojalla A x i(Cg) * i(C4), jolloin Ai(Cp) < Ai(Cya). Koska i(Cy), i(Cp), P €
AB ja Ai(Cp) = %(Ai(CB)-i—Ai(CB)) < %(Az’(C’A)—i-Ai(CB)) — AP =
L (Ai(CA) +Ai(CB)> <1 (Ai(CA) +Az’(CA)> — A4i(Cy), niin on oltava A *
i(Cp)* P ja AxPxi(C4). Jos nyt olisi @ = Cjy, niin olisi Pi(Q) = Ai(Cy)— AP =
% <Ai(CA) — Ai(CA)) = ¢, joten () € . Vastaava péittely saadaan Cg:llekin.

Voidaan siis olettaa, ettd Q # C4, Cp, jolloin AQAB on kolmio. Koska P € E
ja i(Q) € AQ ~ {A}, niin myss APAi(Q) on tillsin kolmio.

Kuva 182: KOSINILAUSEEN KAYTTO, KUN A ON (3:N ULKOPUOLELLA

Merkitésn, kuten edelld, © = AC 4. Myos nyt kisiteltévissi tilanteessa on C4 *
BxClp, joten C4Cp = 2b, mutta nyt AxC4%Cp, joten ACp = AC4+C4Cp = 2b+x
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ja, koska A x C’A x B, niin AB = ACs + CyB = b+ z. Edelleen AZ(CA) = ja

2

Ai(Cp) = m, jolloin AP = 3 (%2 + 2;‘4_3;). Jos merkitdin vield y = AQ, niin
. a2
Ai(Q) = v

Koska i(Q) € A—Q) “{A} ja P € AB~ {A}, niin LQAB = £i(Q)AP, joten myos
cos(LQAB) = cos(£Li(Q)AP). Kosinilause sovellettuna kolmioon AQAB antaa nyt

b2 = (b+2)? +y* —2(b+2)ycos(LQAB),
josta saadaan

(b+z)?+y?—b?  2bx+a2? +y?
2(b+ )y  2(b+ )y

cos(£QAB) =

Toisaalta kosinilause sovellettuna kolmioon Ai(Q)AP antaa

Pi(Q)° = AP + Ai(Q) — 2AP Ai(Q) cos(<Li(Q)AP)
joten
Pi@ - (L (S + " CY g b(ey ) @ ety
2\z  2b+x Yy 2\z  2b+zx/) y 2(b+ )y
a2 N 1 2420 1 a(2b+a) +4
R x(2b+ x) v x(2b+2x) vy 2(b+x)y
_ ( b+ )2 1 2(b+x)-22b+2) 2(b + x)y?
z(2b+ ) y2  z(2b+2x)-y-20b+2)y 220+ 2)y2(b+x)y
. b+ \*, 1 1 1
(20 + ) y2  y? x(2b+x)
4 0* +22b+ 2 — 20b —a® o2 b 2
(x(2b+ x))? B x(2b + x)
Siten

b 1 1 1 1 [a? a?
Pi _ 2 — 2 = _ - | — —
Q) =a z(2b+ ) 2¢ <m 2b—|—x) 2 (x 2b—|—m)

(Ai(CA) - Az’(CB)) —¢

1

2

joten i(Q) € 7.
Osoitetaan lopuksi, ettd v C i(3). Koska nyt AP > ¢, niin A on v:n ulkopuolella

Kuten kohdassa 2° ovat nytkin i(C4) ja i(Cp) ympyrin v ja suoran AP AB

leikkauspisteet. Koska Cy, Cp € AB, niin i(C4) ja i(Cp) € AB. Koska lisiksi
AxC s *Cpg, niin lauseen 4.1.4 mukaan Axi(Cp)*i(C4). Koska P on v:n keskipiste,
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on oltava i(Cy ) Pxi(Cp) lauseen 2.6.6 nojalla. T&lloin Axi(Cp)*P ja AxPxi(Cy4).
Inkluusion () D 7 todistamiseksi voidaan nyt taas soveltaa jo todistamaamme
inkluusiota ympyrddn « ja huomataan, ettd i(y) C J, missd 6 on D-keskinen, d-

séteinen ympyri, missi D € AP s.e. AD = 1 (ACp — AC4) . Tallsin AB = b+x =
1(2b+z+x) =3 (ACE + AC4) = AD ja, koska B € AB = AP, niin aksiooman

(H8) nojalla on oltava B = D. Listiksi d = 5(2b+ z — ) = b, joten § = 3. Siten
i(y) C B, jolloin v = i(i(7)) C i(B). Kaikenkaikkiaan v =i(5). O

Pisteen potenssi ympyrin suhteen.

Masdritelméi 4.3. Olkoon o ympyré, keskipiste A, side a. Madritelldén pisteen
B ¢ aU{A} potenssi ympyrin o suhteen, P(B,«a), seuraavasti: jos B on a:n

sisipuolella, niin P(B,a) = a? —EZ, ja jos B on a:n ulkopuolella, niin P(B, «) =
AB” — 2. Siis aina P(B, a) > 0.

Seuraavan lauseen avulla nékee, ettd potenssilla P(B, «) on se merkillinen omi-
naisuus, ettéd jos B:n kautta kulkeva suora leikkaa «a:aa pisteissd P ja (), niin aina

ﬁm:P<B7a)v

riippumatta suorasta /.

R Q
Q2
B B
Plv Q o A Q

R

Kuva 184: P(B,O,/) = BP; - BQl = BPF; - BQQ

LAUSE 4.1.8. Olkoon @ A-keskinen a-séteinen ympyré ja B ¢ o, B # A. Olkoon
liséiksi ¢ pisteen B kautta kulkeva suora, joka leikkaa «:aa pisteisséd P ja Q, P # Q.
Tillsin BP - BQ = P(B, ).

Todistus. Tassé on kaksi tapausta sen mukaan, onko B ympyrin « sisilld (tapaus
a) vai ulkopuolella (tapaus b). Kummassakin tapauksessa on taas kaksi eri mahdol-

lisuutta: Suora ¢ voi kulkea (tapaus i) tai olla kulkematta (tapaus ii) keskipisteen
A kautta.

Tapaus ai): Vaihtamalla tarvittaessa merkintoja (P < Q) voidaan olettaa, etté
PxAxBjaAxDBxQ.
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Kuva 185: TAPAUS ai)
Tilloin BP = AB+ AP = AB+aja BQ = AQ — AB = a— AB. Siten BP-BQ =
(AB + a)(a — AB) = a> — AB" = P(B, a).

Tapaus aii): Lauseen 2.6.6. nojalla AB leikkaa «:aa kahdessa eri pisteessi R ja S,
olkoot ne nimetty niin, ettdi R+« Ax B ja A* Bx S (ja R+ Bx S).

[/

KuvA 186: TAPAUS aii)

Koska P % B % Q, niin lauseen 2.4.6 nojalla {PBR =~ £SBQ. Lisiksi QBPS

ja RBPS, joten QRPS. Tilloin voidaan soveltaa lausetta 3.1.21, jonka mukaan
£APRS = LPQS, joten {PRB = £BQS. Koska kolmioissa APBR ja ABSQ kul-
masumma on 180, niin pétee myés L RPB = L BS(Q ja kolmiot APBR ja ASBQ
ovat siten samanmuotoisia. Lauseen 3.1.10 nojalla talloin

PB_RB
SB  BQ

Néin ollen PB-BQ = BR-BS. Nyt E)g kulkee A:n kautta, joten kohdan ai) mukaan
BR-BS = P(B,a).
Tapaus bi):

Kuva 187: TAPAUS bi)
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Téssd B x P x @ tal B x @ * P, ja vaihtamalla tarvittaessa merkintsja (P < Q)
voidaan olettaa, ettd Bx Px(Q. Koska Px Ax(Q, niin B* Px A ja Bx Ax Q. Tilloin
BP =BA—-PA=BA—ajaBQ=BA— AQ = BA + a. Siten

BP BQ=(AB-a) (BA+a)=AB —a*= P(B,a).

Tapaus bii):

Kuva 188: TAPAUS bii)

>

Tissé voidaan taas olettaa, ettd B x P* (). Suora BA leikkaa lauseen 2.6.6 mukaan
«:aa pisteissd R, S siten, ettd Rx AxS. Voidaan olettaa, etti Bx R+ A, jolloin Bx Rx
S. Talloin SPRB. Koska B * P * @, niin BPRQ ja (H7):n nojalla QSPR. Tilloin
3.1.21:n mukaan L PSR = APQR ja siten {PSB = {BQ@R. Koska kolmioissa
ABQR ja ABPS on kulma £ B yhteinen ja kulmasumma 180, on myos £ BQR =
£BPS. Siten ABQR ~ ABPS. Talloin lauseen 3.1.10 nojalla

PB_TS
BR BQ’

josta saadaan PB - BQ = BR - BS. Kohdan bi) nojalla BR - BS = P(B,«a) tissi
viimeisessikin tapauksessa. U

Ortogonaalisista ympyrdéisti.

Mssritelms 4.4. Kaksi ympyrdd o ja 0 (keskipisteet A ja B, siteet a ja b) ovat
ortogonaalisia, jos ne leikkaavat toisiaan joissakin pisteissd P ja () ja niiden tangen-
tit pisteessd P ovat toistensa normaalit ja myos tangentit toisessa leikkauspisteessé

() ovat toistensa normaalit.
P
9
‘\ ﬁ
m

Kuva 189: ORTOGONAALISET YMPYRAT

a

4
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LAUSE 4.1.9. Olkoot « ja 8 kaksi ympyréd, jotka leikkaavat toisensa pisteissd P
ja Q. Olkoon a:n keskipiste A ja (3:n keskipiste B. T:lloin « ja 3 ovat ortogonaalisia,
jos ja vain jos P:n kautta kulkeva a:n tangentti kulkee B:n kautta.

Todistus. ”=": Olkoon ¢ pisteen P kautta kulkeva (:n tangentti ja m pisteen P
kautta kulkeva a:n tangentti. Oletuksen nojalla ¢ L m. Lauseen 2.6.8 mukaan

AP 1 m. Tilloin lauseen 2.4.16 mukaan AP 1 / ja viite seuraa.

” ” .,
<"

Kuva 190: ORTOGONAALISUUSEHTO

Olkoon ¢ pisteen P kautta kulkeva ympyrén ( tangentti. Lauseen 2.6.8 mukaan

>

¢ 1 BP, jolloin saadaan, kiyttien lausetta 2.6.8 toiseen suuntaan, ettd BP on ym-
pyrian « tangentti, ja siis P:n kautta kulkevat tangentit ovat toistensa normaaleja.
Pitad vield osoittaa toisen leikkauspisteen () olemassaolo ja @:n kautta kulkevien

tangenttien kohtisuoruus. Koska B(73 il :4—)P, niin A # B ja P ¢ :4—)P Olkoon i pei-
laus suoran AB suhteen, jolloin i(P) # P. Lauseen 4.1.2 nojalla BP = i(B)i(P) ja

silloin BP = Bi(P), joten i(P) € 3. Vastaavasti patellisin, ettd i(P) € . Siten
i(P) # P on haettu a:n ja (:n toinen leikkauspiste. Koska £ BPA on suora kulma,

niin 4.1.2:n nojalla myos £i(B)i(P)i(A) = £Bi(P)A on suora kulma. Lauseen

2.6.8 mukaan tillsin Bi(P) on a:n tangentti ja Ai(P) on (:n tangentti ja viite
seuraa. U

LAUSE 4.1.10. Olkoot « ja 3 ortogonaalisia ympyrdéitéd, keskipisteinédédn A ja B.
Téllsin A on on [3:n ulkopuolella ja B on on a:n ulkopuolella.
Todistus. Perustelu on sopiva harjoitustehtavi. 0

LAUSE 4.1.11. Olkoot « ja (3 ympyroitéd, keskipisteindédn A ja B ja sédteinéd a
ja b. Tilloin « ja B ovat ortogonaalisia ympyroitd, jos ja vain jos B on on a:n
ulkopuolella ja

v’ = P(B,a),

misséd P(B,«) on pisteen B potenssi ympyrédn « suhteen.
Todistus. 7=>": Lauseen 4.1.10 nojalla B on ympyrin « ulkopuolella. Olkoon

P ympyroiden « ja 3 leikkauspiste. Ortogonaalisuuden nojalla AP L BP, joten
kulma £APB on suora. Koska P € «, niin AP = a ja vastaavasti BP = b.

Pythagoraan lause antaa AB 1 = a?, joten b? = AB° —a® = P(B,«).
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7<”: Koska B on ympyridn « ulkopuolella, niin P(B,a) = AB° — a2 ja siten
AB° — 1?2 = a2 Nyt e1 voi olla AB — b > a, silli jos néin olisi, niin olisi myds
AB+b > a ja siten AB - = (AB —b)(AB +b) > a?. Siis on oltava AB — b < a.

Vastaavasti paitellisn, ettdi AB +b > a. Koska b% = AB° — 2 < AB° , niin
b < AB. Niin ollen voidaan valita S siten, etti A * S * B ja BS = b. Valitaan
lissiksi piste T siten, ettd A x B x T ja BT = b. Tallsin S ja T ovat ympyrilld 3
ja A, S, B, T samalla suoralla tissi jirjestyksessi. Lisiksi AS = AB —b < a, joten
S on a:n sisdpuolella ja AT = AB + b > a, joten T on a:n ulkopuolella. T:llsin
lauseen 2.6.12 nojalla ympyrit « ja § leikkavat toisensa. Olkoon P niiden yhteinen

piste. P ei voi olla suoralla AB, silld S ja T ovat télld suoralla ja lisiksi ympyrilld
(#, mutta kumpikaan niistéd ei ole ympyrilld « eikd lauseen 2.6.11 mukaan muita

—>

suoran AB ja ympyridn « yhteisié pisteitd ole olemassa. Siten AAPB on kolmio.
Kosinilauseen nojalla

AB"=PA"+PB" + PA-PB cos LP.
Nyt PA = aja PB = b, joten cos £ P = (a +b2— EQ) = 0, koska AB b = a2,

Siten kosinin méiritelmén mukaan £P on suora. Tilloin AP on (:n tangentti ja
kulkee A:n kautta, joten « ja [ ovat ortogonaalisia lauseen 3.1.2b nojalla. U

LAUSE 4.1.12. Olkoot « ja (3 ortogonaalisia ympyroitéd keskipisteinéidn A ja B ja
séteind a ja b. Olkoon i peilaus (:n suhteen. Till6in i(«) = o Liséksi piste P
on «:n sisépuolella, jos ja vain jos myds sen kuva i(P) on a:n sisdpuolella.

_._i(DY=D,

Kuva 191: LAUSE 4.1.12
Todistus. Olkoot A ja B seki a ja b ympyroiden « ja [ keskipisteet ja siiteet.

b2

Peilauksen mééritelmén mukaan, kun P # B, niin i(P) € BP ja Bi(P) = =.

—

Lauseen 4.1.10 mukaan B on a:n ulkopuolella, joten BA leikkaa a:aa kahdessa
pisteessii C7 ja Co siten, ettd B * Cq x Cy (lause 2.6.2). Lauseen 4.1.7 kohdan

3° mukaan i(a) on ympyré, jonka keskipiste P kuuluu puolisuoralle BA ja jolla
BP=1(B z@) + Bi(Cy)), ja side s on L(Bi(Cs2) — Bi(C1)). Koska B *&* A,
niin BC, = BA a, joten Bi(C) = —A_a ja koska B* AxCy, niin BCy = BA+a,

ja Bi(Cy) = B—+ . Siten
— 1 b2 b2 b BA b2 BA —
2\BA—a BA+a BA  _ 42 P(B,a)
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misséd viimeinen yhtélo seuraa ympyroiden « ja § ortogonaalisuudesta ja lauseesta

4.1.11. Koska P € BA, niin on siis P = A.
Vastaava lasku antaa s = b*/P(B, a) = a, joten i(a) = a.

Todistetaan sitten viitteen jalkimméinen osa, jonka mukaan P on «:n sisdpuo-
lella, jos ja vain jos i(P) on «a:n sisdpuolella.

—

1°: Oletetaan ensin, ettd P on a:n sisdpuolella. Tilléin BP leikkaa ympyrid o
kahdessa pisteessd D1 ja Das, joille B %« Dy x Ds. Lauseen 4.1.4 nojalla B x D1 x P
ja B *i(D3) *i(Dq) sekd B xi(P) % i(D1) ja vield B xi(Ds) * i(P), mistd voidaan
padtelld, ettd i(Da) * i(P) xi(D1). Nyt lauseen alkuosan nojalla i(D;), i(D2) € a,
joten i(P) on « siséipuolella.

2°: Olkoon seuraavaksi ¢(P) ympyrén « sisdpuolella. Tilloin on kohdan 1° nojalla
myds P = i(i(P)) ympyréin «a:n siséipuolella. O

Lauseelle 4.1.12 pitee myos kidnteinen tulos, jonka mukaan « ja 3 ovat ortogo-
naalisia ainoastaan silloin, kun i(«) = «. Itse asiassa piitee vield voimakkaampi.

LAUSE 4.1.13. Olkoot « ja § ympyroitéd ja ¢ peilaus (:n suhteen. Tilloin « ja 3
ovat ortogonaalisia mikéli on olemassa edes yksi piste P € a \ 3, jolle i(P) € a.
Todistus.Olkoot ympyroiden « ja 3 keskipisteet A ja B ja siteet a ja b. Koska
P ¢ (3, niin i(P) # P. Koska i(P) € BP, niin B % P xi(P) tai B % i(P) % P.
Lauseen 2.6.6. nojalla kummassakin tapauksessa B on «:n ulkopuolella. T:lloin
lauseen 4.1.11 nojalla riitt#s osoittaa, ettd v* = P(B,«a). Koska P # i(P) € a,
niin lauseen 4.1.8 nojalla P(B,a) = BP - Bi(P). Inversiokuvauksen i méritelmin
mukaan Bi(P) = £=2P, joten saadaan P(B,a) = BP- £=; = b?, kuten pitadkin. O

LAUSE 4.1.14. Olkoot « ja [ ortogonaalisia ympyroitéd, keskipisteet A ja B, seké
i peilaus a:n ja j peilaus :n suhteen. Télloin i(B) = j(A).

Ilw

(B)=i(A)

Kuva 192: KESKIPISTEIDEN PEILIKUVA

Todistus. Olkoot a:n ja (:n siiteet a ja b. Lauseen 4.1.10 mukaan A on [:n ul-
kopuolella ja B «:n ulkopuolella, eli AB > a ja AB > b. Koska i(B) € AB

ja Ai(B) = 4= < £ — 4 < 4B, niin i(B) € AB C BA. Koska mys

Jj(A) € B—zzl, niin riittd4 osoittaa, ettd Bi(B) = Bj(A). Koska i(B) € AB, niin
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Bi(B) = AB — Ai(B) = AB — % = o= (Ez —a2) = -L P(B,a). Lauseen

AB
4.1.11 ja a:n ja Bm ortogonaalisuuden nojalla P(B,a) = b?, joten Bi(B) = %.
Toisaalta j:n méiritelmén mukaan Bj(A) = B%, joten Bi(B) = Bj(A). O

Todistetaan vield yksi seuraavassa luvussa tarvittava?® tulos, joka koskee orto-
gonaalisuuden siilymisté inversioissa:

LAUSE 4.1.15. Olkoot (3 ja v ympyroéitd, jotka molemmat ovat ortogonaalisia
jotakin kolmatta ympyrédéd o kohtaan. Oletetaan lisdksi, ettd v ei kulje 5:n keski-
pisteen kautta. Olkoon ¢ peilaus (:n suhteen. T:ll6in myds i(7y) on ympyré,
joka on a:a vastaan ortogonaalinen.

Kuva 193: i(y) L «

Todistus. Olkoot A, B ja C ympyrdiden «, (8 ja v keskipisteet ja a, b ja ¢ niiden
siteet vastaavassa jirjestyksessd. Koska B ¢ ~, niin on kaksi mahdollisuutta: a) B
on :n siséipuolella tai sitten b) B on ~:n ulkopuolella.

Tapaus a): Jos B on ~:n sisdpuolella niin voi olla B = C, jolloin oletuksen ja
lauseen 4.1.11 nojalla b*> = P(B,a) = ¢?, joten b = ¢ ja siten 3 = v ja viiite pitee
triviaalisti, silld i(5) = (.

Voidaan siis olettaa, ettd B # C. Olkoot C ja Cy suoran BC' ja ympyréin -~y
leikkauspisteet siten, ettd Cy * B« C ja B x C % Cy (Ks. lause 2.6.6 ja kuva 194).

23(Euklidisilla) ortogonaalisilla ympyrsilld ja inversiolla on huomattavaa merkitysté epéeukli-
disessa geometriassa, koska Poincarén mallin kisittely perustuu niihin.
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Kuva 194: TASSA B ON :N SISAPUOLELLA

Lauseen 4.1.7 kohdan 2° mukaan i(y) on ympyré, jonka keskipiste on D € B—)C’l
siten, ettd BD = 1 <Bz’(01) - Bi(C’g)> ja stide on d = 1 (Bi(Cl) + B@'(cg)).

Tavoitteena on osoittaa, etté i(7y):n ja a:n tangentit niiden leikkauskohdassa ovat
toistensa normaaleja, eli ettd i(7y):n tangentti tuossa pisteessii kulkee keskipisteen
A kautta, kun tiedetéin, ettd vastaava pitee v:n ja a:n tangenteille niiden leik-
kauskohdassa P € aN~. Ideana on huomio, ettd i(a) = «, joten i(P) € aNi(7y).
Osoittautuu, ettd on tarpeellista tietéd, ettd piste P € o N~y voidaan valita siten,
ettd P # Cq, C5. Aloitamme todistamalla tdmén. Antiteesi: P:n valinta ei onnistu.
Koska «a ja v leikkaavat toisensa kahdessa pisteessé, niin tdmé on mahdollista vain,

>

jos ndmaé pisteet ovat juuri C ja C5. Jos 1 on Cf:n kautta kulkeva C'C';:n normaali,
niin ¢; on 7:n tangentti ja kulkee lauseen 4.1.9 mukaan A:n kautta. Vastaavasti,

—>

jos ¢5 on Cy:n kautta kulkeva C'Cs:n normaali, niin my6s ¢ on y:n tangentti ja
kulkee sekin lauseen 4.1.9 mukaan A:n kautta. Koska C7 # Cs, niin /1 ja {5 ovat
saman suoran eri normaaleina yhdensuuntaiset, eivitki voi leikata A:ssa. Antiteesi
on vadri eli piste P € a N~y voidaan valita siten, ettd P # Cq, Cs.

Seuraavaksi osoitetaan toinen aputulos: P # i(P). Koska i on inversio ympy-
réissd (3, niin télle riittdd, ettd P ¢ (3. Tehdéén antiteesi: P € 8. Olkoon /¢ pisteen
P kautta kulkeva (:n tangentti ja m P:n kautta kulkeva y:n tangentti. Koska seké
0 ettd v ovat ortogonaalisia a:n kanssa, niin lauseen 4.1.9 nojalla sekd ¢ ettd m

kulkevat A:n kautta. Koska P € a, niin P # A, jolloin ¢ = ﬁ =m. Nyt ED 17

ja CP 1 m, joten BP ja C'P ovat saman suoran ¢ = m pisteen P kautta kulkevia
normaaleja ja siten samoja eli BP = CP. Siten P € BC. Koska P € ~ ja Cy ja Cs

ovat BC'n ja ~v:n ainoat leikkauspisteet, on oltava joko P = C tai P = (5, miki
on vastoin P:n valintaa. Siis P ¢ [ ja erityisesti i(P) # P.

Piste P on valittu joukosta a Ny, joten triviaalisti i(P) € i(7y) ja lauseen 4.1.12
nojalla i(P) € «. Siten i(P) on ympyroiden « ja i(y) leikkauspiste, joten 4.1.9:n no-
jalla riittad osoittaa, etté i(P):m kautta kulkeva i(7):n tangentti kulkee A:n kautta.

Koska B on ~:n sisélld ja P € v, niin BP leikkaa y:aa my6s jossakin pisteessid @,
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jolle pétee @ * B x P. (Lause 2.6.6.)

Kuva 195: ADBi(P) = ACBQ

Todistuksen seuraavana vaiheena osoitetaan, ettd kolmiot ADBi(P) ja ACBQ
ovat samanmuotoiset. Pisteen Cp:n valinnan nojalla Cy x B * C' ja koska D €
BC; ~ {B}, niin D * B *x C. Koska i(P) € BP ja Q * B x P, niin i(P) x B x Q.

Koska P # Cy, Co, niin P ¢ BC, jolloin £DBi(P) on kulma. T&llsin ristikulma-
lauseen 2.4.6 mukaan {DBi(P) = LCBQ. Koska C; x B x C, ja B % C x (s,
niin BC; = C1C — BC = ¢ — BC ja BCy; = BC + CCy = BC + c. Si-
ten BCy — BC; = 2BC ja BD = %(Bz’(Cl) —Bi(C’g)) — 1 (L b* ) -

2\ BC; BC:
% (%) = % (%%). Toisaalta lauseen 4.1.8 nojalla BC, - BCy =
— = . E=E =Y 2 BC 2 BC . . 2 -
P(B,y) = BQ - BP. Tallsin BD = &5 5555 = &5 55955 Tissi 45 = Bi(P),
joten saadaan BD = %C;(P) ja edelleen
BD  Bi(P)
BC  BQ

Merkitéin tétd suhdetta luvulla k. Nyt ehdon L DBi(P) = LCBQ ja kosini-
lauseen nojalla

Di(P)’ = BD" + Bi(P) +BD - Bi(P)cos {DBi(P)
— K*BC° + k*BQ° + kBC - kBQ cos LCBQ
= K2CQ°

ja siten myo6s %5) = k. T&lloin lauseen 3.1.12 nojalla ADBi(P) ~ ACBQ.

Erityisesti siis £i(P)DB = £QCB. Koska D+ BxC|, niin £i(P)DB = £i(P)DC
ja £QCB = LQCD ja, koska i(P) * B % (), voidaan soveltaa lausetta 2.4.15, jonka

—

mukaan suorat Di(P) ja CQ ovat yhdensuuntaisia.

Olkoon nyt ¢ pisteen i(P) kautta kulkeva i(7y):n tangentti. Kuten edelld todettiin,
riittdé osoittaa, etté £ kulkee A:n kautta. Olkoon lisiksi m pisteen @) kautta kulkeva
ympyran vy tangentti ja n pisteen P kautta kulkeva v:n tangentti.
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Kuva 196: ¢ KULKEE A:N KAUTTA

Koska D on i(vy):n keskipiste, niin Di(P) L ¢ ja vastaavasti CQ L m. Koska

>

siis Di(P) || C(’—Q>, niin lauseen 3.1.6 nojalla ¢ || m. Koska PQ leikkaa suoraa BC
pisteessd B # (', niin P(Q ei kulje y:n keskipisteen C' kautta. T&lloin lauseen 3.1.3
nojalla m ja n leikkaavat toisensa jossakin pisteesséd R siten, ettid L RP(Q = L RQP.
Koska ¢ || m, niin lauseen 3.1.2 nojalla myts ¢ ja m leikkaavat toisensa, olkoon
leikkauspiste S. Koska P # i(P) € BP, ja Q * B * P, niin joko Q x P x i(P) tai
Qxi(P) «x P.

iy

Kuva 197: AQPR ~ Ai(P)PS

Kummassakin tapauksessa voidaan lauseen 3.1.11 tai sen jilkeisen huomautuksen
avulla padtelld, ettd AQPR ~ Ai(P)PS. Koska LRPQ = ARQP niin tillsin
£Si(P)P = LRQP = LRPQ = LSPi(P), josta edelleen lauseen 2.4.9 b):n nojalla
SP = Si(P). Lauseen 2.6.9 nojalla téllsin S on janan Pi(P) keskinormaalilla.
Koska P, i(P) € a, niin AP = Ai(P) ja lauseen 2.6.9 nojalla myos A on janan
Pi(P) keskinormaalilla. Koska n on «:n pisteen P kautta kulkeva tangentti, niin
lauseen 4.1.9 nojalla n kulkee A:n kautta. Toisaalta S:n valinnan nojalla S € n.
Siten pisteet A ja S ovat molemmat sekd n:ll4 ettéd janan Pi(P) keskinormaalilla



IV LIIKKEET JA POINCAREN MALLI 145

Koska n kulkee P:n kautta mutta keskinormaali ei, niin nidmé ovat eri suoria, ja
voivat siis leikata vain yhdessé pisteessid. Siis A = S. Koska S:n valinnan nojalla
S € ¢, niin A € / ja viite on todistettu tapauksessa a).

Tapaus b): Olkoon B ympyrin « ulkopuolella. Lauseen 2.6.6. mukaisesti B<_)C'
leikkaa ~:aa kahdessa pisteessé, olkoot ne C; ja (s, siten, ettd BxC1xCy ja CpxC'x
C5. Lauseen 4.1.7 kohdan 3° mukaan i(7) on ympyri, jonka keskipiste on D € BC
siten, ettd BD = 3 <Bz’(Cl) + Bi(C’g)) ja side on s = 3 <Bi(Cl) — Bi(Cg)).

Kuva 198: TAPAUS b)

Kuten tapauksessa a) ndhd#én nytkin, ettéd voidaan valita piste P € a N+ siten,
ettd P # Cq, Cy, jolloin P ¢ (3 ja i(P) # P ja riittéi osoittaa, ettéd i(P):n kautta
kulkeva i(7y):n tangentti kulkee A:n kautta.

—>

Nyt BP leikkaa v:aa ainakin pisteessd P, mutta ei vilttamittd muualla, vaan

—> —>

BP voi olla y:n tangentti. Saadaan siis kaksi tapausta: i) BP on 7:n tangentti tai

ii) BP leikkaa v:aa jossakin toisessa pisteessi Q).

Kuva 199: TAPAUS i)

Tapaus i): Jos BP on ~:n tangentti, niin BP on myos i(y):n tangentti, mikd
perustellaan seuraavasti: i(P) on BPmn ja i(y):n leikkauspiste ja muita leikkauspis-
teité ei ole, silld jos S € ﬁ’ﬂi(v), niin S # B, joten i(S) € EDHZ(ZW)) = B(—f;ﬂ’y
ja siten i(S) = P ja silloin S =i(i(5)) = i(P).

Koska P € Ny, niin E’ kulkee A:n kautta, koska « ja = ovat ortogonaalisia

(lause 4.1.9). Toisaalta i(P) € aNi(y) (lause 4.1.12), ja i(y):n ja a:n ortogonaali-
suus seuraa siis tapauksessa i) lauseesta 4.1.9.
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Tapaus ii): Oletetaan nyt, etti BP N~y ={P,Q}, P # Q.

Kuva 200: TAPAUS ii)

Koska B on v:n ulkopuolella, on joko B x Q x P tai B x P x (. Koska B x C7 % Cy
ja C1 % C % Cy, niin BCy — BCy = C1Cy = C1C 4+ CCy = 2C,C ja talloin, koska
B % Cy * Cy, niin:

BD 3 (32'((11) + Bi<02>) 2 (]_D,% + é%)
BC BCi + C,C - BCi + 1 (BC, — BCY)
1 1
_pBotEe, W

BC, + BC, BC,-BC,

Toisaalta Bé—g) = ?é"%. Lauseen 4.1.8 nojalla BQ - BP = BCj - BCy, joten
saadaan L
BD b2 b2 Bi(P)

BC BC,-BC, BQ-BP  BQ

Nyt D € BC ja 1P € BQ seki tapauksessa B x P x () ettd tapauksessa B * @) x P,
joten £LDB(i)P = £CBQ. Tllsin, aivan samoin kuin kohdassa a), nihdéén, ettd
ADB(i)P ~ ACBQ. Tasmilleen samalla péditelylld kuin kohdassa a) voidaan
téstd padtelld, ettd ¢(P):mn kautta kulkeva i(7y):n tangentti kulkee A:n kautta ja
véite seuraa. U

4.2. Poincarén malli.

Tiissé luvussa esitelldén ns. Poincarén?* malli, joka toteuttaa kaikki muut Hil-
bertin aksioomat paitsi paralleeliaksiooman. Tillaisen mallin olemassaolo osoittaa,
etti paralleeliaksioomaa ei voi todistaa muiden aksioomien avulla. Samalla
malli antaa vilineen havainnollistaa seuraavan luvun 3.3 tuloksia eli hyperbolista
geometriaa, jossa oletetaan paralleeliaksiooman sijasta sen negaatio. Tilloinhin
syntyy aivan uudenlaista geometriaa ja tuloksia, jotka tuntuvat ihmeellisiltd —
esimerkiksi KKK-séénto kolmioiden yhtenevyydelle on voimassa.

24 JuLEs HENRI POINCARE 1854-1912. Ranska.
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Tarkastellaan jotakin euklidisen geometrian mallia; tdllaisiahan on olemassa, esi-
merkiksi tavallinen koordinaattigeometria R?:ssa. Kiinnitetisin jokin piste O. Ol-
koon o O-keskinen 1-séteinen ympyra. Merkitddn

A={P | P on a:n sissipuolella }.

Sovitaan, ettd Poincarén mallin ”pisteet” ovat A:n pisteet. Erotukseksi euklidisista
pisteistd kutsutaan niitd tarvittaessa P-pisteiksi. Poincarén mallin suorat eli P-
suorat médritellddn seuraavasti: ¢ on P-suora, mikili £ = AN B, missd [ on joko
O:n kautta kulkeva suora tai a:n kanssa ortogonaalinen ympyri. Jos (8 on suora,
kutsutaan vastaavaa P-suoraa 4 N [ ensimméisen tyypin suoraksi, muuten toisen
tyypin suoraksi.

>

Kuva 201: TYYPPIEN 1 JA 2 SUORAT

Relaatio piste sisdltyy suoraan méiritellddn tavallisen joukko-opin mielessé, ku-
ten kiyttimissimme euklidisen geometrian mallissa: P € /.

Vilissdolo ja yhtenevyys aiotaan méiritelld ”janan pituuden” késitteen avulla.
Pituuskisite on ensin méiriteltiva malliin sopivasti. Sitd varten otetaan kiyttoon
ns. hyperbolisen etédisyyden kisite: Olkoon ¢ P-suora. Lauseiden 2.6.2 ja 2.6.12
nojalla ¢ leikkaa a:aa tédsmiilleen kahdessa P-pisteessé, olkoot ne P ja (). Olkoot
A ja B P-suoran / eri pisteitd. Sanotaan, ettd luku

d(A, B) =

on A:n ja B:n hyperbolinen etdisyys.

Kuva 202: HYPERBOLINEN ETAISYYS

Huomautus 41. Méiiritelmé on viahéan huonosti asetettu: Onko kahdella P-pisteelli
aina hyperbolinen etéisyys, ts. onko olemassa P-suoraa ¢, joka kulkee niiden kautta,
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ja toisaalta, onko d(A, B) yksikisitteinen. Pisteiden P ja ) nimienvaihto ei tieten-
kiisin muuta d(A, B):n lukuarvoa, mutta voisiko ehkéi olla olemassa kaksi tillaista
P-suoraa, jolloin saataisin kokonaan eri pisteet P ja () ja néisté syntyvit etdisyydet
voisivat — ainakin periaatteessa — olla eri lukuja. Ndmé& ongelmat poistuvat, kun
osoitetaan, ettd (H1) pétee. Titd ei kuitenkaan tehdé viel4.

Kun nyt etéisyyskisite on méiritelty, niin voidaan mééritelld vilisséolo: Olkoot
A, B, C eri P-pisteitid. Sanotaan, ettd B on A:n ja B:n widlissd, A * B x C', mikili
A, B ja C' ovat samalla P-suoralla ja

d(A,B) + d(B,C) = d(A,C).

Janojen yhtenevyys méiritelldéin ndin: Janat AB ja C'D ovat yhtenevid, AB = CD,
mikéli

d(A, B) = d(C, D).

Kulmien yhtenevyys mééritelldin SSS-sdénnon inspiroimina seuraavasti: Kulmat
£LABC Ja ADEF ovat yhtenevat AABC = ADFEF, mikili seuraava pitee: Jos

A e BA C' e BC’ F' € EF ja D' € ED siten, etti BA’ = ED’ ja BC' = EF’,
niin F'D’ZA’C”.

69

Kuva 203: YHTENEVAT P-KULMAT

Téssé luvussa tullaan siis osoittamaan, ettd Poincarén mallissa kaikki aksioomat
(H1)-(H13) sekd Dedekindin aksiooma péteviit, mutta paralleeliaksiooma ei. Jo
téssd vaiheessa on luvassa, ettd paralleeliaksiooma todellakaan ei pédde, ovathan

—> > >

edellisessé kuvassa suorat ED’ ja EF’ suoran A’C’ suuntaisia.

Hilbertin aksioomia kisiteltidesséd todistusstrategia on samantapainen kuin osoi-
tettaessa harjoitustehtéivini, ettd koordinaattigeometria on euklidisen geometrian
malli: Siirretéiéin tarkasteltava tilanne ”"helppoon paikkaan”, yleensé origoon, jolloin
tutkittavista suorista monet ovat 1. tyyppid ja niitd on helppo kisitelld. Koordi-
naattitasomallissa R? siirtdmiseen kiiytetiin tason siirtoja ja kiertoja. Poincarén
mallissa euklidiset siirrot eivit tule kyseeseen, eivit liioin kierrot muiden pisteiden
kuin origon ympéri, mutta néitd kuvauksia vastaavat ns. liikkeet, jotka mé&éritel-
l5i4n seuraavassa. Taustalla on havainto, ettd euklidisessakin tapauksessa siirrot ja
kierrot voi toteuttaa yhdistelminé peilauksistasuoran suhteen.
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Miadritelmé 4.5. Litke on peilaus §:n suhteen, missé 3 on joko O:n kautta kulkeva
suora tai a:n kanssa ortogonaalinen ympyré.

Huomautus 42. Liike on mééritelty jokaisessa P-pisteesd P, silld ainoa ongelma
voisi tulla ortogonaalisen ympyrin § keskipisteessid, mutta lauseen 4.1.10 nojalla
tdmé on a:n ulkopuolella, eiki siis ole P-piste.

LAUSE 4.2.1. Olkoon P P-piste ja i liike. T&lloin i(P) on P-piste.
Todistus. Perustelu on sopiva harjoitustehtavi. U

LAUSE 4.2.2. Jokainen liike on bijektio {P-pisteet } — {P-pisteet.}
Todistus. Perustelu on sopiva harjoitustehtiva. U

LAUSE 4.2.3. Olkoon P P-piste. Téllsin on olemassa liike i siten, etté i(P) = O.
Todistus. Jos P = O, niin asia on selvi, peilaussuoraksi kelpaa miki tahansa en-
simmadisen tyypin suora. Olkoon siis P # O. On loydettéavi peilaus j, joka vie
P:n keskipisteeksi O. ehdokkaan loytdmiseksi arvioidaan, ettd mikéddn 1. tyypin
suora ei ainakaan kelpaa ja koetetaan sitten loytéa yksinkertainen ehdokas sopivan
symmetristd kuviota apuna kéiyttéien.

Kuva 204: PISTEEN P SIIRTO ORIGOON LIIKKEELLA

Kuvasta 204 saa seuraavan idean: Olkoon j peilaus a:n suhteen ja 8 ympyré, jonka
keskipiste on B = j(P) ja séde

Koska P on 1-siteisen ympyrin a sisdipuolella, niin OP < 1, joten 07}32 —1>0ja

nelijuuri on siis hyvin mééritelty positiiviluku. Koska P on a:n sisédpuolella, niin
B = j(P) on a:n ulkopuolella ja

P(B,a)=0B —12= — —1 =1,

oP

jolloin lauseen 4.1.11 mukaan (3 on a:n kanssa ortogonaalinen. Olkoon 7 nyt peilaus
fB:n suhteen. Nyt i on liike ja lisiksi pétee i(P) = O, silld B:n valinnan nojalla
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O % P x B, joten i(P) € B_O)ja

b2 S — L _1 1 _
Bi(P) = = 2L =9 __ —_— =0B.
BP OB-OP 5-0P OP
O
LAUSE 4.2.4. Pisteen O kautta ei kulje yhtédédn tyyppid 2 olevaa suoraa.
Todistus. Perustelu on sopiva harjoitustehtavi. U

Seuraava lause sanoo, etté liikkeet kelpaavat siinéd mielessé euklidisen tason kier-
tojen ja siirtojen korvikkeeksi, ettd ne kuvaavat Poincarén mallin suorat saman
mallin suoriksi.

LAUSE 4.2.5. Olkoon ¢ P-suora ja i liike. T:lloin i(¢) on P-suora.
Todistus. Olkoon i peilaus J:n suhteen, missé 3 on joko O:n kautta kulkeva suora
(tapaus a) tai a:n kanssa ortogonaalinen ympyri (tapaus b).

Tapaus a) Olkoon 3 O:n kautta kulkeva suora. Téssé on kaksi alatapausta: joko
¢ on tyyppia 1 tai tyyppid 2.

Tapaus al®) Olkoon ¢ tyyppid 1.

Kuva 205: § ON EUKLIDINEN SUORA JA / TYYPPIA 1

Koska ¢(O) = O, niin lauseiden 4.1.1 ja 4.2.1 nojalla i(¢) on tyyppid 1 oleva
P-suora.

Tapaus a2°) Oletetaan, ettéd ¢ on tyyppid 2, ts. £ = ANy, missd v on ympyré,
joka on ortogonaalinen a:n kanssa.

KuvA 206: 8 ON EUKLIDINEN SUORA JA ¢ TYYPPIA 2
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Olkoon C ympyrin v keskipiste ja ¢ sen sidide. Lauseen 4.1.3 nojalla i(y) on ympyri,
jonka keskipiste on i(C) ja siide c¢. Lauseen 4.1.2 nojalla CO = i(C)i(O), joten

CO = i(0)0. Siten P(i(C),a) = 0i(C)° —1 = 0C" — 1 = P(C,a) = 2, missi
viimeinen yhtélo seuraa lauseesta 4.1.11. Kéyttiden samaa lausetta toiseen suuntaan
nihdddn, ettd i(y) on ortogonaalinen a:n kanssa. Lauseen 4.2.2 nojalla i(¢) =
i(ANy) =1i(A)Ni(y) = ANi(y), joten i(¢) on tyyppid 2 oleva P-suora.

Tapaus b) Oletetaan, ettd 5 on ympyrédn « kanssa ortogonaalinen ympyré. Tis-
sidkin on kaksi eri tapausta; joko £ on tyyppid 1 tai tyyppié 2.

Tapaus b1°) Olkoon ¢ tyyppid 1. Olkoon B ympyrén [ keskipiste ja b sen side.
Olkoon ¢ = AN L, missd L on O:n kautta kulkeva euklidinen suora. Erotetaan
vield kaksi ala-alatapausta: i) B € L jaii) B ¢ L.

i) Lauseen 4.1.5 nojalla i(L \ {B}) = L ~ {B}, joten i({) = i(AN (L~ {B}) =
i(A)Ni(L~{B})=ANn(L~{B})=ANL =1/, joka on P-suora.

Kuva 207: 8 ON EUKLIDINEN YMPYRA, /f = ANL JA Be L

Tassé kiiytettiin lausetta 4.1.10, jonka mukaan ANL = AN (L~ {B}) ja lausetta
4.1.12, jonka mukaan i(A) = A.
ii) Olkoon B ¢ L.

Kuva 208:  ON EUKLIDINEN YMPYRA, { = ANL JA B¢ L

Lauseen 4.1.6 nojalla i(L) = v~ {B}, missd v on B:n kautta kulkeva ympyré.
Tilloin ¢(£) = i(ANL) =i(A) Ni(L) = AN, joten i(£) on P-suora, mikili v ja a
ovat ortogonaalisia. Olkoon j peilaus a:n suhteen. Koska B € v \ «, niin lauseen
3.1.10 nojalla riittéé osoittaa, etté j(B) € 7. Lauseen 4.1.14 mukaan j(B) = i(O).
Koska O € L, niin ¢(O) € i(L) C 7 ja asia on selvé.

Tapaus b2°) Oletetaan, ettd ¢ on tyyppié 2, toisin sanoen £ = AN+, misséd v on
a:n kanssa ortogonaalinen ympyré. Olkoot B ja C' ympyroiden (3 ja v keskipisteet
ja b ja c niiden séteet. Erotetaan téissikin kaksi alatapausta: i) B € v jaii) B ¢ ~.

i) Oletetaan, etti B € 7.
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Kuva 209: § ON EUKLIDINEN YMPYRA, { = AN~ JA B€~y

Lauseen 4.1.7 nojalla i(-y) on suora, josta puuttuu piste B, jolloin i(¢) = ANi(y) on
P-suora, mikéli i(y) kulkee O:n kautta. Olkoon taas j peilaus a:n suhteen, jolloin
4.1.14:n mukaan j(B) = ¢(0). Koska B € ~, niin téllsin ¢(O) = j(B) € j(vy). Koska
a ja 7y ovat ortogonaalisia, niin lauseen 4.1.12 nojalla j(v) = ~ ja siten i(O) € 7.
Mutta télloin O = i(i(0)) € i(7y).

ii) Olkoon B ¢ ~. Téllosin lauseen 4.1.15 nojalla i(y) on a:n kanssa ortogonaali-
nen ympyré ja i(¢) = i(AN~y) =i(A) Ni(y) = ANi(y) on P-suora.

Kuva 210: $ ON EUKLIDINEN YMPYRA, { = AN~y JA B ¢~

Lauseen 4.2.5 avulla voidaan nyt todistaa, ettd Poincarén malli toteuttaa ak-
siooman (H1).

LAUSE 4.2.6. Poincarén malli toteuttaa aksiooman (H1).

Todistus. Olkoot P ja @ eri P-pisteitd. Osoitetaan, ettd niiden kautta kulkee tasan
yksi P-suora. Lauseen 4.2.3 nojalla on olemassa liike i siten, ettd i(P) = O. Pis-
teiden i(Q)(# i(P) = O) ja O kautta kulkee euklidinen suora L. Tlloin ¢ = AN L
on P-suora ja pisteet O ja i(Q) ovat P-suoralla ¢. Lauseen 4.2.5 nojalla i(¢) on

P-suora ja P =i(i(P)) =i(0) ja Q =i(i(Q)) € L.
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KuvA 211: POINCAREN MALLI TOTEUTTAA AKSIOOMAN (H1)

Pitdaa vield osoittaa P-suoran yksikisitteisyys. Olkoon m toinen P-suora, joka
kulkee P:n ja @Q:n kautta. Tillsin lauseen 4.2.5 nojalla i(m) on P-suora, joka
kulkee O:n ja i(Q):n kautta. Lauseen 4.2.4 nojalla i(m) on tyyppié 1, siis muotoa
i(m) = AN M, missi M on euklidinen suora. Nyt M ja L kulkevat pisteiden O
ja i(Q) kautta, joten on M = L. Siten i(m) = ANM = AN L =/ ja edelleen
m =1i(i(m)) = i(¥). O

LAUSE 4.2.7. Poincarén malli toteuttaa aksiooman (H2).
Todistus. Olkoon ¢ P-suora. Osoitetaan, etti £:114 on ainakin kaksi pistetta. Jos £
on tyyppid 1, niin £ = AN L, missd L on origon kautta kulkeva euklidinen suora.
L leikkaa origokeskistd %—sateistéi ympyrid lauseen 2.6.6 mukaan kahdessa eri pis-
teessé, jotka ovat P-pisteitd ja myos suoran ¢ pisteiti.

Jos taas £ on tyyppié 2, niin £ = A N G, missd # on «a:n kanssa ortogonaalinen
euklidinen ympyréd. Olkoot P ja () ortogonaalisten ympyroiden « ja 3 leikkauspis-
teet.

KUvA 212: POINCAREN MALLI TOTEUTTAA AKSIOOMAN (H2)

Euklidiselta janalta PQ voidaan valita eri pisteet R, S (# P,Q). Lauseen 2.6.5
nojalla R ja S ovat ympyrin « sisélld. Lauseen 2.6.2 nojalla OR ja OS leikkaavat
ympyrai [ pisteissd T ja U, joilla O T x R ja O = U % S. Lauseen 2.6.5 nojalla U
ja T ovat P-pisteitd, vilttamétta eri pisteitd ja U ja T ovat P-suoralla £. U

LAUSE 4.2.8. Poincarén malli toteuttaa aksiooman (H3).

Todistus. Etsitddn Poincarén mallista kolme pistetté, jotka eivit ole samalla P-
suoralla. Yhdeksi pisteeksi otetaan keskipiste O. Muut valitaan néin: Olkoon
B O-keskinen %—séiteinen ympyri ja L jokin O:n kautta kulkeva euklidinen suora.
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Lauseen 2.6.6 nojalla L leikkaa (3:aa pisteessd P ja P on P-piste. Olkoon M pisteen
O kautta kulkeva L:n normaali. Se leikkaa myos (3:aa; olkoon leikkauspiste @), joka

@y
o

KuvA 213: POINCAREN MALLI TOTEUTTAA AKSIOOMAN (H3)

\<
=™

Nyt pisteiden O, P ja ) kautta ei kulje mitdén P-suoraa, silld 4.2.4:n nojalla sen
tulisi olla tyyppid 1, miké ei ole mahdollista, silld O, P ja @ eiviit ole samalla
euklidisella suoralla. U

Huomautus 43. Lauseesta 4.2.6 seuraa vilittomiisti, etté pisteiden A ja B hyper-
bolinen etéisyys on yksikésitteisesti madritelty. Liséksi d(A, B) = d(B, A), silld

log ———=| = |~ log —==— :‘long_Q =d(B, A).
AQ BP BQ AP

d(A,B) =

Niin myos hyperboliseen etédisyyteen perustuvat vilissdolon ja yhtenevyyden
méadritelmét ovat jarkevid. Tamin huomion jilkeen voidaan lihted todistamaan
seuraavia aksioomia. (H4) on helppo:

LAUSE 4.2.9. Poincarén malli toteuttaa aksiooman (H4).

Todistus. Olkoon Ax BxC. Méaéritelmén mukaan A, B ja C' ovat samalla suoralla ja
d(A, B)+d(B,C) = d(A,C). Tallsin myos d(C, B)+d(B, A) = d(C, A) eli Cx B A.
O

Muut vilissdoloaksioomat ovat viihién vaikeampia verifioitavia. Ne todistetaan
siirtdmalld tarkastelu tyyppié 1 olevalle suoralle. Tété varten todistetaan ensin pari
aputulosta.

LAUSE 4.2.10. Jos ¢ on tyyppid 1 oleva P-suora ja A, B,C € {, niin Ax B xC
Poincarén mallin mielessé, jos ja vain jos A x B x C euklidisessa mielessé.

Todistus. Kaytetidn téssd selvyyden vuoksi merkintéd Ao Bo C, kun B on A:n ja
C'n vilissd Poincarén mallin mielessé, so., kun d(A4, B)+d(B,C) = d(A, C). Olkoot
P ja @) P-suoran /¢ ”péitepisteet” eli a:n ja L:n leikkauspisteet, missd £ = AN L.
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Kuva 214: Ax B C TYYPIN 1 SUORALLA

1°: Oletetaan aluksi Ao BoC'. Tam# merkitsee, ettd d(A, B)+d(B,C) = d(A,C)
eli

. s TP PP, AP

®Zosp| " [*®Bgcp| | *agcp|

Muuttamalla tarvittaessa merkintdja (P < Q) voidaan olettaa, ettd Qx*xAxC,
jolloin A % C % P ja siten CQ > AQ ja AP > CP. Tillsin 42582 > 1 ja siis

_ AQCP
log %g—g > (), joten
APCQ APCQ APBQ BPCQ AP BQ BPCQ
log =———=| =log =——=—= = 1o . = log =——=——=+log ———.
AQCP AQCP AQ BP BQCP AQ BP BQCP

Siksi (%) voi toteutua ainoastaan, mikéli alemmassa kaavassa kaikki yhteenlasket-
tavat ovat positiivisia eli kun

AP BQ BPCQ

¥ s lja =——2 > 1.
AQBP BQCP

Olemme todistamassa, ettd A x B « C. Tille riittdid lauseen 2.3.4 nojalla, etté
Q*AxBjaQxBxC. Koska A ja B ovat ympyrén 7 sisépuolellaja () € 7, niin
joko Q *x Ax B tai Q * Bx A. Josolisi Q* Bx A, niin Bx Ax P ja QB < QA ja

BP > AP ja tilloin olisi %%}2 < 1, ja nédinhén ei ole. On siis oltava @ * A x B.
Vastaavasti padtellddn, ettd on @ « B x C' ja siis todella A x B *x C'.

2°: Oletetaan seuraavaksi, ettd AxBxC. Kuten edellisessi tarkastelussa nihdéian
nytkin, ettd (kun @ x A x C') kaavan (x) logaritmit ovat positiivisia, joten (x) pétee
suoraan logaritmin ominaisuuden log(xy) = log x 4 log y nojalla ja siten Ao Bo C.
O

Seuraava lause sanoo, etti liikkeet ovat Poincarén mallin ”isometrisia isomor-
fismeja”, toisin sanoen ettd ne sdilyttaviit pisteiden viiliset etdisyydet. TAmé on
hyvin merkityksellisté, koska vilissdolo ja yhtenevyyskisitteet on méé-
ritelty etdisyyden avulla ja nekin siis sdilyvit liikkeissé.

LAUSE 4.2.11 (Isometrialause). Olkoon i liike ja A, B, C eri P-pisteité. Télloin

d(A, B) = d(i(A),i(B)).
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Liséiksi pédtee A x B x C, jos ja vain jos i(A) xi(B) * i(C).

Todistus. Olkoon ¢ pisteiden A ja B kautta kulkeva P-suora, £ = A N (3, missi
B on euklidinen suora tai ympyra. Olkoot P ja ) suoran ¢ ”péitepisteet”, so.
{P,Q} = an g, jolloin i(P) ja i(Q)) ovat samassa mielessi i(¢):n péitepisteet.
Olkoon i peilaus v:n suhteen. Jos 7 on suora, niin lauseen 4.1.2 nojalla ¢ siilyttia
euklidisten janojen pituudet, joten tietenkin

i(A)i(P) i(B)i(Q) _ AP BQ
i(4) i(Q) i(B)i(P) AQ BP

eli d(i(A),i(B)) = d(A, B).

Voidaan siis olettaa, ettd v on ympyrdd o vastaan ortogonaalinen ympyri, sen
keskipiste C' ja siide c¢. Osoitetaan, etté

C JEE—

(+) i(Ai(P) = s AP,

Téssé on kaksi mahdollisuutta: joko a) C, A ja P ovat samalla euklidisella suoralla
tai b) ne eivit ole.

Tapaus a) Jos tutkittavat pisteet ovat samalla euklidisella suoralla, niin joko
C x A x P tai sitten C' x P x A, silld tapaus A * C' x P ei tule kysymykseen, koska
jana AP on ympyrin « sisilld, mutta C sen ulkopulella.

g

Kuva 215: TApAuS a) C'x Ax P

Tapauksessa C'* Ax P saadaan C'xi(P)*i(A) ja kaava (*) saadaan siis laskemalla

2 2 OP—-CA 2 S

i(A)i(P) = Ci(A) — Ci(P) = —— — —— = 2 <O_ o > - 7P
CA-CP CCP

Tapauksessa C' * P x A toimii vastaava pééttely, merkkejd vaihtamalla.

Tapaus b) Kun C, A ja P eiviit ole samalla suoralla, niin AACP on kolmio,
samoin Ai(P)Ci(A), ja kulmat LACP ja £Li(P)Ci(A) ovat yhtenevét.
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Kuva 216: Tapaus b) AACP ON KOLMIO

Koska Ci(A) = (g:i‘ ja Ci(P) = Cli:;, niin gzgg = %. Tastd voidaan pédtelld

kosinilauseen avulla kuten lauseen 4.1.15 todistuksessa, ettd kolmiot AACP ja

. . . . ) : W(A)i(P) _ i(P)C _
Ni(P)Ci(A) ovat samanmuotoiset. Tillsin on 3.1.10:n nojalla = = S5 =

02

AC CP

, joten

eli kaava (%) pitee myos tapauksessa b).

Analogisesti kaavan (%) kanssa saadaan vastaavanlaiset kaavat

2
i@ = 555 A0,
- 2 I
i(B)i(P):ﬁ-BP ja
2
i(B)iQ) = 525 BQ

D>‘
‘Q‘

(AHP)- (BQ _ ster woda _ AP-BQ
i(A)i(Q) - i(B)i(P) Aé’gQ . ngp AQ - BP

Lauseen liséviiite seuraa nyt suoraan vilissdolon méiritelméstd ja lauseesta 4.2.5.

O

LAUSE 4.2.12. Poincarén malli toteuttaa aksiooman (H5).
Todistus. Olkoot A ja B eri P-pisteitd ja ¢ niiden kautta kulkeva P-suora. Pitdd
osoittaa, ettd £:1td 1oytyy pisteet C, D ja E siten, ettd C'« Ax B, Ax D x B ja
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A x B x E. Lauseen 4.2.3 nojalla on olemassa liike i siten, ettd i(A) = O. Lauseen
4.2.5 mukaan i(¢) on P-suora ja lauseen 4.2.4 mukaan tyyppid 1, eli i(/) = AN L,
missé L on euklidinen suora. Olkoot P,Q € « N L siten, ettd P x O % i(B) ja
O % i(B) * @ euklidisessa mielessd. Valitaan pisteet R, S ja T siten, ettd P * Rx O,
OxSxi(B)jai(B)+«T Q. Talloin R, S ja T ovat P-pisteitd ja ne toteuttavat ehdot
R+ O xi(B) ja O xi(B) *T. Lauseen 4.2.10 nojalla R % O xi(B), O xS % i(B) ja
O xi(B) * T myos P-mielessi. T:lloin lauseen 4.2.11 mukaan i(R) x i(O) *i(i(B)),
i(0) xi(S) xi(i(B)) ja i(O) xi(i(B)) *i(T). Koska i(i(B)) = B ja i(O) = A, niin
i(R), i(S) ja i(T) kelpaavat haetuiksi pisteiksi C, D ja E. O

LAUSE 4.2.13. Poincarén malli toteuttaa aksiooman (H6).

Todistus. Olkoot A, B ja C eri P-pisteitd P-suoralla ¢. Kuten lauseen 4.2.12 to-
distuksessa valitaan liike i s.e. i(A) = O, jolloin i(¢) on tyyppid 1 oleva P-suora.
T&lloin tésmélleen yksi ehdoista i(A)xi(B)xi(C), i(B)*i(A)*i(C) jai(A)xi(C)xi(B)
on voimassa euklidisessa mielessé ja siten lauseen 4.2.10 nojalla myos P-mielessa.
Lauseen 4.2.11 nojalla siis P-mielessé tésmiilleen yksi ehdoista Ax BxC, Bx AxC
ja A x C * B on voimassa. U

Aksiooman (H7) todistamiseksi tarvitaan aputulos.

LAUSE 4.2.14. Olkoon ¢ = AN L tyyppiéd 1 oleva P-suora. Télloin P-pisteet
A, B ¢ { ovat samalla puolella suoraa ¢ P-mielessé, jos ja vain jos ne ovat samalla
puolella euklidista suoraa L euklidisessa mielessé.

Kuva 217: SAMALLA PUOLELLA 1. TYYPIN P-SUORAA ¢

Todistus. 1°: Olkoot A ja B samalla puolella /:44 P-mielessé, ts. oletetaan, etté
A:n ja B:n viilinen hyperbolinen eli P-jana ei leikkaa suoraa ¢. Pitdd osoittaa, ettd
A:n ja B:n vilinen euklidinen jana ei leikkaa L:id. Olkoon m pisteiden A ja B
kautta kulkeva P-suora ja AB pisteiden A ja B vilinen euklidinen jana.

Antiteesi: AB leikkaa L:#4 ja siis myos £:44 pisteessd C. Jos m on tyyppid 1,
niin lauseen 4.2.10 nojalla AB on myts A:n ja B:n vilinen P-jana, joten joudutaan
ristiriitaan oletuksen kanssa. Voidaan siis olettaa, ettd m on tyyppid 2: m =
AN B, missé B on a:a vastaan ortogonaalinen ympyri. On osoitettava, ettd m ja ¢
leikkaavat toisensa. Teemme sen seuraavasti:
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Kuva 218: m JA ¢ LEIKKAAVAT

Lauseesta 2.6.5 seuraa, ettd C' on (3:n sisédpuolella, joten 2.6.6:n nojalla suora
L leikkaa (:aa kahdessa pisteessd P ja (). Ei voi olla P € q, silld silloin 4.1.9:n
nojalla L olisi :n tangentti ja leikkauspisteitéi olisi siis vain yksi. Siis P ¢ «. Jos
merkitddn peilausta a:n suhteen j:114, niin 4.1.12:n mukaan j(P) € [ ja joko P
tai j(P) € A. Siten joko P tai j(P) on £:n ja m:n leikkauspiste, jollainen siis on
olemassa.

Merkitdéan £:n ja m:n leikkauspistettd D:114. Koska m on tyyppié 2, niin lauseen
4.2.4 nojalla D # O. Tilloin lauseen 4.2.3 mukaisesti on olemassa liike 7 siten, ettd
i(D) = O. Téllsin sekd i(€) etté i(m) kulkevat O:n kautta ja ovat siten 4.2.4:n ja
4.2.5:n mukaisesti tyyppié 1 olevia suoria. Tadmé& on 4.1.3:n nojalla mahdollista vain,
kun 7 on ympyripeilaus ja 4.1.6:n mukaan peilausympyrian keskipiste R sisédltyy

suoraan L. Koska i(A) € 13)4, niin Ai(A)L euklidisessa mielessid ja vastaavasti
Bi(B)L. Antiteesin nojalla ALB, joten i(A)Li(B) eli i(A):mn ja i(B):n vilinen
euklidinen jana leikkaa suoraa L.

Kuva 2191: LEIKKAUSPISTE ON O

Toisaalta i(A), i(B) € i(m), joka on tyyppié 2, joten i(A):mn ja ¢(B):n vilinen P-
jana on sama kuin euklidinen (4.2.10), joten tim# P-jana leikkaa L : d4. Ainoa
mahdollinen leikkauspiste on O eli i(D). Siten i(A)*i(D)*i(B) on totta P-mielessi.
Talloin 4.2.11:n nojalla A * D x B pitee P-mielessé ja koska D € ¢, niin A¢B olisi
totta P-mielessé, miké on ristiriita.

2° : Olkoot A ja B euklidisessa mielessé samalla puolella suoraa L.

Antiteesi: A:n ja B:n vilinen P-jana leikkaa ¢:44 pisteessi D. Valitaan taas liike
i siten, ettéd i(D) = 0, jolloin taasi on ympyrépeilaus ja peilausympyrin keskipiste
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R € L. Taas Ai(A)L ja Bi(B)L, joten nyt oletuksen nojalla i(A)i(B)L. Koska
Ax D+ B P-mielessi, niin ¢(A)*i(D)*i(B) P-mielessi ja myos euklidisessa mielessd,
koska i(m) on taas tyyppid 1. Koska i(D) = O € L, niin téllsin i(A)Li(B), ja on
taas saatu ristiriita. U

LAUSE 4.2.15. Poincarén malli toteuttaa aksiooman (HT7).
Todistus. Valitaan (H7):n oletusten suoralta ¢ jokin piste ja kuvataan se sopivalla

liikkeelld ¢ origoon O, jolloin i(¢) on tyyppid 1. Viite seuraa nyt suoraan lauseesta
4.2.14, silld 4.2.11:n nojalla ABY, jos ja vain jos i(A)i(B)i(¥). O

Yhtenevyysaksioomia varten todistetaan taas aputulos:

LAUSE 4.2.16. Olkoon E ‘P-puolisuora ja C' # O P-piste. Télloin on olemassa

kuvaus f, joka on yhdistetty kuvaus liikkeistéd s.e. f(AB) = OC, missé O_C)' on
‘P-puolisuora.

KuvA 220: P-PUOLISUORAN SIIRTO ORIGOSTA ALKAVAKSI
Todistus. Lauseen 2.3.5 nojalla on olemassa liike 4 siten, ettd i(4) = O. Puomi-

lauseen 2.3.11 mukaan Z(E) = i(A)i(B) = Oi(B). Nyt sekdi P-suora OC etti

—>

P-suora Oi(B) ovat tyyppid 1, joten P-puolisuora OC on joukko OCT N A, missi

_  —

OCF on euklidinen puolisuora ja vastaavasti Oi(B) = Oi(B)F N A.

a) Jos nyt i(B) € O—(E’, niin Oi(B) = OC lauseen 2.3.8 nojalla ja asia on selvé;
voidaan asettaa f = 1.
b) Jos i(B) * O * C, niin yhdistetiin liikkeeseen i peilaus j O:n kautta kulke-

van OCP:n normaalin suhteen, jolloin j on liike, ja asettamalla f = j o4 saadaan

f(B) € OC, misté viite taas seuraa.
¢) Muussa tapauksessa £i(B)OC on (euklidinen) kulma.

i(B)

f(B)

Kuva 221: KULMAN PEILAUS PUOLITTAJAN SUHTEEN VAIHTAA KYLJET
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Olkoon OP sen puolittaja ja L = OP seki j peilaus L:n suhteen. Asettamalla

f = joi saadaan taas f(B) € OC; tim#hin seuraa SKS- séinnosti. Viite seuraal
O

LAUSE 4.2.17. Poincarén malli toteuttaa aksiooman (HS).

—

Todistus. Olkoot A # B ja olkoon P() puolisuora. Pit#é osoittaa, ettd on olemassa

yksikésitteinen R € PQ ~ {P} siten, ettd AB = PR. Valitaan liike ¢ siten, ettd
i(P) = O. Lauseen 4.2.16 nojalla on olemassa liikkeiden yhdistelmé f siten, etté

_— N _ _—

f(A—é? = Oz(ﬁ%) Mééritelldsin g = io f, jolloin g(AB) = i(0i(Q)) = i(i(P)i(Q)) =
i(i(PQ)) = PQ.

Kuva 222: LAUSEEN 4.2.17 TODISTUS

Lauseen 4.2.11 nojalla ¢ sdilyttdd hyperboliset etdisyydet, joten d(A,B) =
d(g(A),g(B)) =d(P,g(B)), joten g(B) € PQ on haettu piste R, silli AB = Pg(B)
médritelmén mukaan.

Toista téllaista pistettd R € PQ ei voi olla. Jos nimittédin R # g(B) olisi sellai-
nen, niin d(A, B) = d(P, R), joten lauseen 4.2.11 nojalla d(O,i(R)) = d(O, f(B)).
Toisaalta mielivaltaisen pisteen S # O hyperbolinen etéisyys O:sta osataan las-

kea. Jos nimittdin T ja U ovat tyyppid 1 olevan P-suoran OS ”péitepisteet”,
TxOxS, 08U, niin

1-08
1+0S

oT SU
oU ST

1-(1-0S5)
1-(1+09)

d(0,S) = |log =

‘ ‘log ‘ = —log

Soveltamalla tétéd lauseketta saa ehto d(Oi(R)) = d(O, f(B)) muodon

g L2 OB __ 1-0F(B)

1+ Oi(R) 1+0f(B)’

josta edelleen Oz’( ) = Of(B). Koska i(R) ja f(B) kuuluvat samalle euklidiselle

puolisuoralle Oz( ) téytyy olla i(R) = f(B), koska euklidinen malli toteuttaa Hil-
bertin aksiooman (H8). Tilloin kuitenkin R = i(i(R)) = i(f(B)) = g(B), miki
antaa ristiriidan. O
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LAUSE 4.2.18. Poincarén malli toteuttaa aksioomat (H9) ja (H10).
Todistus. Nami aksioomat ovat suora seuraus méiritelmsista. O

Aksioomia (H11)—(H13) varten kiinnitetééin ensin seuraavat merkinnét: Olkoon

>

K # O P-piste. P-suora OK on tyyppid 1 ja se jakaa P-pisteet kahteen puolitasoon
H; ja H,, jotka ovat lauseen 4.2.14 perusteella joukkoja A N Hy ja AN H}, missd

H{ ja H) ovat euklidisen suoran L, jolla OK = AN L, médrddmét puolitasot.

Kuva 223: P-PUOLITASOT

LAUSE 4.2.19 (Kulmatarkkuuslause). Liike séilyttidd P-kulmat, ts. jos i on
liike ja L ABC' on P-kulma, niin £i(A)i(B)i(C) = LABC.

Todistus. Olkoon P € i(B)i(A), @ € i(B)i(C), R € RA, S € BC siten, etti
i(B)P = BR ja i(B)Q = BS. Lauseen 4.2.11 nojalla BR = i(B)i(R) ja
i(R) € i(BA) = i(B)i(A). Nyt myos P € i(B)i(A) ja i(B)P = i(B)i(R). Ak-
siooman (H8) voimassaolon ilmaisevan lauseen 4.2.17 yksikésitteisyyspuolen nojalla
téytyy olla P = i(R). Vastaavasti on oltava @ = i(S). Tillsin PQ = i(R)i(S).
Lauseen 4.2.11 mukaan i(R)i(S) = RS, joten PQ = RS ja viite seuraa mééritel-
mén mukaisesti. U

Kuva 224: LIIKE SAILYTTAA KULMAT

Mssritelms 4.6. Sanotaan, ettd {P ! d(A,P) = p}, missi A on P-piste ja p
positiiviluku, on P-ympyri. A on sen P-keskipiste ja p sen P-sdde.

LAUSE 4.2.20. Jokainen P-ympyréd on euklidinen ympyrd. P-keskipiste ei kui-
tenkaan ole vilttaméattd sama kuin euklidinen. Tarkemmin:
(1) Jos B on P-ympyré, jonka P-keskipiste on O ja P-séide p, niin [ on myds

. q- .- . q- .. . .. P_1
euklidinen ympyré, jonka euklidinen keskipiste on O ja sdde & .
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(2) Jos taas B:n P-keskipiste on B # O, niin  on euklidinen ympyré, jonka
keskipiste E on puolisuoralla OB siten, ettd

—— OB(1—1r?
T (_27“ )
1—- 0B r?
ja sédde
y_ (- OB")
1 - 0B r?
. P
missd r = G

Huomautus 44. Jollei B ole mallia edustavan ympyriin o keskipiste O, niin OF <
OB, joten O x E x B. Lisiiksi, kun OB — 1 eli kun B lihestyy mallia edustavan
ympyran o kehéd, niin OF — 1 eli F lihestyy my6s c:n kehié ja b — 0. Siis jos
P-ympyrin ( keskipiste on ldhelld ympyréan o kehéé, niin P-ympyra on euklidisessa
mielessd pieni ympyré.

(13
(B

Kuva 225: SAMASATEISIA P-YMPYROITA

Lauseen 4.2.20 todistus Olkoon aluksi 3:n keskipiste O. Olkoon S # O jokin
P-piste ja P, Q € o P-suoran OS péétepisteet siten, ettd Px O xS ja O xS xQ

LN
N

Keskipiste O Keskipisteen siirto

Kuva 226: LAUSEEN 4.2.20 TODISTUS

Talloin OP = 0Q = 1ja PS = PO+0S =1+08jaSQ =0Q—-0S =1-0S.
Siten

1-0S
og —

14+ 0S8

1+ 0S8
1-0S’

‘zlog
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Nyt saadaanSeﬁ <~ d(0,5) =p <= logi%zp — ?_r%:ep —
0S = ep+1 , joten B = {S ’ 0S = Ez:& }, ja tdmé on O-keskinen euklidinen ympyr,
jonka séde on r = Zpﬁ

Olkoon seuraavaksi 3:n keskipiste B # 0, = {P ‘ d(B, P) = p}. Lauseen 4.2.3
nojalla voidaan valita liike i siten, ettd i() = O ja itse asiassa nimenomaan i:ksi

—

kelpaa ympyrépeilaus v:n suhteen, missd v:n keskipiste C' on puolisuoralla OB.
Koska i siilyttda hyperboliset etdisyydet, péitee kaikille P € 3

d(i(P)),0) = d(i(P),i(B)) = d(P, B) = p

ja kddntden, jos d(Q,0) = p, niin d(i(Q),B) = d(i(Q),i(0)) = d(Q,0) = p,
joten i(Q) € [ ja siten Q = i(i(Q)) € i(B). Ylldtodetusta seuraa, ettd i(3) on
O-keskinen, p-siteinen P-ympyrd. Origokeskisyyden nojalla i(3) on O-keskinen
r-siteinen euklidinen ympyrd. Koska r < 1 ja koska lauseen 4.1.10 nojalla ~:n
keskipiste C' on a:n ulkopuolella, niin C' on i(3):n ulkopuolella. Koska 5 = i(i(53)),
niin lauseen 4.1.7 nojalla 3 on euklidinen ympyré, jonka euklidiselle keskipisteelle E

pitee E € OB. Pituuden OF ja séteen médrddminen jatetddn harjoitustehtéviksi.
Ne saa laskettua lauseen 4.1.7 avulla; OC' ja v:n sidde 16ytyvit lauseesta 4.2.3.
LAUSE 4.2.21. Poincarén malli toteuttaa aksiooman (HI11).

Todistus. Olkoon £ ABC' P- kulma DE P- puohsuora ja P piste siten, ettd P ¢ DE

On etsittavi P-puolisuora DF siten, ettd F PDE ja LABC =2 LFDE. Merkitdin
taas Poincarén malliympyrin « keskipistettd O, valitaan jokin P-piste K # O ja

merkitdin tyypin 1 P-suoran OK médrdamia P-puolitasoja Hi ja Hs. Lauseen

4.2.16 nojalla on olemassa liikkeiden yhdistelmé f siten, ettd f(BC) = O?% . Nyt
joko f(A) € Hy tai f(A) € Hy. Jos f(A) € Ho, niin lisdtdén f:8én peilaus

OK:m suhteen, jolloin f(A) € H;. Siis voidaan olettaa, etté f(B—C>’) — OK Ja

f(A) € H;. Vastaavasti 16ydetéén liikkkeiden yhdistelmi g siten, ettd g(DE) OK
ja g(P) € Hy.

Kuva 227: POINCAREN MALLI TOTEUTTAA AKSIOOMAN (H11)
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Talloin (g0 f)(B) = g~ (/(B)) = g~*(0) = D ja (3~ "o )(C) € g~*(OK) = DE.
Lauseen 4.2.19 nojalla £(g7' o f)(A)(g~ o f)(B)(g~" o f)(C) = £LABC. Koska
£(C) € OK, niin siis D(g~! o f)(A) on haettu puolisuora, mikili (g~ o f)(A) ja P
ovat samalla puolella suoraa DE. Samalla puolella ne ovatkin, silld f(A) ja g(P)
ovat puolitasossa Hj, joten f(A)g(P)b—Ié ja siten gilf(A)gfl(g(P))gfl(O(—f() eli
(g 1o f)(A )PFE Ndin on olemassaolo todistettu.

Yk81ka81ttelsyys tarkastetaan seuraavasti: Olkoot f ja g kuten edelld ja DR ja
DS puohsuorla siten, ettd AEDR = A{ABC’ ja AEDC = LABC seka RPDE ja

RSDE. On osoitettava, etté DR = DS. Riittis niyttis, ettd Og(R) Og(S).
Ainakin g(R) ja g(5) ovat puolitasossa H;. Liséksi

£g(R)OK = £g(R)g(D)g(F) =2 {RDE = LABC
= LSDE = £g(S)g(D)g(E) = £9(S)OK,
joten £g(R)OK = £g(S)OK. (Huom: Tissi kohdassa kdytettiin kulmien yhte-
nevyyden transitiivisuutta, joka todistetaan vasta seuraavana lauseena. Sivind todis-

tuksessa ei kuitenkaan kdytetd tdtd tulosta, joten kiertopddttelyd ei tule. Voimme
jatkaa pddttelyd:)

)
=T
NIV

Kuva 228: AKSIOOMAN (H11) YKSIKASITTEISYYSPUOLI

—_—

Valitaan T € Og(R) ~ {O} ja U € Og( ) ~ {O} siten, etti OT = OU, jolloin
U, T € Hy ja, koska £g(R)OK = £g(S)OK, niin kolmiot Ag(R)OK ja ANg(S)OK
ovat yhtenevit ja siis erityisesti UK = TK. Merkitiin p = d(U,K) = d(T, K)
ja q = d(U,0) = d(T,0), jolloin siis U,T € 3, missi 8 on O-keskinen q-siteinen
P-ympyrd. jo U, T € v, missid v on K-keskinen ja p-sditeinen P-ympyrd.

Lauseen 4.2.20 nojalla B on O-keskinen euklidinen ympyrd ja v on E-keskinen
euklidinen ympyrd, missi E € OK ~{O}. Lauseen 2.6.11 mukaan (3 ja vy leikkaavat

korkeintaan kahdessa pisteessi. Nyt T on [:n ja v:n leikkauspiste ja T ¢ OFE.
Kuten lauseen 2.6.12 todistuksessa ndhdddn nytkin, ettd tdlloin B ja v leikkaavat

myds pisteessd T', joka on T :n peilauspiste euklidisen suoran OE suhteen. Mutta
tilloin T" € Hs, joten T' # U. Ympyrdilli 5 ja v on siis leikkauspisteet T ja T’
ja U ]a tzedamme etti T" # U. On siis oltava T = U. Tillgin Og(R) = Og(S) ja
siten DR DS eli yksikdsitteisyyskin on todistettu. U
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LAUSE 4.2.22. Poincarén malli toteuttaa aksiooman (H12).
Todistus. Poincarén mallissa kulmien yhtenevyysrelaation refleksiivisyys ja sym-
metrisyys ovat ilmeisid, mutta transitiivisuus vaatii plenen perustelun Olkoot sns

£LABC = ADFEF ja ADEF = L{GHI sekaPGBA QEBC REHG SeHl
siten, etti BP =2 HR ja BQ) = HS. Pitédi osoittaa, ettd PQ = RS.

A
G
P R
B
Q H S

Kuva 229: POINCAREN MALLI TOTEUTTAA AKSIOOMAN (H12)

Koska (H8) piitee, niin voidaan valita T € ED siten, etti ET = BP, jolloin

aksiooman (H9) nojalla myos ET € HR. Vastaavasti voidaan valita U € EF
siten, ettd FU = BQ ja EU = HS. Koska nyt ET = BP ja EU = BQ ja
£LABC =2 ADFEF, niin méiritelmén mukaan PQ = TU. Vastaavasti paitellidn,
ettd RS = TU. Téllsin (H9):n nojalla PQ = RS. O

LAUSE 4.2.23. Poincarén malli toteuttaa SKS-aksiooman (H13).

Todistus. Olkoot ANABC' ja ADEF P-kolmioita siten, etti A B = AF ja AB =
DFE seki BC = EF. On osoitettava, ettdi AABC = ADFEF. Suoraan kulmien
yhtenevyyden nojalla on AC' = DF', joten vastinsivut ovat yhtenevii ja riittda siis
todistaa, ettd vastinkulmat ovat yhtenevid. Oletuksen mukaan 4B = £ F, joten
riittdd todistaa, ettd £LC = LF ja LA = £D. (Kéytettéivissd on nyt siis oletus SSS,
itse asiassa peréti SSSK.)

Kuva 230: POINCAREN MALLI TOTEUTTAA SKS-AKSIOOMAN (H13)

Kuten lauseen 4.2.21 todistuksessa on nytkin olemassa liikkeiden yhdistelmé f
siten, etti f(CB) = OK ja f(A) € H; ja vastaavasti myos liikkeiden yhdis-

telmé g siten, ettd g(FE) = OK ja g(D) € H;. Koska oletusten mukaan li-
siksi Of(B) = f(C)f(B) = OB = FE = g(F)g(E) = Og(E), niin f(B) =



IV LIIKKEET JA POINCAREN MALLI 167

g(E). Merkitdin P = f(B) = ¢g(F). Osoitetaan, etti f(A) = g(D): Koska
Of(A) = f(C)f(A) = CA= FD = g(F)g(D) = Og(D), niin f(A) ja g(D) ovat
ainakin samalla O-keskiselld P-ympyrilli. Koska Pf(A) = f(B)f(A) = BA =
ED = g(E)g(D) = Pg(D), niin f(A) ja f(D) ovat myos samalla P-keskisell& P-
ympyrélld. Koska lisdksi f(A) ja f(D) ovat puolitasossa Hy, niin aivan samoin kuin
lauseen 4.2.21 todistuksessa ndhd#dédn nytkin, ettd tdméa on mahdollista vain, kun
f(A) = g(D). Koska kulmat séilyvit liikkkeissé, on siis {ACB = L f(A)f(C) f(B) =
£g(D)OP = £g(D)g(F)g(E) = £LDFE, eli £C = £F. Samalla tavalla saadaan
LA =LD. O

LAUSE 4.2.24. Poincarén malli toteuttaa Dedekindin aksiooman.

Todistus. Todistus perustuu luonnolliseti sithen, ettd pohjana oleva euklidinen malli
toteuttaa Dedekindin aksiooman. Koska liikkeet sdilyttavit vilisséolon ja jokainen
suora on liikkeelld kuvattavissa tyyppid 1 olevaksi suoraksi, niin riittd4 osoittaa,
ettd Dedekindin aksiooma toimii tyypin 1 suoralla ¢. Olkoon siis £ = AN L, missi
L on O:n kautta kulkeva euklidinen suora.

Kuva 231: POINCAREN MALLI TOTEUTTAA DEDEKINDIN AKSIOOMAN

Olkoot D1, Do C £ siten, ettd Dedekindin ehdot ovat voimassa. Méiritelldén
Ey=D1U{P€L|3Q €Dy, R€ Dy se. Q*RxP}

ja Eo = L~ E;. Tarkastelemalla eri vaihtoehtoja ndhdéddn helposti, mutta aika
tyoléddsti, ettd Ey ja Fy toteuttavat Dedekindin ehdot euklidisessa mielessé suoralla
L. Koska euklidinen malli toteuttaa Dedekindin aksiooman, niin on olemassa piste
P € L, joka on Ej:n ja Fo:n "vilissd” aksiooman mielessd. Tilloin ndhd&din hel-
posti, ettd P € £ ja P on Dy:n ja Do:n ”viilissd” Poincarén mallin mielessd. Néin
on todistettu, ettd Dedekindin aksiooma pétee téssidkin mallissa. U

Nyt on todettu, ettéi Poincarén malli toteuttaa kaikki muut aksioomat, paitsi
paralleeliaksiooman. Arkhimedeen aksioomaahan ei tarvitse téssé verifioida, koska
se lauseen 2.6.13 mukaan seuraa jo todistamistamme. Koska aksioomat toteutuvat,
voidaan malliin konstruoida jana- ja kulmamitta kuten aikaisemmin on esitetty.
Minkilaisia ndmé ovat? Janamitta riippuu tietenkin valitusta yksikkdjanasta. Jos
kiytetéddn yksikkojanana janaa OI, missd O on a:n keskipiste ja I valittu niin, etté
d(O,I)=1,eli OI = Z:&, niin hyperbolinen etéisyys toteuttaa lauseen 2.5.10 ehdot
jalauseen 2.5.10 mukaisesti télloin janamitta on yhti suuri kuin hyperbolinen
etéisyys.
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Kulmamitalle vastaava asia ei ole aivan yhté selvd. Tyotd aiheuttaa mm. se
seikka, ettd lauseen 2.5.10 vastinetta kulmille ei ole todistettu edelld, vaikka se
voitaisiin toki tehd&. Tulos on kuitenkin seuraava: Poincarén mallissa kulmamitta
on tangenttien vilisen kulman euklidinen mitta.

Kuva 232: POINCAREN KULMAMITTA

LAUSE 4.2.25. Poincarén malli ei toteuta paralleeliaksioomaa.
Todistus. Perustelu on sopiva harjoitustehtava. U

4.3. Hyperbolista geometriaa.

Yritykset todistaa paralleeliaksiooma jatkuivat 1800-luvun lopulle asti. 1800-
luvun alkupuolella kuitenkin kolme matemaatikkoa — toisistaan riippumatta —
alkoivat miettid, mitd tapahtuisi, jos paralleeliaksiooman sijasta oletettaiiin sen
looginen negaatio, eli ettd suoran ulkopuolella olevan pisteen kautta kulkisi useam-
pia sen suuntaisia suoria. N&dmé& matemaatikot olivat unkarilainen Janos Bolyai
(1802-1860), saksalainen Carl Frierich Gauss (1777-1856) ja venildinen Nikolai
Ivanovits LobatSevski (1792-1856). He kehittivit tdmén uuden ns. hyperbolisen ak-
siooman pohjalta geometrian, joka herétti ihmetystd. Gauss huomasi ndennéisen
paradoksin takaa seuraavaa:

Oletus, ettd kolmion kulmien summa on alle 180°, johtaa merkilliseen geomet-
riaan, awan erilaiseen kuin omamme [euklidinen/, kuitenkin tdysin ristiriidatto-
maan. Olen tyydytyksekseni kehittinyt sitd niin pitkdlle, ettd pystyn ratkaisemaan
sind kaikki ongelmat, poikkeuksena erds vakio, jota ei voi mddrdtd a priori. Mitd
suuremmaksi tamdan vakion valitsee, sitd ldhemmds tulee euklidista geometriaa, ja
kun se valitaan ddrettomdan suureksi, geometriat yhtyvdt. Tdmdn geometrian teoree-
mat vaikuttavat paradoksaalisilta ja asiaan vihkiytymdttomdstd absurdedeilta; mutta
hditdilemdton perusteellinen ajattelu paljastaa, etti ne eivdt sisdlld yhtddn matddan
mahdotonta. Esimerkiksi kolmion kolme kulmaa tulevat miten pieniksi vain halu-
taan, kunhan sivut valitaan tarpeeksi suurtksi, mutta kolmion ala er koskaan voi
ylittdda tiettyd raja-arvoa, ritppumatta siitd, kuinka pitkiksi sivut valitaan, etkd edes
koskaan saavuta tuota rajaa.

Kaikki yritykseni loytdad ristiriita tdstd epdeuklidisesta geometriasta ovat epdon-
nistuneet, ja atnoa asia, jonka suhteen se on havaintojemme vastainen on se, ettd
jos se olisi tosi, niin avaruudessa olisi olemassa itsestidn mdadrdaytynyt lineaari-
nen suuruus [luonnollinen mittayksikkd], (jota me emme tunne). Mutta minusta
nayttada sitd, ettd huolimatta metafyysikkojen mitddinsanomattomasta sanahelindstda
tieddimme lisan vihdin avaruuden todellisesta luonteesta voidaksemme pitdd tdysin
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mahdottomana sellaista, mikd nayttid meistd luonnottomalta. Jos timd epdieuklidi-
nen geometria olisi todellista, ja jos olist mahdollista verrata mainitsemaani vakiota
nithin suuruuksiin, joita kohtaamme mittauksissamme maan padlld ja avaruudessa,
niin se voitaisiin mddrdtd a posteriori. Siksi olen joskus leikillini toivonut, ettd
euklidinen geometria ei pdtisi, koska meilld silloin olisi absoluuttinen standardipi-
tuusmitta.

Bolyai, Gauss ja Lobatsevski eivit tietenkéién tunteneet Poincarén mallia; itse
asiassa he eiviit tunteneet minki#nlaista mallia, joka osoittaisi, ettd hyperbolinen
aksiooma ei johda ristiriitaan. Ensimmaéisen téllainen mallin on keksinyt Eugenio
Beltrami?® v. 1868 ja ensimmaéiseni tillaisen mallin on tdysin oikeaksi todistanut
Felix Klein?® v.1871.

Hyperbolisen geometrian koko struktuuri, kaikki lauseet jne. olivat siis aluksi
"tyhjén pdalld” — ristiriidan 16ytyminen olisi romuttanut kaiken (mutta viimein-
kin todistanut paralleeliaksiooman)! Siksi Gauss ei julkaissutkaan konstruktioitaan.
Ristiriitaa ei kuitenkaan 16ytynyt (eikd koskaan 16ydy!), ja niinpd mekin téssi tu-
tustumme joihinkin hyperbolisen geometrian perusasioihin.

Asetetaan ensin perusta:

(HYP) Hyperbolinen aksiooma On olemassa suora ¢ ja piste P suoran ¢ ulkopuolella
siten, ettd P:n kautta kulkee ainakin kaksi eri /:n suuntaista suoraa.
Osoitetaan témén avulla ensin, ettéd jokaisen kolmion defekti on aidosti positii-

vinen, eli kulmien summan asteluku aidosti alle 180. Todistetaan ensin kuitenkin
Saccherin ja Legendre’in lauseen avulla aputulos, jossa ei tarvita hyperbolista ak-
sioomaa. Aputulos piitee siis myos euklidisessa geometriassa.

LAUSE 4.3.1. Olkoon £ABC suora kulma ja a > 0 positiivinen reaaliluku. Tal-
16in puolisuoralla BC' on piste R siten, ettid ({BRA)° < a.

AM
c
B R

Kuva 233: APUTULOS

—

Todistus. Konstruoidaan jono (R,,) nen puolisuoran BC pisteité seuraavalla tavalla:
valitaan ensin Ry € BC siten, ettd AB = BR ja siten, kun R,, on valittu jatketaan

valitsemalla R, 11 € B?’ siten, ettd Bx R, *x R,1+1 ja Ry Ry11 = AR, jolloin kolmio
AR, +1R,A on tasakylkinen.

A AL\A
B R B R, R

Kuva 234: APUTULOKSEN TODISTUS

25EUGENIO BELTRAMI 1835-1900, Italia
26 FPELIXx CHRISTIAN KLEIN 1849-1925. Saksa
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Osoittaan induktiolla, ettd ({BR, A)° < 27" -90:

Kun n = 1, niin lauseen 2.4.1 nojalla 2(£A)° = ({LR1)°. Koska ({B)° = 90, niin
Saccherin ja Legendren lauseen nojalla 2-(£ R1)°+90 < 180, joten £ (R1)° < 271.90,
eli viiite pétee tapauksessa n = 1.

Olkoon sitten viite tosi n:lle. Koska BxR,*R, 11, niin ({ BR, A)°+({LAR,R,,+1)° =
180, jolloin induktio-oletuksen nojalla

(%) ({AR,Rp.1)° > 180 — 27" - 90.

Lauseen 2.4.1 nojalla ({R,AR,1)° = ({LAR,+1R,)°, joten Saccherin ja Le-
gendren lauseen mukaan

2L ARy 41 R,)° < 180 — (LAR, Rys1)°,

joten (x):n mukaan
1
(£AR, 1 R,)° <90 — 3 (180 — 27" - 90) = o—(n+1) . g0.

Koska LAR, 1R, = £LAR,,+1 B, niin induktioviite (n 4 1):lle pétee.
Valitaan lopuksi ng € N niin suureksi, ettd 27" - 90 < a, jolloin ({BR,,A)° <
27" .90 < a ja voidaan valita R = R,,,. O

LAUSE 4.3.2. Jokaisen kolmion defekti on hyperbolisessa geometriassa aidosti
positiivinen.

Todistus. Lauseen 2.5.26 nojalla riittéd loytéad yksi téllainen kolmio. Hyperbolisen
aksiooman nojalla on olemassa suora /¢ ja piste P ¢ £ siten, ettd P:n kautta kulkee

>

ainakin kaksi £:n suuntaista suoraa. Olkoon @) € / siten, ettd PQ) L ¢ ja S sellainen
piste, ettd PS L PQ, jolloin PS || £.

¢ [ .

Q D R

Kuva 235: AINAKIN YHDEN KOLMION DEFEKTI ON AIDOSTI POSITIIVINEN

Nyt siis P:n kautta kulkee jokin toinen suoram || £, m # PS. Valitaan A € m~{P}.
Jos A?SQ, niin valitaan piste B siten, etti A x P x B. Jos taaas AQ(]?)Q, niin
asetetaan B = A. Kummassakin tapauksessa Bem~{P} ja QBPS

Vastaavalla tava,lla voidaan valita C' € PS\{P} siten, etté BC’PQ jaD e ~N{Q}

siten, ettd DBPQ.
Merkitéén a = (LCPB)°, jolloin a > 0. Lauseen 4.3.1 nojalla voidaan valita

R e (Q—l)) siten, etté
(%) ({LPRQ)° < a
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Nyt R on kulman LQPB sisdlld. Témén voi perustella seuraavasti: DRPQ ja
BDPQ, joten RBPQ ja riittdid osoittaa, etta RQPB eli RQm. Niin on, koska
m || £ ja siten m ei voi leikata edes suoraa RQ saati sitten janaa RQ).

Koska siis R todella on kulman £QPB siséllé, niin LKQPR < LQPB eli

(xx) (LQPR)° < (LQPB)°.

Toisaalta, koska BQP(—C)' ja BCP(—>Q, niin B on kulman £QPC siséllé ja silloin
90 = (LQPC)° = (LQPB)° 4+ ({BPC)° = ({QPB)° +a
Kolmiossa APQR saadaan téllsin (%) :n ja (s*):n nojalla

def(APQR) = 180 — ({PQR)° — ({QRP)° — ({RPQ)°
> 180 — 90 — a — (LQPB)°
=90 — (a + (LQPB)°) = 90 — 90 = 0.

g

Hyperbolinen aksiooma takaa, ettd on olemassa ainakin yksi suora ¢ ja suoran
¢ ulkopuolella piste P, jonka kautta kulkee useampia /:n suuntaista suoria. Itse
asiassa néin on asianlaita jokaiselle suoralle ja sen ulkopuolella olevalle pisteelle:

LAUSE 4.3.3. Olkoon ¢ mielivaltainen suora ja P sen ulkopuolinen piste. Tlloin
P:n kautta kulkee ainakain kaksi {:n suuntaista suoraa.

Todistus. Valitaan @Q € £ siten, etti PQ L /£ ja olkoon m pisteen P kautta kulkeva

—d

PQ:m normaali. Talloin m || £.

P ’)
m ]
s
l 9 IR

t

Kuva 236: HYPERBOLINEN AKSIOOMA PATEE KAIKKIALLA

Valitaan R € £\ {Q} ja olkoon ¢ pisteen R kautta kulkeva /:n normaah Valitaan

S € t siten, ettid PS 1 t. Koska P ¢ ¢, niin S # R. Koska PS ja £ ovat t:n
normaaleja, ne ovat yhdensuuntaisia. Viitteen todistamiseksi riittédd nyt osoittaa,

ettd PS # m, ja tdhin taas riittdéd se, ettd S ¢ m. Tehdddn antiteesi: S €
m. Talloin QRSP on suorakulmio, miké lauseen 2.5.26 mukaan merkitsee sité,
ettd jokaisen kolmion defekti on nolla, mikéi taas on vastoin lausetta 4.3.2 ja siis
mahdotonta. U

Seuraava lause sanoo, ettd hyperbolisessa geometriassa kolmiot ovat yhteneviit,
jos niilld on yhteneviit kulmat. Ei siis ole muita samanmuotoisia kolmioita kuin
yhteneviiset.
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LAUSE 4.3.4. (KKK-saintd). Olkoot AABC ja ADEF kolmioita, joilla
ANABC ~ ADFEF. Tilloin ANABC =2 ADEF.

Todistus. Antiteesi: Kolmiot AABC ja ADFEF eiviit olekaan yhtenevid. KSK-
sddnnon nojalla AB # DE, BC # EF ja CA # FD. Kussakin néisstd on siis joko
7<” tal ”>”. Vaihtamalla tarvittaessa merkintoji (A <> D, B < E ja C < F)
voidaan saada aikaan, ettd ainakin kahdessa em. epéyhtéloisti esiintyy merkki ” <
Vaihtamalla vield merkintoji voidaan olettaa, ettdi AB < DFE ja AC' < DF ja
BC # EF. T:lloin voidaan valita P ja Q siten, etti D« P x E, D x Q * F,
AB = DP ja AC = DQ.

Kuva 237: KKK-SAANTO

SKS-s#dnnon nojalla ANABC = ADPQ. Oletuksen nojalla L F = £DPQ ja
AF =2 ADQP. Jos valitaan R siten, etta, Q x P x R niin ristikulmille pétee

LEPR = £QPD. Koska FQED Ja QEDR niin FEDR ja LFEP =2 L{FEPR,

jolloin lauseen 2.4.15 nojalla EF I PQ Talloin OFQPE on nelikulmio, jolla on
ainakin yksi pari yhdensuuntaisia vastakkaisia sivuja, eli puolisuunnikas. Jatdmme
harjoitustehtéiviksi todistaa, ettd tistd seuraa, ettd @ on kulman £ F sisilld ja E
on kulman £ FQP sisilld. Télloin

(LFEQ)° + (LQEP)° = (L4E)° ja ({FQE)°+ ({LEQP)° = ({FQP)°.
Tistd saadaan
def(AFQE) + def(AEQP) = 360 — ({F)° — (LE)° — ({EPQ)° — ({FQP)°.
Koska E * P+ D ja F % Q * D, niin
(LEPQ)° =180 — (LQPD)° ja ({FQP)° = 180 — ({PQD)°.
Toisaalta ({QPD)° = (LE)° ja ({PQD)° = (£F)°, joten saadaan
def(AFQE)+def(AEQP) = 360—(LF)°—(LE)°—(180— (£ E)°)—(180—(LF)°) = 0.

Téméa on mahdotonta lauseen 4.3.2 nojalla. U

Euklidisessa geometriassa pitee lauseen 3.1.5 nojalla seuraava tulos: Jos £ ||
m, niin kaikki £:n normaalit ovat myds m:n normaaleja. Erityisesti £:114 ja m:1l4
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on direttéomén monta yhteistd normaalia. Hyperbolisessa geometriassa kaikki on
toisin.

LAUSE 4.3.5. Olkoot ¢ ja m yhdensuuntaisia suoria. T&lloin £:114 ja m:lld on
korkeintaan yksi yhteinen normaali.

Todistus. Antiteesi: Olkoot n ja t suorien ¢ ja m yhteisid normaaleja, mutta eri
suoria. Talloin leikkauspisteet muodostavat suorakulmion, mikd on lauseiden 2.5.26
ja 4.3.2 nojalla mahdotonta. U

Yhdensuuntaisilla suorilla on siis yksi tai ei yhtédin yhteistd normaalia. Standar-
dikonstruktiolla (kuten esimerkiksi lauseessa 2.4.17) saadaan aikaan yhdensuuntai-
sia, joilla on yhteinen normaali, mutta voidaan kysy#, onko yhdensuuntaisilla aina
yhteistd normaalia. Vastaus on kuin onkin kielteinen: On olemassa yhdensuuntai-
sia, joilla ei ole yhteistdi normaalia lainkaan. Tamé& nikyy Poincarén mallissa ja
todistetaan myohemmin lauseenakin Useimmilla — mité se sitten tarkoittaakin —
yhdensuuntaisilla on yhteinen normaali. Jos n&in on, sanotaan, ettid kyseiset suo-
rat ovat normaalisti yhdensuuntaisia, muussa tapauksessa eli silloin, kun yhteista
normaalia ei ole, sanotaan, ettd ne ovat asymptoottisesti yhdensuuntaisia. Nimitys
”asymptoottinen” selittyy myohemmin, ks. huom. 45.

Asiaan liitty likeisesti kéisite ”pisteen etéisyys suorasta”: Olkoon ¢ suora ja P ¢
¢ piste, sekd m pisten P kautta kulkeva /:n normaali ja () ¢:n ja normaalin m
leikkauspiste. Sanotaan, etté pisteen P etdisyys suorasta £, d(P,¢), on janan PQ
pituus,

d(P,¢) = PQ.

Télta asiat néyttéivit Poincarén mallissa:

Kuva 238: YHDENSUUNTAISIA POINCAREN MALLISSA

Kuvassa ¢ ja n ovat normaalisti yhdensuuntaisia, ¢ ja m asymptoottisesti yhden-
suuntaisia. Huomaa, etti timé ei ole mitenkiin itsestiinselviii!

Jos euklidisessa geometriassa ¢ ja m ovat yhdensuuntaisia ja P, R € m, niin
d(P,¢) = d(R,{). Tami seuraa suoraan siitd, ettd euklidisessa geometriassa suun-
nikkaan vastakkaiset sivut ovat yhtenevit. Euklidisessa geometriassa voidaan titen
maédritelld yhdensuuntaisten suorien £ ja m etdisyys asettamalla

d(¢,m) =d(P,¢), P mielivaltainen € m.
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Kuva 239: EUKLIDISET YHDENSUUNTAISET

Hyperbolisessa geometriassa ei ndin voi menetelld. Pitee néiet seuraava lause.

LAUSE 4.3.6. Olkoot ¢ ja m yhdensuuntaisia suoria. T&lloin d(P,¢) = d(R,{)
korkeintaan kahdella eri pisteelld P, R € m.

Todistus.  Antiteesi: Olkoot P, R, S € m eri pisteité, joille pitee d(P,¢) =
d(R,?) = d(S,¢). Voidaan olettaa, ettd P x R x S. Olkoot A, B, C' € / siten,

— >

ettd AP 1 ¢, BR 1 {jaCS L /¢ jolloin Ax BxC.

A B c

Kuva 240: NORMAALIT HYPERBOLISET YHDENSUUNTAISET

Pienend harjoitustehtévini voi osoittaa, ettd L APR = A BRP, LAPS = LCSP ja
£ABRS = LCSR. Tilloin, koska P % Q * R, kulma £ PRB on yhtenevi tiydennys-
kulmansa £ BRS kanssa ja siten £ PRB on suora. Tilloin myos £ APFE on suora ja

siten JABRP on suorakulmio, mikéd hyperbolisessa geometriassa on mahdotonta.
O

Jos siis @ > 0, niin 4.3.6:n nojalla on olemassa korkeintaan kaksi eri pistettd
P,R € m, s.e. d(P,{) = d(R,?) = a. Voi sattua, etti téllaisia pisteitd on vain yksi
tai ei yhtd#dn. Jos niitd on kaksi, niin pétee seuraavaa:

LAUSE 4.3.7. Olkoot ¢ ja m yhdensuuntaisia suoria ja P ja R € m eri pisteitd
s.e. d(P,¢) = d(R,¢) = a. Talloin ¢ ja m ovat normaalisti yhdensuuntaisia.

Todistus. Olkoot A, B € € siten, etté PA L £ia RB 1 £,

A B

Kuva 241: KAKSI YHTA KAUKAISTA PISTETTA TUOTTAVAT YHTEISEN NORMAALIN
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Pienené harjoitustehtéviind voi osoittaa, etti AB:n keskinormaali on PR:n keski-
normaali ja siten £:n ja m:n yhteinen normaali. U

Jos ¢ ja m ovat asymptoottisesti yhdensuuntaisia, niin lauseen 4.3.7. nojalla
d(P,0) # d(R,{) = a aina, kun P, R € m ovat eri pisteitd. Pétee enemménkin:

LAUSE 4.3.8. Olkoot ¢ ja m asymptoottisesti yhdensuuntaisia suoria ja a > 0.
T:lloin on olemassa yksikésitteinen P € m siten, ettd d(P,{) = a.

Todistus sivuutetaan, koska se on mutkikas, varsinkin olemassaolopuoli. Katso-
taan kuitenkin mallia:

‘ B
Kuva 242: ASYMPTOOTTISESTI YHDENSUUNTAISET

Huomautus 45. Poincarén mallissa tilanne on seuraava: Jos A ja B ovat m:n
(euklidiset) péitepisteet, kuten kuvassa, niin d(P,¥) — oo, kun P — A ja d(P,{) —
0, kun P — B. Vastaava tilanne syntyy 4.3.8:n nojalla yleensikin, erityisesti siis
d(P,¢) — 0, kun P "ldhestyy suoran toista pi#td” euklidisessa mielessd. (Témén
voisi tietysti ilmaista tdsméllisemminkin). TAmé& selittdd nimen ”asymptoottisesti
yhdensuuntaiset”.

Jos ¢ ja m ovat normaalisti yhdensuuntaiset ja a > 0, niin ”suurille” a loytyy
sellainen P € m, itse asiassa kaksikin sellaista, ettd d(P,¢) = a, mutta ”pienille” a
ei. Tamé nidkyy seuraavasta:

LAUSE 4.3.9. Olkoot ¢ ja m normaalisti yhdensuuntaisia ja n niiden yhteinen
normaali. Olkoon P m:n ja n:n seké @) suorien ¢ ja n yhteinen piste. Tilloin

PQ =min{d(R,!) | R € m}.

nl Q S

Kuva 243: LAUSE 4.3.9
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Todistus. Suoraan miiritelmin mukaan on PQ = d(P, /), joten riittdi osoittaa,
ettd d(R,¢) > PQ kaikilla R € ¢~ {P}. Olkoon S € / siten, etti RS L ¢,

jolloin RS = d(R,{). Pieneni harjoitustehtiviini voi todeta, etti (£R)° < 90,
ja koska hyperbolisessa geometriassa ei ole suorakulmioita, niin siis (4 R)° < 90.
Harjoitustehtéviksi jad myos osoittaa, ettd talloin PQ < RS. O

Poincarén mallissa normaali yhdensuuntaisuus ja lyhimmén etdisyyden kohta
néiyttavit siis talté:

k%

Kuva 244: LYHIN ETAISYYS

Pisteessd P € m minimoituu etéisyys d(P, ¢), missi P € m — jopa aidosti, kuten
lauseen 4.3.9 todistuksesta nikyy.

Muotoillaan lopuksi vield lause, joka kertoo, ettd asymptoottisia yhdensuuntaisia
on todella olemassa hyperbolisessa geometriassa.

LAUSE 4.3.10. Olkoon ¢ suora ja P piste sen ulkopuolella. T:lloin P:n kautta
kulkee tédsmélleen kaksi suoraa, jotka ovat £:n kanssa asymptoottisesti yhdensuun-
taisia. Kaikki muut P:n kautta kulkevat {:n kanssa yhdensuuntaiset suorat — joita
on ddrettémin monta — ovat normaalisti yhdensuuntaisia.

Dedekindin aksioomaan perustuva todistus sivuutetaan tekstin pédttyessi té-
hén, vaikka p#édttely ei ole kovin hankala. Viimeisessd kuvassamme m ja n ovat
¢:n kanssa asymptoottisesti yhdensuuntaiset ja p ja ¢ ovat £:n kanssa normaalisti

yhdensuuntaiset.

ST
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4.4. Lopuksi.

Jos oletamme, etté reaalilukujen jirjestelmé on ristiriidaton eiké joukko-opissa
eiké logiikassakaan ole ristiririitaa, niin koordinaattigeometria on olemassa ja on siis
malli euklidiselle geometrialle, joka téten on ristiriidaton. Poincarén malli osoittaa
talloin, ettd myos hyperbolinen geometria on ristiriiddaton, niin merkilliselté kuin se
aluksi saattaa vaikuttaakin. On edelleen helppoa konstruoida malli reaaliluvuille
lihtemélla hyperbolisen geometrian suorasta. Siten olemme viime kiéidessd todista-
neet, ettd ndmé kaikki kolme jérjestelméé ovat joko ristiriidattomia — tai sitten
ristiriitaisia. Ristiriitaa ei ainakaan vielé ole 16ytynyt.
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(H1)

(H2)
(H3)

(H4)
(H5)

(H6)

(HT)

(H8)

(H9)

(H10)
(H11)

(H12)
(H13)
(AA)

(DA)

(PAR)

(HYP)

Hilbertin tasogeometrioiden aksioomat

Jos P ja @) ovat eri pisteitéd, niin on olemassa yksi ja vain yksi suora, joka kulkee
seki P:n ettd Q:n kautta.

Jokaiseen suoraan siséiltyy ainakin kaksi pistettd.

On olemassa kolme eri pistettd siten, ettd miké&n suora ei kulje niiden kaikkien
kautta.

Jos Ax B x C, niin A, B ja C ovat eri pisteitd, joiden kaikkien kautta kulkee
sama suora ja C' * B x A.

Jos A ja B ovat eri pisteité, niin suoralla AB on pisteet C', D ja F siten, ettéi
CxAxB, AxDxBjaAxBxE.

Jos A, B ja C ovat eri pisteitd, jotka kuuluvat samalle suoralle, niin yksi ja vain
yksi seuraavista ehdoista on voimassa:

AxBxC, AxCx* B tai Bx AxC.

Olkoot £ suora sekd, A, B ja C pisteité, joiden kautta suora £ ei kulje. T&lloin on
voimassa:

(i) jos ABY ja BCY, niin ACY:

(ii) jos A¢B ja BLC, niin ACY.

—

Jos A ja B ovat eri pisteitid ja PQ) on mielivaltainen puolisuora, niin on olemassa
—

yksi ja vain yksi piste R € P(Q) siten, ettdi AB = PR.
Janojen yhtenevyys on ekvivalenssirelaatio eli:

(i) AB = AB (relaatio = on refleksiivinen).

(ii) Jos AB = CD, niin CD =~ AB (relaatio 2 on symmetrinen).
(iii) Jos AB=CD ja CD = EF, niin AB = EF (relaatio 2 on transitiivinen).
Jos AxBxC, A xB' «xC', AB= A'B’ ja BC = B'C’, niin AC = A'C".
Olkoon £ ABC' kulma, D_E) puolisuora ja P piste, joka ei sisélly suoraan D<_)E

—>

Silloin on olemassa yksi ja vain yksi puolisuora DF' siten, ettd FPDE ja
LABC = LAFDE.

Kulmien yhtenevyys on ekvivalenssirelaatio.

(SKS) Olkoot AABC' ja ADEF kolmioita siten, ettd LA = LD, AB = DFE ja
AC = DF'. Tallsin AABC = ADEF.

(Arkhimedeen aksiooma.) Olkoot AB ja C'D janoja. Tilloin on olemassa n € N
ja piste E siten, ettd Cx D x E ja CE = n - AB.

(Dedekindin aksiooma.) Olkoon £ suora, L = {P | P sisiltyy suoraan (} sen
kaikkien pisteiden joukko ja D; ja Do C L siten, ettd D; ja Dy toteuttavat
Dedekindin ehdot. T:lloin on olemassa tasan yksi piste P € L siten, etté kaikille
Q,R € L pitee Q * P x R, jos ja vain jos Q € Dy ja R € Dy tai Q € Ds ja
R e D;.

Toinen seuraavista.

(Euklidinen aksiooma) Jos ¢ on suora ja P piste, joka ei sisiilly suoraan A, niin
P:n kautta kulkee korkeintaan yksi /:n kanssa yhdensuuntainen suora.
(Hyperbolinen aksiooma) On olemassa suora ¢ ja piste P suoran ¢ ulkopuolella
siten, ettid P:n kautta kulkee ainakin kaksi eri /:n suuntaista suoraa.



HAKEMISTO 179

HAKEMISTO

additiivisuus 46, 55, 61, 105
aksiomaattinen esitystapa 2
aksiooma 2, 8

Arkhimedes 43

astemitta 54

asymptoottisesti yhdensuuntaisia 173
Beltrami, Eugenio 169

Bolyai, Janos 84

Ceva, Giovanni 105

Dedekind, Julius Wihelm Richard 68
Dedekindin aksiooma 68
Dedekindin ehdot 68

defekti 60

ekvivalenssirelaatio 16

elliptinen paralleeliominaisuus 11
eri puolilla suoraa 15

etdisyys, hyperbolinen 147
etiisyys, pisteen suorasta 17
etdisyys, yhdensuuntaisten suorien 173
Eukleides 2

euklidinen geometria 86
euklidinen paralleeliominaisuus 11
Euler, Leonhard 118

Eulerin suora 118

Gauss, Carl Friedrich 84
geometria 2, 86, 146

Grundlagen der Geometrie 7
Heron 109

Hilbert, David 7

Hilbertin aksioomajérjestelmé 7
hyperbolinen aksiooma 168
hyperbolinen etiisyys 147
hyperbolinen geometria 146
hyperbolinen paralleeliominaisuus 11
jana 3, 14

janan keskipiste 43

janan monikerta 27

janan pituus 43

janat yhtenevii 25

janamitta 50, 168

kehdkulma 113

kehdkulmalause 100
kehikulmalause, kddnteinen 113
keskijana 107

keskinormaali 75

keskipiste 3, 43

keskipiste, janan 43

Klein, Felix Christian 169
kolmio 19

kolmioepidyhtils 49

kolmion sisdpuoli 23

kolmion siséén piirretty ympyra 99
kolmion sivu 19

kolmion ympéri piirretty ympyri 96
koordinaattigeometrian piste 10
koordinaattigeometrian suora 10
korkeusjana 104

kosini 94

KSK -saants 33, 40

kulkea pisteen kautta 25

kulma 4, 60, 94

kulman astemitta 54

kulman monikerta 43, 51

kulman puolittaja 51

kulman kylki 19

kulman sisdpuoli 21

kulmamitta 51, 168
kulmapoikkeama 60

kulmat ovat yhtenevii 25

kylki 4, 19

karki 4, 19, 60

Lambert, Johann Heinrich 2
Legendre, Adrien-Marie 5
Lehmus, Daniel Christian Ludolph 1780-
1863. 111

Leibniz, Gottfried Wilhelm von 8
liike 148

Lindemann, Carl Louis Ferdinand von 2
Lobatsevski, Nikolai Ivanovits 84
lyhyempi jana 30

mahdollinen maailma 8

malli 8

minimaalinen 9

monikerta 27, 43, 51

nelikulmio 61

normaali 32

normaalisti yhdensuuntaiset 173
ortogonaalisuus 137



180

ortokeskus 115, 118
ortokolmio 115

P -keskipiste 162

P -sdde 162

P -ympyri 162

painopiste 107

Pappus 28
paralleeliaksiooma 4, 5, 84
Pasch, Moritz 20

Paschin lause 20

peilaus eli inversio ympyrén suhteen 125

peilaus suoran suhteen 121
peruskiisite 9

pienempi kulma 35

pinta-ala 105

piste 9, 10, 16

piste P -suoralla 147

pisteen etéisyys suorasta 173
pisteen potenssi ympyridn suhteen 135
pisteiden vilinen jana 14
pisteiden vilissé 25

pituus 43, 45

pituus, janan 43

Platon 2

Poincaré, Jules Henri 146
Proclus Diadochus 5

puolisuora 3,14

puolisuunnikas 172

puolittaja 51

puomilause 22

Pythagoraan lause 2

Pythagoras 2

reaalilukujen taydellisyysaksiooma 45
ristiriidaton 8

Saccheri, Giovanni Girolamo 58
Saccherin ja Legendre’in lause 59
samalla puolella suoraa 15
samanmuotoisuus 91

selvio 8

HAKEMISTO

sini 94

sisdpuoli 21, 68

sivu 60

SKK -sdianto 40

SKS -sdéanto 28, 40, 46

SSK -sdénto 41

SSS -sddnto 35,40

Steiner, Jakob 111

Stoikheia 2

suora 9, 10, 16

suora kulma 4, 30

suora kulkee pisteen kautta 9, 10, 25
suorakulmio 60

suoran rajoittama puolitaso 17
suunnikas 87

side 3

tangentti 74

terdvd kulma 94

Thaleen lause 100

Thaleen lause, kiinteinen 111
Thales 2

tylppa kulma 94
taydellisyysaksiooma 45
tdydennyskulma 4, 30
ulkokulma 39,60

ulkopuoli 2, 68

vastakkaiset puolisuorat 4, 15
vuorokulmalause 37
vuorokulmalause, kidinteinen 86
vialissd 12, 22, 148
vélissdoloaksioomat 12
yhdensuuntaisten suorien etiisyys 173
yhdensuuntaisuus 5, 10
yhtenevisd kolmioita 28
yhtenevit janat ja kulmat 25, 28, 148
ympyrd 3, 67

ympyrin sisdpuoli 68

ympyréin ulkopuoli 68



