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1. Saccherin ja Legendren lauseen 2.5.22 todistuksessa kolmiota4ABC muunnetaan
kulmaa terävöittäen ja kulmien summan säilyttäen. Osoita, että se onnistuu seuraa-

valla tavalla (kuva alla): Olkoon D sivun BC keskipiste ja E puolisuoralla
−→
AD niin,

että AD ∼= DE. Näytä, että kolmiolla 4AEC on sama kulmien mittalukujen sum-
ma kuin alkuperäisellä kolmiolla 4ABC ja että joko (]EAC)◦ tai (]AEC)◦ on alle
puolet luvusta (]BAC)◦. Vihje: Osoita aluksi, että 4BDA ∼= 4CDE ja sitten, että
(]EAC)◦ + (]AEC)◦ = (]BAC)◦).
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2. Todista, että joukot D1 ja D2 ⊂ R toteuttavat Dedekindin ehdot, jos ja vain jos
jollekin a ∈ R pätee jokin seuraavista neljästä vaihtoehdosta:

(1) D1 =]−∞, a] ja D2 =]a,∞[
(2) D1 =]−∞, a[ ja D2 = [a,∞[
(3) D1 = [a,∞[ ja D2 =]−∞, a[
(4) D1 =]a,∞[ ja D2 =]−∞, a].

3. Todista lause 2.6.5: Olkoon α ympyrä ja A,B ∈ α ∪ {P
∣∣ P on α:n sisäpuolella}

s.e. A ∗ C ∗B. Tällöin C on α:n sisäpuolella.

4. Todista lause 2.6.8: Olkoon α O-keskinen r-säteinen ympyrä ja ` suora, joka kulkee

pisteen P ∈ α kautta. Tällöin ` on α:n tangentti, jos ja vain jos ` on suoran
←→
OP

normaali.

5. Todista lause 2.6.9: Olkoon AB jana ja ` sen keskinormaali ja P 6= A,B mielival-
tainen piste. Tällöin AP = BP , jos ja vain jos ` kulkee pisteen P kautta.
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6. Etsi virhe seuraavasta paralleeliaksiooman todistusyrityksestä:
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Olkoot `, P , t, Q, m ja n kuten kierroksen 6 tehtävässä 6. Valitaan suoralta n

piste A siten, että AQm. Valitaan sitten kaikilla N ∈ N piste AN ∈
−→
PA siten, että

PAN = N . Olkoon uN pisteen AN kautta kulkeva
←→
PQ:n normaali, joka leikatkoon

←→
PQ:ta pisteessä BN . Kun N →∞, niin PAN →∞, joten myös PBN →∞. Tällöin
riittävän suurella k on voimassa PBk > PQ, jolloin Bk`P . Koska uk ‖ `, niin AkBk`.
Siten P`Ak, joten PAk leikkaa `:ää. Koska PAk ⊂ n, niin siis n leikkaa `:ää. �.

7. Olkoon ` suora ja H1 ja H2 sen määräämät puolitasot. Leikatkoon suora s 6= ` suo-
ran ` pisteessä A. Osoita, että joukot D1 = {P

∣∣ P on suoralla s ja puolitasossa H1}
ja D2 = {P

∣∣ P on suoralla s ja puolitasossa H2} ∪ {A} toteuttavat Dedekindin eh-
dot. Mitä sanoo Dedekindin aksiooman väite tässä tilanteessa? (Miksi se on tylsää?)

Eukleideen (ja Steinerin) geometriaa

8. Perustele, miksi kuvan tilanteessa ympyrän 1 kuva inversiossa 1-säteisen ympyrän
2 suhteen eli joukko 3 on ympyrä. Vihje: a : 1

b
= b : 1

a
ja koulutiedot homotetiasta.

Vastaavalla tavalla voi todistaa, että yleensäkin ympyrän kuva inversiossa on ympyrä

A

A'

B B'
O

T

OA=a    OA'=1/a

OB=b    OB'=1/b

1

2 3

(tai suora) – siis myös silloin, kun se leikkaa inversioympyrää 2.
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ENSI KERTAAN

9. Tarkastellaan kuvan tilannetta, jossa ympyrät α ja β leikkaavat toisiaan suorakul-
maisesti. Miksi C ja D ovat toistensa inversssit α:n suhteen? (Vastaavasti A ja B ovat
sitten tietenkin toistensa inverssit β:n suhteen.)

0 11 a 1/a ?

OA BC DK

Yläpuolella pisteen nimi, alapuolella pisteen etäisyys pisteestä O

****** LIIAN MUTKIKAS??? ENSI KERTAANTodista lause 2.6.4: Olkoon4ABC
kolmio ja B ∗D ∗ C. Tällöin AD < max{AB,AC}.

*******LIIAN MUTKIKAS??? ENSI KERTAAN Todista, että Dedekindin aksioo-
ma on riippumaton muista esittämistämme aksioomista, sillä on olemassa malli, jossa
aksioomat (H1)–(H13) ja Arkhimedeen aksiooma pätevät, mutta Dedekindin aksioo-
ma ei päde.
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ENSI KERTAAN

10. Tarkastellaan kuvan tilannetta, jossa ympyrät α ja β leikkaavat toisiaan suora-
kulmaisesti. Miksi C ja D ovat toistensa inversssit α:n suhteen? (Vastaavasti A ja B
ovat sitten tietenkin toistensa inverssit β:n suhteen.)

11. (jatkoa) Osoita, että CA
CB

= DA
DB

eli pisteet C ja D jakavat janan AB samas-
sa suhteessa — toinen sisäpuolitse ja toinen ulkopuolitse. Huomaa, että samalla A
ja B jakavat janan CD keskenään samassa suhteessa — toinen sisäpuolitse ja toi-
nen ulkopuolitse. Tässä tilanteessa sanotaan, että pisteet A,B,C ja D muodostavat
harmonisen nelikön.

Lukua CA
CB

: DA
DB

(tässä = 1) sanotaan janojen CA, CB, DA ja DB (pituuksien)
kaksoissuhteeksi .

Olkoon OI annettu jana. Tällöin on tasan 1 tapa liittää jokaiseen janaan AB, . . .
reaaliluku AB siten, että

(1) AB > 0.
(2) OI = 1.
(3) AB = CD, joss AB ∼= CD.
(4) AB < CD, joss AB < CD.
(5) A ∗B ∗ C, joss AB +BC = AC
(6) Jokaista lukua 0 < x kohti on olemassa jana AB, jolla AB = x.

On tasan 1 tapa liittää jokaiseen kulmaan ]A,]B, . . . reaaliluku (]A)◦ siten, että

(1) 0 < (]A)◦ < 180
(2) (]A)◦ = 90, joss ]A on suora kulma.
(3) (]A)◦ = (]B)◦, joss ]A ∼= ]B.
(4) (]A)◦ < (]B)◦, joss ]A < ]B.

(5) Jos
−→
AC on kulman ]DAB sisällä, niin (]DAB)◦ = (]DAC) ◦+(]CAB)◦

(6) Jokaista lukua 0 < x < 180 kohti on olemassa kulma ]A, jolla (]A)◦ = x.
(7) Jos ]A ja ]B ovat täydennyskulmat, niin (]A) ◦+(]B)◦ = 180.


