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D380 keskiviikkoisin 12-14 ja 16-18.

1. Saccherin ja Legendren lauseen 2.5.22 todistuksessa kolmiota A ABC muunnetaan
kulmaa teravoittden ja kulmien summan séilyttden. Osoita, ettd se onnistuu seuraa-

valla tavalla (kuva alla): Olkoon D sivun BC' keskipiste ja E puolisuoralla AD niin,
etti AD = DE. Néyté, ettd kolmiolla AAFEC on sama kulmien mittalukujen sum-
ma kuin alkuperiiselld kolmiolla AABC' ja etté joko (L EAC)° tai (LAEC)® on alle
puolet luvusta (£ BAC)°. Vihje: Osoita aluksi, ettd ABDA = ACDE ja sitten, etté
(LEAC)° + (LAEC)® = ({BAC)®).
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2. Todista, ettd joukot D; ja Dy C R toteuttavat Dedekindin ehdot, jos ja vain jos
jollekin a € R pitee jokin seuraavista neljisti vaihtoehdosta:

(1) Dy =] — 00, 4] ja Dy =]a, 00|
(2) Dy =] — 00,al ja Dy = [a, o0
(3) Dy = [a, 0] ja Dy =] — 00, a
(4) Dy =]a, 0] ja Dy =] — 00, al.

3. Todista lause 2.6.5: Olkoon o ympyra ja A, B € a U {P ‘ P on a:n sisépuolella}
s.e. Ax C x B. Talloin C on «:n sisédpuolella.
4. Todista lause 2.6.8: Olkoon a@ O-keskinen r-séteinen ympyra ja ¢ suora, joka kulkee

pisteen P € « kautta. Télloin ¢ on a:n tangentti, jos ja vain jos ¢ on suoran OP
normaali.

5. Todista lause 2.6.9: Olkoon AB jana ja ¢ sen keskinormaali ja P # A, B mielival-
tainen piste. Téalloin AP = BP, jos ja vain jos ¢ kulkee pisteen P kautta.
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6. Etsi virhe seuraavasta paralleeliaksiooman todistusyrityksesté.:
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Olkoot ¢, P, t, @), m ja n kuten kierroksen 6 tehtédvéssd 6. Valitaan suoralta n
piste A siten, ettd AQm. Valitaan sitten kaikilla N € N piste Ay € PA siten, etta
PAy = N. Olkoon uy pisteen Ay kautta kulkeva P@Q):n normaali, joka leikatkoon

PQ:ta pisteessd By. Kun N — o0, niin PAy — oo, joten myds PBy — oo. Télléin
riittédvan suurella k& on voimassa PBj > P(Q), jolloin Byl P. Koska uy, || ¢, niin Ay By/.
Siten Pl A, joten PAy leikkaa (:44. Koska PA; C n, niin siis n leikkaa £:44. 1.

7. Olkoon /¢ suora ja H; ja Hy sen madraamét puolitasot. Leikatkoon suora s # £ suo-
ran ¢ pisteessd A. Osoita, etti joukot D; = {P } P on suoralla s ja puolitasossa H;}
ja Dy = {P | P on suoralla s ja puolitasossa Hp} U {A} toteuttavat Dedekindin eh-
dot. Mitéd sanoo Dedekindin aksiooman viite tdssi tilanteessa? (Miksi se on tylsda?)
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8. Perustele, miksi kuvan tilanteessa ympyran 1 kuva inversiossa 1-sédteisen ympyran
2 suhteen eli joukko 3 on ympyra. Vihje: a : % =b: i ja koulutiedot homotetiasta.
Vastaavalla tavalla voi todistaa, ettéd yleenséikin ympyran kuva inversiossa on ympyri

OA=a OA'=1/a
OB=b OB'=1/b

(tai suora) — siis my0s silloin, kun se leikkaa inversioympyréé 2.



ENSI KERTAAN

9. Tarkastellaan kuvan tilannetta, jossa ympyrét « ja [ leikkaavat toisiaan suorakul-
maisesti. Miksi C' ja D ovat toistensa inversssit a:n suhteen? (Vastaavasti A ja B ovat
sitten tietenkin toistensa inverssit 5:n suhteen.)

Ylapuolella pisteen nimi, alapuolella pisteen etéisyys pisteestd O

RkRRR TITAN MUTKIKAS?EENSI KEEAﬂTodista lause 2.6.4: Olkoon AABC
kolmio ja B * D * C. Talloin AD < max{AB, AC'}.

oK LITAN MUTKIKAS??? ENSI KERTAAN Todista, ettd Dedekindin aksioo-
ma on riippumaton muista esittdmistdmme aksioomista, silld on olemassa malli, jossa
aksioomat (H1)—(H13) ja Arkhimedeen aksiooma pétevét, mutta Dedekindin aksioo-
ma ei pade.



ENSI KERTAAN

10. Tarkastellaan kuvan tilannetta, jossa ympyrit « ja ( leikkaavat toisiaan suora-
kulmaisesti. Miksi C' ja D ovat toistensa inversssit a:n suhteen? (Vastaavasti A ja B
ovat sitten tietenkin toistensa inverssit F:n suhteen.)

11. (jatkoa) Osoita, ettd & C=B = ﬁ eli pisteet C' ja D jakavat janan AB samas-
sa suhteessa — toinen sisdpuolitse ja toinen ulkopuolitse. Huomaa, ettd samalla A
ja B jakavat janan CD kesken#din samassa suhteessa — toinen sisédpuolitse ja toi-
nen ulkopuolitse. Téssé tilanteessa sanotaan, etté pisteet A, B, C' ja D muodostavat
harmonisen neli@n.

Lukua & ﬁ : g:g (téssd = 1) sanotaan janojen C'A, CB, DA ja DB (pituuksien)
kaksoissuhteeksi .

Olkoon OI annettu jana. T&lloin on tasan 1 tapa liittdd jokaiseen janaan AB, ...
reaaliluku AB siten, etta

(1) AB > 0.
) OI =1.
) AB =CD, joss AB=CD.
) AB < CD, joss AB < CD.
)
)

Ax Bx(C, joss AB+ BC = AC
6) Jokaista lukua 0 < x kohti on olemassa jana AB, jolla AB = x.

On tasan 1 tapa liittaa jokaiseen kulmaan £ A, 4B, ... reaaliluku (£ A)o siten, etté
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0 < (LA)o < 180

(£LA)o =90, joss £A on suora kulma.
(LA)o = (KB)O joss LA = 4B.
(L{A)o (A{B)o, joss LA < 4B.

Jos AC on kulman £DAB sisalld, niin ({DAB)o = (LDAC) o +(LCAB)o
Jokaista lukua 0 < = < 180 kohti on olemassa kulma £ A, jolla (£LA)o = x.
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(7) Jos LA ja £B ovat tdydennyskulmat, niin (£A) o +(£B)o = 180.



