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VIELAKIN EUKLEIDEEN GEOMETRIAN HARJOITTELUA

1. Osoita Pythagoraan lausetta kiyttden, ettd kuvan tilanteessa AD’ = ABAC.
Huomaa, ettd tangentin ja séteen vélinen kulma £ ADK on suora kulma.

RISTIRIIDATTOMUUS JA TODISTAMINEN

Tarkastellaan edellisessé harjoituksessa esitettyja "uusgeometrisia” insidenssiaksioo-
mia, joissa peruskésitteitd ovat piste, suora ja suora kulkee pisteen kautta.

(1) (A1) Jos P ja @ ovat eri pisteitd, niin on olemassa ainakin yksi suora, joka
kulkee niiden kautta.

(2) (A2) Jos P ja @ ovat eri pisteitd, niin on olemassa korkeintaan yksi suora,
joka kulkee niiden kautta.

(3) (A3) Jos I ja m ovat eri suoria, niin on olemassa ainakin yksi piste P, jonka
kautta sekd [ ettd m kulkevat.

(4) (A4) On olemassa ainakin yksi suora.

(5) (A5) Jokainen suora kulkee ainakin kolmen eri pisteen kautta.

(6) (A6) Jos [ on suora, niin on olemassa ainakin yksi piste, jonka kautta [ ei kulje.

(7) (A7) Jokainen suora kulkee korkeintaan kolmen eri pisteen kautta.

2. Osoita, ettd yllaoleva aksioomajarjestelmé on ristiriidaton konstruoimalla malli,
joka toteuttaa kaikki aksioomat (A1)-(AT).

3. Aksiooma (A3) sanoo, ettd jos [ ja m ovat eri suoria, niin on olemassa ainakin
yksi piste P, jonka kautta seké [ ettd m kulkevat. Itse asiassa on olemassa tasan yksi
tillainen piste. Todista tdmé lause lahtien aksioomista (Al)...(AT).

4. Todista ettd "geometriassa’, joka toteuttaa aksioomat (A1l)-(A7), on olemassa
ainakin seitsemén pistettd. (Bonuskysymys, jota tuskin ehditdén: Voiko niitad olla
enemménkin? Kuinka monta suoraa on?)
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5. Osoita, ettd Hilbertin aksioomista (H1)—(H7) seuraa, etté pisteita on déreton mai-
ria. (Vihje: induktio, lause 2.3.4 tai 2.3.7.) (Lisédtieto: Aksioomille (H1)-(H6) on itse
asiassa olemassa #érellinen malli, jossa on 21 pistetté ja 21 suoraa.)

6. Todista lause 2.3.2: Olkoon /¢ suora sekd A, B ja C' eri pisteité, jotka eivit siséilly
suoraan ¢. Jos AB/ ja BLC, niin ACC.

7. Todista, ettd Paschin lause on yhtd vahva kuin Hilbertin aksiooma (H7), toisin
sanoen ettd jos (H1)-(H6) ja Paschin lause pétevét, niin myos (H7) on voimassa.
(Pasch itse taisikin esittééd asiansa aksioomana. Onko ndin? Googleta Pasch axiom!)

8. Osoita, etté jokaisen kolmion sisdpuolella on ainakin yksi piste. (Entd useampia?
Onko jokainen piste edes jonkin a) kulman b) kolmion sisépuolella?)

MALLI

9. Todista, ettd monisteen esimerkin 5 malli ( (s.10 ja s.13), tavallinen koordinaatti-
geometria, toteuttaa aksiooman (H4).



