GEOMETRIA 2006 Harjoitus 7
D380 keskiviikkona klo 8-10, 12-14 ja 16-18.

. Olkoon /¢ suora ja Hi ja Hs sen méiradmit puolitasot. Leikatkoon suora s # ¢ suo-
ran ¢ pisteessi A. Osoita, etté joukot D; = {P ’ P on suoralla s ja puolitasossa H;}
ja Dy = {P | P on suoralla s ja puolitasossa Ha} U {A} toteuttavat Dedekindin
ehdot. Mitéd sanoo Dedekindin aksiooman viite téssé tilanteessa?. (Miksi se on
tylsda?)

. Todista ainakin pédpiirteittidin, etté paralleeliaksiooma seuraa Pythagoraan lau-
seesta eli ettd Pythagoraan lause ei pidde hyperbolisessa geometriassa.

. Etsi virhe seuraavasta paralleeliaksiooman todistusyrityksesté:

Olkoon ¢ suora ja P piste sen ulkopuolella. Olkoon t pisteen P kautta kulkeva ¢:n
normaali. Leikatkoon se £:44 pisteessd (). Olkoon m pisteen P kautta kulkeva t:n
normaali. Tilloin ¢ || m. Olkoon n # m jokin toinen P:n kautta kulkeva suora.
Pitaé osoittaa, ettd n ei ole £:n suuntainen, vaan ne leikkaavat. Asia on selvi, jos
n = t. Olkoon siis n # t. Valitaan A siten, etti P x A x @) ja valitaan B siten, ettd
AxQ =« B ja AQ = QB.

B/&AP .

Olkoon u pisteen A kautta kulkeva n:n normaali. Leikatkoon u suoraa n pisteessé
R. Valitaan C siten, etti A x R x C ja AR = RC. Tillsin B, A ja C eivit
ole samalla suoralla, joten niiden kautta kulkee yksikisitteisesti méiritty ympyra,
jonka keskipiste on AB:n ja AC:n keskinormaalien leikkauspiste D. Mutta nytpé ¢
on AB:n ja n on AC:n keskinormaali, joten ¢ ja n leikkaavat pisteessd D. [I.

. Etsi virhe seuraavasta paralleeliaksiooman todistusyrityksesté:

Olkoot ¢, P, t, @, m ja n kuten edellisessé tehtéivissd. Valitaan suoralta n piste
A siten, ettd AQm. Valitaan sitten kaikilla N € N piste Ay € Eél siten, ettd
@ = N. Olkoon uy pisteen Ay kautta kulkeva ](z):n normaali, joka leikatkoon

PQ:ta pisteessi By. Kun N — oo, niin PAN_—> o0, joten myos PBy — oo.
Tilloin riittédvan suurella £ on voimassa PBy > PQ), jolloin By/lP.
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Koska uy || £, niin AgBil. Siten P{Aj, joten PAj leikkaa £:#4. Koska PAg C n,
niin siis n leikkaa £:44. .

. Lue monisteesta sinin ja kosinin mééritelmé euklidisessa geometriassa ja hieman
eteenpiin. Ratkaise sitten seuraava tehtéivi: Merkitdin kolmiossa AABC £A = a,
AB = fja £C =~. Sekii BC = a, AC = b ja AB = c. Olkoot lisiiksi h,, hy ja he
sivujen a, b ja ¢ vastaiset korkeusjanat. Mééiritellédéin (1) kolmion AABC' pinta-ala
asettamalla

ala(ABC) =

3ahg.

Osoita, ettéd pinta-ala saadaan myos kaavasta
ala(ABC) =

1—17 -
sabsin~y.

(Lisdtehtdvd halukkaille: Osoita edelleen, ettd alan méiritelmd on riippumaton
valituista sivuista , ts.

. (tavallaan jatkoa) Kuinka pitkd on seuraavassa kuvassa jana AD?
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. Osoita defektin avulla, etti hyperbolisessa geometriassa, jossa siis jokaisen ko-
mion defekti on positiivinen, tapahtuu seuraavaa:

A

Q C

Jos AABC on kolmio ja P, Q, R sivujen AB, BC ja C'A keskipisteet, niin t4ll6in
jokin yhtilsists PR = BQ, PQ = AR, QR = BP on VAARIN.,




