GEOMETRIA 2006 Harjoitus 4
D380 keskiviikkoisin 8-10, 12-14 ja 16-18.

Hilbertin geometriaa.

. Todista, ettd Paschin lause on yhtd vahva kuin Hilbertin aksiooma (H7), toisin
sanoen ettd jos (H1)—-(H6) ja Paschin lause pétevit, niin myos (H7) on voimassa.

. Osoita, ettd jokaisen kolmion siséipuolella on ainakin yksi piste. (Entd useampia?
Onko jokainen tason piste jonkin kolmion sisépuolella?)

. Olkoon C € fTé ja AB = AC. Osoita, ettd B = C.

. Todista lause 2.4.2:

"Olkoot AxBxC, DxExF, AB= DFE ja AC = DF. Talloin BC = EF.”
(Ideaehdotus: Kopioi jana BC' janan DE jatkoksi ja néyté, ettd paddyt pisteeseen
F'. Olisiko edellisesté tehtévistikin hyotya?)

. Merkintd ¢ || m tarkoittaa, etti suorilla ¢ ja m ei ole yhtédén yhteistd pistetté.

Olkoot ¢, m ja n eri suoria siten, ettd ¢ || m ja m || n. Olkoon lisiksi A I:n piste,
B m:n piste ja C' n:n piste siten, etti A x B x C. Osoita, ettd ¢ || n. (Voisitko
heikent#é oletusta A x B x C' tai jopa jéittéd sen pois?)

. Osoita tai kumoa, etta suorien yhdensuuntaisuus on transitiivinen relaatio.
”Eukleideen geometriaa”.

. Todista Eukleideen mielessé, ettd ympyrin peilikuva on ympyra. Méérittele ensin
tarvittavat késitteet.

Koordinaattigeometriasta.

. Tavallinen koordinaattigeometria on malli tdhinastisille aksioomille. (Katso kddn-
topuota) On aika iso tyd todeta, ettd néin on. Laadi suunnitelma tuolle tyolle.

. (jatkoa) Katso kééntopuolelta peruskisitteiden médritelmét koordinaattigeomet-
riassa ja todista sitten jonkin aksiooman (H5) — (H13) voimassaolo tavallisessa
koordinaattigeometriassa.
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Koordinaattigeometriasta.

Tavallisessa koordinaattigeometriassa eli luvun 2.2 mallissa 5 tdydennettyné luvun
2.3 esimerkilld 1 méariteltiin tavallinen vdilissdolo:
(Pisteet (z,y) € R?, suorat {(z,y) € R? | (z,y) = (w0,%0) + A(c, B), A € R}, missi
(20,50) € R? ja (o, 3) € R\ {(0,0)} kiinteiti. Piste P kulkee suoran | kautta, jos
P € 1. Pisteille A = (a1,a2), B = (b1,b2) ja C = (c1,c2) € R? asetetaan A x B x C,
mikili on olemassa (z0,y0) € R?, (o, 8) € R?\ {(0,0)} ja A\, u,v € R siten, etti
(a1, a2) = (zo,%0) + A, B),
A<p<vtaA>p>vjag (bi,b2) = (zo,y0) + p(a, B),
(c1,¢2) = (w0, 90) + v(a, B).
Janojen pituus méédritellidin tunnetulla tavalla ja janojen yhtenevyys sanomalla,
ettd yhté pitkdt janat ovat yhteneviat. Kulma méaéritellddan tunnetulla tavalla ko-
sinilauseen ja sisdtulon avulla ja kulmien yhtenevyys sanomalla, ettd yhtd suuret
kulmat ovat yhteneviit.

Todistuksia varten on paras kiyttidé lineaarialgebran tietoja.
Olkoot b € R? ja ¢ € [0, 2n[. Méiritellidsin bijektiot

Ty ja Ry: R? — R?
siten, ettd Tyx = = + b ja R4 on lineaarikuvaus, jonka matriisi on
cos¢ —sing
sing cos¢p )
R, on siis kierto tasossa kulman ¢ verran. Osoita, ettd Tj ja R, sdilyttévat valis-
sdolon eli A * B C jos ja vain jos f(A) * f(B) x f(C) kun f =T, tai f = R,.

Olkoon [ tason R? mielivaltainen suora. Se voidaan kuvata z-akselille kiyttien
edellisen tehtévin kuvauksia T3 ja Rg.



