Lineaarialgebra ja geometria

Lineaarialgebraa ja geometriaa késittelevi vektorien ja matriisien kurssi yleistéai
koulusta tutut tason ja suoran seki vektorin kisitteet useampaan kuin kolmeen
ulotteisuuteen ja teknisesti myos vinokulmaiseen koordinaatistoon. Algebrallisesti
tdmé vastaa useamman kuin kolmen lineaarisen yhtélon kisittelyé.

Korkekouluissa opetettava differentiaalilaskenta kisittelee mielivaltaisen moniu-
lotteisia pinnan ja kiyrdn yleistyksid. Lukiossa differentiaalilaskennan keskeinen
idea on korvata kiyrd likimé#drin tangentillaan. Moniulotteisessa differentiaali-
laskennassa moniulotteinen pinta korvataan moniulotteisella tangenttitasollaan, ja
viime kidessé korvataan mahdollisimman yleinen funktio lineaarisella funktiolla.
Lineaarifunktion kuvaaja on yksi tason ja suoran moniulotteisista vastineista.

Lineaarialgebrassa selvidd, mitd tédsmiilleen tarkoitetaan lineaarisilla funktioilla
ja opetellaan laskemaan niilld. Osoittautuu, ettd tdmé on helppoa.

Aloitamme sukelluksen #iretonulotteiseen avaruuteen kodikkaasta kolmiulottei-
sesta maailmastamme, osaammehan jo ennestéddn kisitelld tavallisia tasoja ja suo-
ria.
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0. Koulutietojen kertaus ja tiydennys

0.1. Avaruuden, tason ja lukusuoran vektorit.

Lukiossa ei méaritelld tdsméllisesti, mitéd tarkoitetaan sanalla vektori. Tallé-
kin kurssilla mé#ritelmé annetaan vasta myohemmin ja on aika yllattavia. Taméan
johdanto-osan ajaksi asetumme sille kannalle, ettd tieddimme mité kolmi-, kaksi-
ja yksiulotteiset avaruudet ja niiden vektorit ovat. Vektorit ovat meille siis hetken
aikaa nuolia, suuntajanoja tai avaruuden siirtoja; tdméhén on mukavaa vektoreiden
laskutoimitusten tulkinnan kannalta. Toisaalta vektorit voi tunnetusti ymmaértiaa
myos avaruuden (tai tason tai suoran) pisteiksi , paikkavektoreiksi, ja niméa edelleen
lukukolmikoiksi. T#lloin avaruus on tosin ajateltava varustetuksi koordinaatistolla.
Samalla pisteelld voi olla eri koordinaatit eri koordinaatistoissa.!

Lykkidsimme epdilykset tuonnemmaksi ja merkitsemme avaruuden vektoreita tut-
tuun tapaan koordinaatein eli komponentein

— e - -
V=" = (v,v2,v3) =v1 i +v2j +v3k.

tai — kuten matematiikassa yleensi on tapana? — ilman vektoriviivaa tai lihavoin-
—

tia ja milloin millékin aakkosten kirjaimella. Standardikantavektoreita 7, 7 ja k
merkitiin usein yhteniisesti €’; tai viivatta e; (i=1,2,3). Vektoria merkitisin siis
usein esimerkiksi néin:
3
— — —
r=(21,02,23) =211 +x2] +x3k.= Zﬂﬂz‘ei-
i=1

Kaytdamme vastaavaa merkintétapaa myos alempiulotteisessa vektorilaskennassa:
— —
= (v1,72) =211 +22j = T1€1 + Taea.

Téssé on pieni tarkkana olon ja mydhemmaiin korjailun paikka: Riippuu tilanteesta,
_)

onko (z1,x2) = x1 @ +x2 j samakuin (21, z2) vai (z1, x2,0). Niin tai niin, voimme
asettaa alustavan méairitelméan vektorille:

MAARITELMA 0.1.1. Reaaliluvuista x1, o, ..., x, muodostettua jérjestettyi jouk-
koa = = (x1,x2,...,T,) sanotaan n—komponenttiseksi vektoriksi — ainakin jos n
on 1, 2 tai 3.

1-komponenttiset vektorit ovat oleellisesti sama asia kuin lukusuoran pisteet, mi-
kili sovimme, ettd lukusuora on varustettu origolla ja asteikolla, jolloin sen pisteet
toisaalta vastaavat reaalilukuja.

On hyvd my6s ymmértid, ettd koordinaattien kiyttoon perustuvan mééritel-
mamme mukaan kaksi vektoria ovat samat, jos niilldi on samat komponentit:
r =1y, jos x; = y; kaikilla 7.

Koordinaatiston ja vektorin itsensd suhde ei ole koulutietojen pohjalta ihan selvi. Onko
vektori lukukolmikko vai ei? Koordinaatiston olemus ja koordinaatiston vaihdon tekniikka onkin
oleellinen osa lineaarialgebraa.

?Matemaatikot tutkivat niin monenlaisia olioita lukujen ja vektoreiden lisiksi, ettd on toivo-
tonta varata joka lajille omaa merkintésysteemii. On vain opittava elimé&in sen tosiasian kanssa,
ettd sama kirjain z voi toisinaan tarkoittaa yhtdlén tuntematonta, toisinaan vektoria ja toisinaan
jonkin ihan muun joukon alkiota eli pistettid. Matemaattista tekstia lukiessa on téstd huolimatta
aina pidettéva mielessd, miki kirjain juuri téssid edustaa minkikin tyyppistéd otustal
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0.2. Laskutoimituksia vektoreilla.
Seuraavissa mééritelmissd n on 1, 2 tai 3 riippuen siitd, minkdulotteista ”luon-
nollista avaruutta” ajattelemme.

MAARITELMA 0.2.1. Olkoot x = (x1,22,...,%,) ja y = (Y1,Y2,--.,Yn) vek-
toreita ja A € R. Maédritelladan vektoreiden summa, kertominen reaaliluvulla ja
sisdtulo:

r+y=(r1+y1, T2+ Y2, Ty + Yn),
Ax = (Ax1, AZa, ..., ATy),

(x|ly) = 191 + T2ya + -+ + TpYn = szyz
i=1

HuoMAUTUKSIA. Naméi laskutoimitukset ovat juuri samat, joihin lukiossa on to-
tuttu. Summa muodostetaan suunnikkaan halkaisijan avulla, positiiviluvulla ker-
tominen muuttaa vektorin ”pituutta” ja negatiiviluvulla kertominen ki#dntdi sen
suunnan péinvastaiseksi. Sisétulo on merkint#é vaille sama asia kuin pistetulo x -y,
joka koulutietojen mukaan on vektoreiden pituuksien tulo kerrottuna niiden vilisen
kulman kosinilla.

(xly) = 1Ix]l llyll cos a

|ly|| cos a

Antamillamme mééritelmilld on se hyvéi puoli, etté ei tarvitse ensin selitelld, mité
kulmalla tai pituudella tarkoitetaan. Sisdtulon avulla voi jilkeenp&din mééritelld

vektorin pituuden.?
Jull = v/ (ulw).

Kolmiulotteisessa avaruudessa on yleisesti kiytossa vield kolmas kertolaskun kal-
tainen laskutoimitus, nimittdin kahden vektorin ristitulo:

— — —

T Xy = (r2ys — x3y2) i + (T3y1 —21Y3) § + (v1y2 — 2291) K .

Tavallisessa geometrisessa mielesséd kahden vektorin ristitulo on niitd molempia vas-
taan suorassa kulmassa oleva eli ortogonaalinen vektori ja sen pituus on alkupe-
raisten vektoreiden pituuksien tulo kerrottuna niiden vilisen kulman sinilld. Miten
tdméi asia perusteltiin koulussa?

3Samoin kulman. Asiaan palataan myshemmin.



[bxy(l = 1Ix Iyl Isin a |

Koska ristitulon k#ytté on nimenomaan kolmiulotteisen avaruuden erikoistek-
niikkaa, sen merkitys on viihdinen téllda mielivaltaiseen ulotteisuuteen pyrkivilla
kurssilla.

Ristitulon symboli x on englanninkielisessé kirjallisuudessa usein tavallisen lu-
kujen kertolaskun merkkini. Témé aiheuttaa sekaannusta aika harvoin. Myoskadan
kolmannesta samanlaisen ruksin x kiiyttomerkityksesté ei juuri saa syntyméin kun-
non vadrinkésitystd. Ristidhin kiytetdin myos merkitsemédn kahden joukon A ja
B Fkarteesista eli joukko-opillista tuloa

AxB={(a,b) |a€ Ajabe B}
Tason tavalliset koordinaatit antavat esimerkin karteesisesta tulostas:
R* =R x R = {(x1,22) | #1 € R ja x2 € R}.

Kolmen joukon A,B ja C karteesinen tulo muodostuu vastaavasti alkiokolmikoista
jne. Lukukolmikoiden joukkoa, tavallista avaruutta on siten mukava merkit
R3. Seikkaperiinen selostus karteesisesta tulosta on JOHDATUS MATEMATIIKKAAN—
monisteessa.

Vektoreiden laskusdéntojé on harjoiteltu muualla. Emme kertaakaan niitd
nyt, vaan kiinnitimme vastaisen varalle huomiota asian joukko-opilliseen puoleen.
Kaikki laskutoimitukset ja myo6s vektorin pituuden méadrddminen ovat nimittéin
joukko-opillisessa mielessd funktioita eli kuvauksia. Pitdd vain ymmértdd missé
joukoissa ne on mééritelty ja misséd joukoissa ne saavat arvoja. Jos merkitsemme
reaalilukujen joukkoa tavalliseen tapaan R:lli, lukuparien joukkoa R2:lla ja kol-
mikoiden joukkoa R3:lla, niin huomaamme, etti esimerkiksi avaruuden vektorin
pituuden laskeminen on kuvaus

R? — R.

Avaruuden vektorin kertominen reaaliluvulla on kuvaus
R x R3 — R3,

liittéghan se luvun ja vektorin muodostamaan pariin (A, x) vektorin Az. Vektorei-
den summa ja ristitulo ovat samassa mielessé kuvauksia

R3 x R3 — R3,
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ja sisédtulo on kuvaus
R* x R* — R.

Tason vektoreiden laskutoimitukset (joihin ristitulo ei lukeudu) tulkitaan kuvauk-
siksi samalla tavalla, mutta R? korvataan tietysti joukolla R2. On tirkesiti opetella
ajattelemaan mm. laskutoimituksia funktioina, silli erilaisten funktioiden — ni-
menomaan muiden kuin koulusta tuttujen reaalifunktioiden — késittelytaito on
matematiikassa aivan keskeisti.

Miettikidmme hetken ajan, mitd vektorifunktiot oikeastaan voivat olla geomet-
riselta kannalta ja missd niitd esiintyy.

0.3. Vektorimuuttujan vektoriarvoinen funktio.

Lukiossa ja viimeistdin JOHDATUKSESSA MATEMATIIKKAAN on esiintynyt ylei-
nen funktion eli kuvauksen kisite. Kertaamme péikohdat.

Funktio on aina mééritelty kahden joukon vilille:

f:A— B

Funktio liittdd kuhunkin [dhtd- eli mddrittelyjoukon A alkioon eli pisteeseen
a € A tasan yhden alkion maalijoukosta B;

fra— f(a).

Periaatteessa joukot A ja B voivat olla mitd tahansa ja funktioksi kelpaa miké
tahansa sédénto, kunhan se kertoo jokaisesta A:n alkiosta a, miké sen kuva eli arvo
f(a) on. Huomaa, etté funktion arvo on joukon B alkio, yleensi siis ei luku.

Esimerkki funktiosta on vaikkapa se kuvaus f, joka liittdd kuhunkin Suomen
kansalaiseen hédnen nimensi. Toinen funktio, olkoon se vaikka g, liittéd jokaiseen
kansalaiseen héinen henkilotunnuksensa. Seké f ettd g ovat méériteltyja kansalais-
ten joukossa A ja saavat arvoja kaikkien mahdollisten kirjaimista, miinus- ja plus-
merkeistd, numeroista ja sananviileistdi muodostettujen enintidin 100-merkkisten
sanojen joukossa B.

Joukon A kuva eli kuvajoukko on kaikkien A :n alkioiden kuvien joukko, siis

F(A) = {f(z) |z € A}.

Selvisti f(A) C B, mutta yleensd f(A) # B. Jos sattuu olemaan f(A) = B, niin
sanotaan, ettd f on surjektio joukolta A joukolle B.



Alkion y € B alkukuva on niiden alkioiden x € A joukko, joilla f(x) = y.
Ty ={z e Al fx) =y}

Toisin sanoen pisteen y € B alkukuva on yhtilon f(x) = y ratkaisujen joukko.
Huomaa, etté eri pisteiden alkukuvat ovat erillisid joukkoja, ts. niilld ei ole yhteisié
alkioita. Tdamé johtuu siité, ettid funktiolle esittéimédmme vaatimuksen mukaan f
kuvaa jokaisen luvun vain yhdeksi arvoksi.

) =

Pisteen alkukuvan merkintitapa aiheuttaa joskus hidmmennysti. Se saattaa
seota kddnteiskuvaukseen, jota merkitddn melkein samalla tavalla. Ero on siini,
ettd pisteen alkukuva f~!'({z}) on joukko. Toisin kuin kifinteiskuvaus alkukuva
on myos aina olemassa, olipa f miké funktio tahansa. Pisteen alkukuva voi tietysti
olla tyhj& joukko.

Joukon kuvan ja pisteen alkukuvan vililld on sellainen yhteys, ettd jos y kuu-
luu kuvajoukkoon f(A), niin sen alkukuva f~!({y}) on epityhji, mutta muuten
tyhjd joukko. Erityisesti siis f on surjektio téismiilleen silld ehdolla, etti minkéin
pisteen y € B alkukuva f~1({y}) ei ole tyhji, vaan yhtilslla f(x) = y on ratkaisu,
olipa y mikd tahansa B:n alkio. Huomaamme, ettd "surjektio” ja ”kuvajoukko”
ovat sanoja, joita kannattaa kiyttia tutkittaessa yhtaloiden ratkeavuutta, siis sité,
milloin ratkaisuja on olemassa ainakin yksi. Entd milloin yhtdlslla f(z) = y on
"yksikisitteinen” eli enintdin yksi ratkaisu? Niin kiy ilmeisesti tasan silloin,
kun alkukuvaan f~!({y}) kuuluu enintéisin yksi piste. Erityisesti niiin kiy, jos f on
sellainen kuvaus, joka kuvaa eri pisteet aina eri pisteiksi, ts. jos pitee

fla)=f(b) = a=0b

Téllaista funktiota f sanotaan injektioksi. Jos f on seki sur— ettd injektio, niin
f:1l4 on olemassa kiénteiskuvaus. Téllaista funktiota sanotaan bijektioksi A — B.

Léhes kaikki koulumatematiikassa esiintyneet funktiot liittéavit reaalilukuihin lu-
kuja. Monilla néistd funktioista on "nimi” tai ”lauseke”. Tillaisia ovat esimerkiksi
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sini, kosini, eksponenttifunktio tai erdistd polynomista ja eksponenttifunktiosta
yhdistetty kuvaus
fR>R:x+— e2e +3z+2,

Vektoreiden laskutoimitusten ajatteleminen funktioina auttaa vapautumaan van-
hentuneesta® ja varmasti ainakin lineaarialgebran kannalta haitallisesta tavasta aja-
tella, etté sana ”funktio” tarkoittaisi yleensi vain néitd ”lausekkeita”.

Télla kurssilla kohtaamme pédasiassa vektorimuuttujan vektoriarvoisia funk-
tioita — itse asiassa ldhes yksinomaan ns. lineaarikuvauksia. Lineaarisuuden ké-
sitteen kaikinpuolinen selittdminen on lineaarialgebran ja geometrian kurssin varsi-
nainen sisidltd. Sanomme lineaarisuudesta jotakin alustavaa seuraavassa kohdassa,
mutta kannattaa ensin miettis hiukan sité, millaisia olioita kuvaukset

R® — R™

yleensikin ovat (n, m € {1,2,3}).

Tapaus m = n = 1 on koulussa kiisitelty; kuvausta f : R — R voi havainnollistaa
esimerkiksi kuvaajallaan, tai sitten ajatella, ettéd f(¢) on vaikkapa ”ajasta t riippuva
luku”.

Seuraavaksi helpoimmassa tapauksessa n = 1, m = 2, jolloin f on reaalimuut-
tujan vektoriarvoinen funktio f : R! — R2. Tillaisen voi mukavasti ajatella ajasta
riippuvaksi tason pisteeksi, eli pisteen liikkeeksi tasossa. Koordinaatein ilmaistuna

f(t) = (fi(t), f2(2)),

missé fi ja fo ovat tavallisia reaaliarvoisia funktioita, ” parametrisoidun kayrin” eli
"liikkeen” f komponenttifunktiot.

f(3)

f
s > (Lo
B=R )\
f(0)

Léhtojoukkona olevan lukusuoran R kuvajoukkoa

FRY) ={f(t) [teR}

voi nyt hyvilld syylld sanoa tasokdyrdksi. Lineaarialgebrassa tutkitaan erityisesti
tilannetta, jossa f(R!) on suora.

Tapaus n = 1, m = 3 johtaa kolmikomponenttisten yhden muuttujan funktioi-
den teoriaan. Geometriselta kannalta niitd voi ajatella luonnollisessa avaruudessa
sijaitsevina kdyriné.

4Aivan niin. Funktiolla on ennen vanhaan tarkoitetettu juuri niité ”yhden reaalimuuttujan
alkeisfunktioita”
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Tapauksessa n = 2, m = 1 kuvaus f : R? — R liittdi jokaiseen tason pisteeseen
luvun, ja tapauksessan = 3, m = 1 f : R? — R jokaiseen avaruuden pisteeseen
luvun. Fysikaalisessa todellisudessa luku f((x1,2z2)) — lyhemmin f(x1,x3) tai vain
f(x) — voi olla vaikkapa tédménhetkinen ilmanpaine tai ldimpoétila paikkakunnalla,
jonka maantieteelliset koordinaatit ovat x ja y. Lampotila paikan funktiona on
hyvi myo6s esimerkkind avaruuden vektorin reaaliarvoisesta funktiosta eli kolmen
reaalimuuttujan funktiosta, jollaista fyysikot usein sanovat skalaarikentdiksi.

Tarkastellessamme edelld yhden (n=1) reaalimuuttujan — "ajan” — vektoriar-
voisia funktioita huomasimme, etts lihtoavaruuden kuvajoukko f(R!) oli geomet-
risesti mielenkiintoinen, itse asiassa ”kiyrd” maalijoukossa R? tai vastaavasti R3.

Tarkastellessamme nyt toiseen suuntaan menevid kuvausta f : R? — R ovat
pisteiden alkukuvat eli funktion f tasa-arvojoukot

Iy ={z e R? | f(z) =y}
geometrisesti mielenkiintoisia. Esimerkiksi kuvauksessa
fiR? SR (z1,20) — 27 + 22
pisteen y = 1 € R alkukuva, siis niiden pisteiden joukko, joissa f(z) = f(x1,22) =1

on origokeskinen 1-sdteinen ympyrd. Klassinen analyyttinen geometria kiisittelee
tdhén tapaan médriteltyjéa kiyria, tasa-arvokdyrid.

Kolmiulotteista tilannetta sivutaan koulukurssissa vain vihian. Kuvauksessa
f : R® — R pisteiden eli lukujen alkukuvia on jirkevii sanoa funktion f tasa-
arvopinnotksi. Esimerkiksi kuvauksessa

fIRB —R: (x17$27x3) |—>ZC%+[E§+$§
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pisteen 1 € R alkukuva — siis niiden pisteiden joukko, joissa f(z1,x2,23) =1 —on
origokeskinen 1-séteinen pallo, oikeastaan pallonkuori. Tissé esimerkissd muutkin
funktion positiivisa arvoja y > 0 vastaavat tasa-arvopinnat f~!({y}) ovat origo-
keskisid, siis sisdkkéisid palloja. Nollas tasa-arvopinta kutistuu pelkéksi origoksi ja
negatiivisten lukujen alkukuvat tyhj#ksi joukoksi.

N

8
/ 7/ S0\

Palloesimerkki on siind mielessé edustava, ettéd yleensikin vektorimuuttujan sdén-
nollisen reaaliarvoisen funktion tasa-arvojoukot ovat yhdensuuntaisia pintoja ikésin-
kuin sipulin kuoret. Kun tunnemme tasa-arvopinnat ja funktion arvot kullakin
niistd, tunnemme koko funktion. Mielikuva sipulinkuorista on limpojakauman ta-
voin hyvé keino kuvitella mielessédéin kolmen reaalimuuttujan funktiota eli skalaa-
rikenttas.

Millaisia sitten ovat vektorimuuttujan vektoriarvoiset funktiot? Ainakin on sel-
vid, ettd kuten edelld tapauksessa n = 1 funktiolla

f:R*" —R™

on joka tapauksessa m komponenttifunktiota, mutta ndmé ovat yleisen n tapaukssa
vektorimuuttujan reaaliarvoisia funktioita, siis juuri sellaisia, joita dsken kuvailin.

Palaamme tihéin tapaukseen tuotapikaa, mutta varmistelemme ensin ésken opit-
tuja asioita kertaamalla niitd ”lineaarisessa” tapauksessa, lukiossahan on jo tutkis-
keltu tasojen ja suorien yhtaloité.

0.4. Tason ja suoran yhtilsiti.

Lukiossa esitetééin monenlaisia suoran ja tason yht#loitd. N&itd ovat ainakin
seuraavat:

1) Suoran parametrimuotoinen yhtild (Suora "kdyrind”).

Olkoot a ja v m-komponenttisia vektoreita, joista v ei nollavektori®. Funktion

f:R—R™
t—a+tv
kuvajoukko {a + tv ‘ t € R} on suora. Parametrimuotoinen yht#ls on helppo

muodostaa, kun suorasta tunnetaan piste ja suunta tai kaksi pistettd. Jialkimméainen
tapaus palautuu edelliseen ottamalla suunnaksi pisteiden erotusvektori.

5Mieti, miksi nollaa ei haluta.



10

a=f(0)

a+v=f(1)

a+2v=f(2)

On helppoa piirtédd suora, kun sen parametrimuotoinen yht#lo on annettu. Sen
sijaan parametrimuotoisesta yhtélostd ei heti laskuitta néde, onko jokin annettu
piste x € R™ suorallamme. Tietysti piste a kuuluu suoralle. Erityisesti, jos a = 6),
niin suora kulkee origon kautta; ehkéd muutenkin. Huomaa, ettd maaliavaruuden
R™ ulotteisuus m ei juuri vaikuta ndihin pééttelyihin.

2) Tason lineaarinen yhtilo avaruudessa. (Taso “tasa-arvopintana”)

Olkoon a = (a1, as, az) € R3 nollasta eroava vektori ja c luku, ja olkoon f
funktio

R} - R

(21,72, 73) — @171 + azw2 + azxs.
Pisteen ¢ € R alkukuva f~!({c}) on taso®

{(z1, 2, x3) } a1x1 + asxo + azrs = c}.

IR

Taso, jossa f(x)=c

Tason alkukuvatyyppiselld yhtédlolld pystyy helposti testaamaan, onko jokin
annettu piste x tasossa vai ei. Tarvitsee vain laskea f(z) ja todeta saatiinko
c vai jokin muu luku — toteutuuko yht#lo. Yhtédlon avulla voi myos helposti
selvittdsd, missd kohdissa tasomme leikkaa jonkin kidyrdn tai paramterimuotoi-
sen suoran, esimerkiksi koordinaattiakselit. Lasketaan malliksi leikkaus z—akselin
kanssa. z—akseli on parametrimuodossa esimerkiksi kuvajoukko S = ¢(R), missd

6Tissi tarvitaan tietoa, etté jokin a; # 0. Miksi?
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o(t) = 0+t(1,0,0) = (,0,0). Piste p(t) = (£,0,0) kuuluu tasoon f~1({c}) tasan
silld ehdolla, ettd f(p(t)) = c. Sijoitamme ja sievenndmme:

fle(t) =c
f(t,0,0) =¢
ait =c¢

c
t = —, mikili a; # 0. Muuten ratkaisua ei ole.
ai

Leikkauskohta on ¢(t) = (=,0,0).

Laskemalla toiset vastaavalla tavalla huomaamme, ettid taso a1x1+asxro+azxrs =
¢ leikkaa akselit kohdissa =, mikéli luvut a; ovat nollasta eroavia (1 =1,2,3).
Muuten se on ilmeisesti jonkin akselin suuntainen. T:ta voi kiyttéd toisinkin péin:
tasolla, joka leikkaa akselit nollasta eroavissa kohdissa aq,as ja az on ilmeisesti

x

yhtélo 2t + *2 + #2 — 1, koska olemme juuri laskeneet, ettd tdmé taso leikkaa
1 az az

akselit oikeissa paikoissa. Taso on helppo piirtidd, kun tunnetaan sen leikkaukset
akselien kanssa.

Padtdamme tason alkukuvatyyppisen yhtélon esittelyn kahteen havaintoon.

Ensinnikin, jos pidetdin lukuja a; kiinteiné, siis funktiota f ei muutella, niin eri
lukujen c alkukuvat ovat erillisié tasoja, ovathan ne eri pisteiden alkukuvia. Ne ovat
siis yhdensuuntaisten tasojen parvi. ”Sipulinkuoremme” ovat téssd tapauksessa
pikemminkin ”kirjan lehtid”!

Toisekseen on niin, ettd edelld tehdyilld laskuilla on luonnollinen geometrinen
tulkinta. Funktion f : (x1,22,23) — a121 + asxs + agxs arvo f(x) = Zle a;x1
on yksinkertaisesti vektoreiden a = (a1, az,as) ja x sisidtulo! Tasomme muodostuu
kaikista niistd vektoreista, joilla sisétulo kiinteéin vektorin a kanssa saa saman arvon,
siis yhtdlon (a|z) = c ratkaisuista. Siksi tasomme on kohtisuorassa vektoria a
vastaan. Olemme l6yténeet kaikki vektorin a normaalitasot. Nyt ymmérramme
geometrisestikin, milld ehdolla tasomme on jonkin koordinaattiakselin suuntainen;
tasan silloin kun a = (a1, as, az) on kohtisuorassa akselia vastaan.
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(X\
|IX|| cos la)\c
Il N\
0o u\ >
\\\\\\ ‘\\ a
X

3) Tason parametrimuotoinen yhtilé (Taso "parametrisoituna pintana”). Yleis-
tamailld kohtaa 1) saa tasollekin parametrimuotoisen yhtélon. Tamé on helppo
kirjoittaa tietokoneen siirrd teksti- toiminnolla. Pit#d vain korjata ldhtojoukoksi
R2. Kas noin:

Olkoot a ja v sekd u m—-komponenttisia vektoreita, joista v ja u erisuuntaisia.
Funktion

7

f:R?> - R™
(t,s) — a+tv+ su

kuvajoukko {a + tv + su ‘ (t,s) € R?} on taso. Parametrimuotoinen yht#ls on
helppo muodostaa, kun tasosta tunnetaan piste ja kaksi sen suuntaista vektoria tai
kolme eri pistettd. Jalkimméinen tapaus palautuu edelliseen ottamalla suunniksi
kaksi pisteiden erotusvektoria.

On myos helppoa piirtdéd taso, kun sen parametrimuotoinen yhtilé on annettu.
Sen sijaan parametrimuotoisesta yhtilosté ei heti laskuitta née, onko jokin annettu

—
piste x € R™ tasollamme. Tietysti piste a kuuluu tasolle. Erityisesti, jos a = 0,

niin taso kulkee origon kautta, ehkd muutenkin.

"Mieti, miksi yhdensuuntaiset eivit kelpaa.
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Ongelma: Miten muutat tason yhtiléon muodosta toiseen?
4) Suoran yhtidléryhmd (suora tasojen leikkauksena). Edellisen innoittamana
korjataan kohtaa 1) muuttamalla maaliavaruus kaksiulotteiseksi.
Olkoot a = (a1, az, ag) ja b = (b1, by, bs) kaksi erisuuntaista vektoria ja ¢ ja co
kaksi lukua, toisin sanoen ¢ = (c1,co) € R2. Midritellddn funktio
R?® — R?
(ill'l, o, 1133) —> (alxl + aa2x9 + asxrs, bll'l + bg.%’z -+ bgil?g)

Pisteen ¢ € R? alkukuva f~!({c}) on kahden erisuuntaisen tason leikkaus, siis
suora. Tamén voi perustella niin:

F1{e}) = {(z1, 2, 23) ‘ a121 + agx2 + asrs = c1 ja bixy + bawo + b3rz = 2} =
{(z1, 29, 23) ’ a121 + agxe + azrs = c1} N {(z1, z2, x3) } b1z + boxo + bszg = ca}.

Suoralle f~1({c}) on saatu tutunniksinen yhtalspari.

{ a1 + a2x2 +a3xrs = Cp

bizi + boxo + bsxrs = co

x/b)=c

o b

W =1 4

Suora (x|a):c1 ja (x|b):c2

Emme nyt laske endi enempéi. Sen sijaan on aika miettid tuloksia. Ainakin
on selviid, ettd tason yhtdlon hyva hallinta antaa sivutuotteena tuntuman suoran
yhtélopariin. Toinen asia, johon kannattaa kiinnittd4 huomiota, on se, ettd avaruu-
dessa R? maéritellyn R2-arvoisen funktion tasa-arvojoukot, siis pisteiden alkukuvat
niyttavit olevan pintojen leikkauksia, siis siind mielesséd ”kayrid”.

0.5. Lineaarikuvaukset.

Tdydenndmme nyt koulukurssia. Edellisen luvun pitkit laskut ja mutkikkaat
merkinnét seké eri tapausten erittelyt ovat hankalia. Parempi olisi katsella asioita
yhteniiselld tavalla ennen siirtymistéd mielivaltaisen moneen ulotteisuuteen. Kaikki
tutkimamme nelji tason ja suoran yhtéloa olivat pohjimmiltaan kuva- tai alkuku-
vajoukkoja, kunhan tarkasteltiin sopivaa funktiota f. Lineaarialgebran kannalta
olennaista on, ettd f oli tapauksissa (2) ja (4) lineaarikuvaus ja tapauksissa (1) ja
(3) lineaarikuvauksen ja vakiofunktion summa.
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MAARITELMA. Kuvaus f : A — B on vakiofunktio, mikili se saa saman arvon
kaikissa pisteissé, toisin sanoen jos on olemassa piste b € B siten, ettd jokaisella
a € A pitee

fla) =10
f
A B

Vakiokuvauksen kuvajoukko on yksipisteinen: f(A) = {b}.

MAARITELMA. Kuvaus f : R®" — R™ on lineaarinen, mikili se toteuttaa seu-
raavat aksioomat:

(L-1) f(z+y) = f(z)+ f(y) kaikille z ja y € R™.
(L-2) f(Az) = Af(z) kaikille A € R ja kaikille x € R™.

Osoittautuu, etté jokainen lineaarikuvaus kuvaa origon origoksi. Lisiksi se kuvaa
suorat suoriksi tai pisteiksi. Taso kuvautuu tasoksi, suoraksi tai pisteeksi. Myos
pisteen, suoran tai tason lineaariset alkukuvat luonnollisessa avaruudessa R? ovat
joitakin néistd tai koko avaruus. Pohdimme seuraavassa kohdassa, miksi néin on.
Ensin tarkastellaan esimerkkeja.

ESIMERKKEJA LINEAARIKUVAUKSISTA. Perusesimerkkejé lineaarikuvauksista:
(1) Luvulla p € R kertominen, toisin sanoen p—venytys eli p—skaalaus
fR" - R":x— pux
on tietysti lineaarikuvaus, onhan

flz+y) = +y) =pr+py = f(z)+ f(y)
ja f(Ax) = p(Az) = pAz = Apx = A f ().

2X
X y

(2) Tason kierto (origon suhteen) kulman 6 verran on myos lineaarikuvaus.®

Laskennallinen kisittely on hankalampaa kuin venytyksen tapauksessa, mutta
ainakin kierron voi ilmaista napakoordinaateissa ja sieventéd tuloksen.

f:R* = R?: (x1,22) = (1 cos ¢, rsin @)
— (rcos(¢ + 0),rsin(¢p + 0))
= (r(cos ¢ cos @ — sin ¢ sin 0), r(sin ¢ cos O + cos ¢ sin 0))

= (z1cos80 — xo8in 6, 1 sin O + x cos h).

8F(x +y) = F(x) + F(y) ja F(Ax) = A\F(z) pitevit tietty aina, mikili F' on kierto origon
ympéril
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A4 f(x)

(3) Nollakuvaus
fR"—=R":2+—0

on lineaarikuvaus, olivatpa ulotteisuudet n ja m mité tahansa.

X
i f
—
f(x)=(0,0)
(4) Ensimmdinen koordinaattifunktio eli projektio x1—akselille
R >R:z=(x1,...,2,) — 11
on tietysti lineaarinen. Sama koskee muita koordinaattifunktioita f : R™ —
R:x=(x1,...,2) — x;, misséi (i =1,2...,n).
f
A
X
>4 7
(x l,O) X4

5) Vastaavasti myos projektio x1, xo—tasoon
Y ]
fiR? = R? 2 = (21,22, 23) — (21, 22)
eli x3—koordinaatin poisto on sekin lineaarinen — samoin projektiot muille
koordinaattitasoille.

(Xl’ X5 0) f(x):(xl, x2)
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ESIMERKKEJA LINEAARIKUVAUKSISTA JA VAKIOISTA. Myos tasojen ja suorien
yhtéloita tutkiessamme esiintyneet funktiot f, joista oikeastaan saimme aiheen tut-
kia lineaarikuvauksia, ovat lineaarisia tapauksissa (2) ja (4). Témén toteamiseksi
tarkastetaan huolellisesti toteutuvatko mééritelmén kaksi ehtoa niille funktioille f.
Aloitetaan suoran alkukuvamuotoisessa yhtélossi esiintyneelléd funktiolla

R —R

(1'1, 9, 1‘3) = a1 + asT2 + asxs.
Tarkastamme lineaarisuuden:

fle+y) = flz1+y1, 22 + Y2, 23 + y3)
= a1(z1 +y1) + az(z2 + y2) + as(zs + y3)
= a121 + a1Y1 + a2x2 + a2y2 + a3xr3 + asys
= (a171 + @272 + azw3) + (a1y1 + a2y2 + asys)
= f(z) + f(y)

f(Ar) = f(Az1, A2, AT3)

= a1 \x1 + ag Az + asAxs
= Aa1z1 + agxs + asxs)

= \f(x).

Tassé oli litkaa laskemista. Saman tuloksen saa suoraan kiyttémailld havaintoa,
ettéd kyseessé on sisédtulo, ja ettd tunnemme sisdtulon laskusdidnnot.

flz+y) = (alz +y) = (a|z) + (aly) = f(z) + f(y)
f(Az) = (a|Az) = A(a|z) = A f(z).

My®os kohdan (4) kaksikomponenttisen funktion voi kirjoittaa sisdtulon avulla.

f:R* >R

(1,22, 23) — (a121 + agx2 + azxs, bix1 + bawa + bsws) = ((alx), (b]x))
Lineaarisuus on nyt helppo todeta.

alz +y), (bl +y))

) + (aly), (blz) + (0]y))
x), (blz)) + ((aly), (bly))
)+ f(y)

|Az), (b|Az))

; A(blz))

; (bl))

flx+y)=

((al
((al
((af

flz
fx) = ((a

(alz)
((alz)
f(z).

= (A
h
A
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Kohdissa (1) ja (3) kéisitellyt funktiot eiviit ole lineaarisia, paitsi tapauksessa a =
0, jolloin saadaan origon kautta kulkevaa suoraa ja tasoa parametrisoivat funktiot

f:R—R™
t— tv

ja
f:R? > R™

(t,s) — tv + su.

Kummankin lineaarisuus on ilmiselvii.
Vakiofunktio

fe :R" —=R™

X c
ei sen sijaan ole lineaarinen muulloin kuin tapauksessa ¢ = 0.

0.6. Matriisit.

Lineaarikuvausten valtava menestys matemaatikon yleistyokaluna perustuu hy-
vien geometristen ominaisuuksien lisiksi siihen, ettd? lineaarikuvauksen arvon voi
laskea helposti tavallisella nelilaskimella. Tdmé&n ymmértad parhaiten geometriselta
kannalta. Siksi tarkastellaan kaksiulotteista tapausta, joka on helppo piirtéa.

LINEAARIKUVAUKSEN GEOMETRIA. Olkoon F : R? — R? lineaarikuvaus.'® Ol-
koot standardikantavektoreiden kuvat F(e;) = a1 ja F(ez) = @ o. Osoittautuu,
ettd muuta tietoa kuin kantavektoreiden kuvat ei tarvitakaan kaikkien
pisteiden = € R? kuvien laskemiseksi tai piirtimiseksi. Aloitamme piirté-
malld muutamien pisteiden kuvat.

f(e 1+e2)= ay +a2

-

+a

f(2e 1+e2)= 2a1 2

&y 2a1

9 Asrellisulotteisessa avaruudessa.
10 ineaarikuvauksia merkitiin useimmiten isoilla kirjaimilla, esim. F, L, A tai T. Lineaariku-
vauksen arvoa F'(x) merkitdén usein sulkeitta Fz. Tdssd johdannossa kiytetéidn vield sulkeita.



18

Niaemme, ettd kantavektorin e; suuntaisen vektorin Ae; kuva on yksinkertaisesti
F()\e1) = \@’1 ja kantavektorin e suuntaisen vektorin pes kuva on F(ues) = p'a's.

Myos erdiden muiden vektoreiden kuva on helppo péitelld, esimerkiksi F'(e; +
e2) = F(e1) + F(ex) = @1 + @2. Yhdistamalld nimi kaksi ideaa saamme selville,
ettd minki tahansa vektorin x = (x1, 22) € R? kuva on:

F(.Il,l‘g) = F(mlel + 113262)
= F(mlel) + F(LL’QGQ)
= xlF(el) + .CEQF(GQ)

— —
=x1 01+ 29 a9.

Témé on todella helppo piirtdé: lue x:n koordinaatit x1 ja x5 ja piirrd kuvapisteeksi
piste, jolla on ndmé# samat koordinaatit siind vinokulmaisessa koordinaatistossa,
jonka kantavektorit ovat @1 ja @ o, siis standardikantavektoreiden kuvat.

Naiden tarkastelujen jédlkeen on kuvan perusteella uskottavaa, ettd ainakin 2-
ulotteisessa tapauksessamme lineaarikuvaus F' : R? — R? kuvaa origon origoksi
ja suorat viivat suoriksi viivoiksi tai mahdollisesti pisteiksi.!! Olemme myos huo-
manneet, ettd kun kantavektoreiden kuvat on piirretty, niin mink tahansa pisteen
x = (x1,22) kuvapisteen F(r) = x1 7@ 1 + o2 @ 2 voi piirtii mitiin laskematta.

LINEAARIKUVAUKSEN ALGEBRA. Lineaarikuvauksessa F : R? — R? vektorin
x kuvapisteen F'(z) voi toisaalta myts laskea tavallisissa koordinaateissa hyvin
siististi, kun kantavektoreiden kuvapisteet tunnetaan. Laskua varten tarvitsemme
tietysti annettujen vektoreiden koordinaatit. Olkoot esimerkiksi

1:(172

ﬁ
a
ja Fles) = a2 = (3,4),
jolloin

F(Z‘) = F(.Clil,.%‘z) = :13'171 + 1‘272
= m1(172) +$2(3,4)
= (21 + 3z, 221 + 4x9)

I Ajnakin nollakuvaus kuvaa kaiken pisteeksi.
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Vastaavan tuloksen saa tietysti joka tapauksessa, olivatpa kantavektoreiden ku-
vat @1 ja @» mitd tahansa vektoreita: Merkiten

1= (a11,a21)

ja 9 = (a12,a22),

saa

F(z) = F(x1,22) = T1 a1+ T2 @
= z1(a11,a21) + x2(a12, a22)

= (z1011 + 2012, T1G21 + T2a22).

Kun katselee tulosta, voisi ensi silméykselld ehké kuvitella, ettd tuloksen kompo-
nentit olisivat vektoreiden x ja @’; sisdtuloja, mutta niin ei asia sentiin ole.
Tarkkaan katsoen huomaa, ettd aio ja a1 ovat vaihtuneet toisikseen. Oikean tu-
loksen muistamiseksi kannattaakin kirjata kantavektoreiden kuvien F(e;) = @’y =
(a11,a21) ja F(ez) = @2 = (a12, az) koordinaatit kaavioksi, joita sanotaan lineaa-
rikuvauksen F' matriisiksi.

Mat(F) = [“11 “12} .

az1 Aa22

Kuvan F(z) koordinaatit ovat matriisin rivien ja kuvattavan vektorin z
sisdtulot. Matriisi on jirjestelty siten, ettd matriisin sarakkeet ovat kan-
tavektoreiden kuvat.

ja  F(e2) = a2 = (a2, a22)

Matriisi sisdltéii kaiken tiedon lineaarikuvauksesta F' : R? — R2. Kaikenulot-
teisilla lineaarikuvauksilla R™ — R™ on matriisi samaan tapaan kuin tapauksessa
n = m = 2. Sarakkeiden — kantavektoreiden kuvien — méérd on ilmeisesti n ja
rivien — kantavektorin kuvan komponenttien — luku m. Muodostetaan malliksi
matriisit niille funktioille, jotka saimme edelld tason ja suoran yhtiloisté.

ESIMERKKI 1.
F:R—R3: tw F(t) =tv= (tvy, tvs, tvs)

Miarittelyjoukkona olevan avaruuden R = R! ainoa standardikantavektori e; € R?
on luku 1. Sen kuva on F'(1) = (v1, v2,v3), ja tillaisen yksiulotteisessa avaruudessa
maédritellyn lineaarikuvauksen F' matriisissa on siis vain tdm# yksi ainoa sarake.
Mat(F') on sarakematriisi:
U1
M at(F ) = | VU3
U3
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F
> —
o i
ESIMERKKI 2.
F:R? > R: (r1,22,23) — F(x1,29,23) = a121 + asxs + azxs = (a|z)

Mairittelyjoukkona olevan avaruuden R? standardikantavektoreiden ey, e, e3 € R3
kuvat ovat F(e;) = (ale1) = a1, F(e2) = (alea) = aq, ja F(es) = (ales) = as.
Nimé ovat reaalilukuja, siis avaruuden R! alkioita. Reaaliarvoisen kuvauksen F
matriisissa on vain yksi ainoa rivi. Mat(F') on rivimatriisi:

Mat(F) = [0,1 a9 0,3]

>

O (@pPoy=F@®)

ESIMERKKI 3.

F:R*> = R3: (t,8)— F(t,s)=tv+su
Maésrittelyjoukkona olevan avaruuden R? standardikantavektoreiden e; = (1,0) ja
es = (0,1) € R? kuvat ovat F(e;) = f(1,0) = v = (v1,v2,v3) ja F(es) = F(0,1) =
u = (ug,us,u3) € R3. Kuvauksen F : R? — R? matriisissa on 2 saraketta ja 3 rivii.

V1 Uy
Mat(F) = | vy w2
V3 Us
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ESIMERKKI 4.
F:R® = R?*: (11,29,23) — (a101+asxa+ass, bz +boza+bszs) = ((a|z), (b]x))

Maésrittelyjoukkona olevan avaruuden R? standardikantavektoreiden e; = (1,0,0), ey =
(0,1,0) ja es = (0,0,1) € R? kuvat ovat

F(e1) = ((ale1), (ble1)) = (a1,b1)
F(ez2) = ((alez), (blez2)) = (az,b2)
ja F(es) = ((ales), (bles)) = (as, bs) € R?.

Kuvauksen F : R3 — R? matriisissa on 3 saraketta ja 2 rivii.

a a a
Mat(F) [bi " b;] |

AVARUUDESSA TASOSSA

0.7. Tason kierto.

Lineaarikuvausta ja sen matriisia voi kiyttdd tasojen ja suorien yhtéloiden ym-
mértdmiseen ja yleistdmiseen, kuten edellisessé kohdassa annoimme aavistaa. Sa-
malla on saatu viline, jolla péistéin kisiksi koordinaatiston kiertoon. Koordinaa-
tiston kiertdminen on toisaalta analyyttisen geometrian kannalta suunnilleen sama
asia kuin ”kuvioiden kiertdminen vastakkaiseen suuntaan”. Havainnollistamme t&ta

johtamalla 45 astetta eli  radiaania kierretyn paraabelin yht#lon.'?

ESIMERKKI. Asetamme tavoitteeksi keksié yhtilon, joka kuvaa paraabelia
{(z1,22) €R? | f(z) = 22 — 27 = 0}
kierrettyné 7:n verran myotépéivéaén eli matemaattisesti negatiiviseen suuntaan

12Koulussahan kartioleikkauksia, siis paraabelia, ellipsié ja hyperbelii, kisitelldin lihes aina
ns. padakselikoordinaatistossaan, jonka akselit ovat kuvion symmetria-akselit. Hyperbelille on
lukiossa yhtilot zy = a ja 22 — y?> = b asennosta ja koosta riippuen. Kierto muuntaa nimé
toisikseen!
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A X2 A y2
oxFly  F
> = ﬁ;(")
X1 Y1

Periaatteessahan kaikki on ihan selviiii. Kierto on lineaarikuvaus F : R? — R2.
Kierto on myos bijektio ja sen kidnteiskuvaus F~! on kierto 7 verran vastapéi-
viin, eli matemaattisesti positiiviseen suuntaan. Kéainteiskuvausta tarvitaan siksi,
ettd piste F(x) =y = (y1,y2) € R? kuuluu kierrettyyn paraabeliin tasan silloin,

kun piste
F~l(y)

on alkuperdiisellid paraabelilla eli toteuttaa alkuperédisen paraabelin yhtélon:

f(F~(y) =0.

Tim4 on haluttu yhtils tiiviissd muodossa.'® Lineaarikuvauksen F~1 : R? — R?
lauseke pitdd vield keksid ja sijoittaa tiiviiseen yhtéaloon. Sittenhén loppu on pelkkéaé
sieventelyé.

Kierron F~! lauseke onkin tiedossamme. Muistamme nimittiin sivulta 18, etté
koska kierto F'~! on lineaarikuvaus R? — R?, sen tdydelliseen hallintaan riitta
tietdd kantavektoreiden kuvat, tarkemmin sanoen

Fly)=F Y y,ye) =y1 @1 +y2 a2

missd a1 = (a11,0a21) ja @2 = (a12,a22) ovat standardikantavektoreiden kuvat
kuvauksessa F'~1, siis téssi tehtiviissi kantavektorit kierrettyini 7 verran. Namé
tiedetdin:

13Korvaamalla f jonkin muun kdyrin méirittelevilld funktiolla saisi kierrettyi jotakin muuta
kdyrai.
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@1 = (a1, a2) = F(e1) = (

=
[\
=
[\
N—

o = (a12,a2) = F~ (ep) = <——, —) )
Siispid

FNy) = F Y (y1,y2) =
— —
=yi1a1+y2as

( 1 1 ) n < 1 1 )
1 \/57 \/5 Y2 5 ) 5
_ (yl — Y2 Y1 -HJQ)
V2 V2 )
Sijoittamalla tdmé& f:n lausekkeeseen saadaan kierretyn paraabelin yhtéloksi

fE™

()

+ + L2 1.
\/—3/1 \[3/2 y1Yy2 — 2y1 292-

Kootaan tulokset:

e Kierretynikin paraabeli on toisen asteen kahden muuttujan polynomin kor-
keuskayré, toisen asteen kdyra.
e Kierto on lineaarikuvaus.

[EN

> . >
e, -sin6 cos 6 €

e Lineaarikuvauksia koskevan luvun alussa kiytimme napakoordinaatteja las-
keaksemme lausekkeen mielivaltaista kulmaa 6 vastaavalle kierrolle. Kierto-
kuvausta (x1,z2) — (z1 cos — x5 sin b, x1 sin 6 + x4 cos #) vastaava matriisi
on

sinf  cosf

[cos@ —Sinﬁ]
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0.8. Suunnikkaan ja suuntaissirmion tilavuus.
Tason vektoreiden u ja v € R? virittdméin suunnikkaan ala eli kaksiulotteinen

tilavuus on niiden pituuksien tulo kerrottuna niiden vilisen kulman sinillé, siis
|lu||||v] sin(er). Tdm& on — mahdollisesti merkkii vaille — sama kuin kaksirivinen

uy v1
Uz V2

PERUSTELU. ujve — v1us on sisidtulo vektorista v ja vektorista w, joka on saatu
verran. Laskemalla kulmat huomaa, ettd sisédtu-

determinantti
= U1V2 — V1U2.

kiertdmélla vektoria u kulman 5
lolle pétee (vjw) = |lv||||w]| cos(§ — a) = [|v]|||u| sin c.

NIA
Q

O
Suunnikkaan alalle saatiin ylldttavéin helppo lauseke, ja asia vain paranee, kun
pannaan merkille, ettd on olemassa myos kolmiulotteinen malli samasta ideasta.
Avaruuden vektoreiden u, v ja w virittdmén suuntaissdrmion tilavuus on — mah-

dollisesti merkkis vaille — sama kuin kolmirivinen determinantti

Uy V1 w1
V2 W2 U1 w1 U1 w1
Uz V2 W2 | =1U — U2 + us
V3 wWs U3 V2 W2
uz vz wWs
u

PERUSTELU. Ainakin kuvan tilanteessa, jossa vektoreiden viliin jia terédvit kul-

mat, pohjana olevan suunnikkaan ala on ||u x v|| ja sérmitn korkeus on ||w|| cos (3, jo-
ten sen tilavuus on ||u X v||||w|| cos B, siis sama kuin ”skalaarikolmitulo” ((u X v)|w).
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Laskemalla koordinaateissa voi todeta, etti tdmé& on juuri kolmirivinen determi-
nanttimme.

Esitamme determinanttia késitteleviissd luvussa 2 todistuksen, joka pitee kai-
kissa tapauksissa ja joka myos toimii kaikenulotteisissa avaruuksissa. []

0.9. Kompleksiluvut tulkittuna tasoksi R? ja suoraksi C!.

Kompleksilukujen joukko C voidaan tunnetusti samaistaa tasoon R? pitamalls
kompleksilukua z = x + iy pisteend (z,y). Kompleksiluvun z itseisarvo |z| on
vastaavan pisteen etéisyys origosta. Kayttamilla napakoordinaatteja saa komplek-
siluvulle esityksen z = (x,y) = (rcosf,rsinf).

z

|z| sin ©

6
C “Yzicos e

Kompleksilukujen z = (z,y) ja w = (a,b) tulo lasketaan niin kiiyttéien ehtoa
P2 =—1:

2w = (x + iy)(a + ib) = za + xib + iya + i*yb = (va — yb) + i(xb + ya).

Kompleksilukujen tulo on sisé- ja ristitulosta eroava tapa kertoa keskenéin kaksi
vektoria. Se toimii vain kaksiulotteisessa tasossa.

Kompleksilukujen algebralliset laskutoimitukset noudattavat téysin samoja las-
kulakeja kuin reaalilukujen laskutoimituksetkin.'* Siksi voisimme muodostaa vek-
toreita yhtd hyvin lihtemilld kompleksiluvuista. Kompleksilukujen pareja (z,w) €
C? voisi sanoa kompleksisiksi kaksikomponenttisiksi vektoreiksi jne. Palaamme té-
hin ideaan vasta kirjan lopussa.'®

0.10. Trigonometrian kaavoja.

Ei voi olla vahingoksi pitéé mielessi, etté sin? z + cos? z = 1, kuten jo Pythago-
raan kerrotaan tienneen. Viisas muistaa liséiksi sinin ja kosinin summakaavat, joita
on edelld jo kiiytettykin laskettaessa kierrolle matriisia

sin(x + y) = sinz cos y + cos T siny

cos(x +y) = cosxcosy — sinxsiny,

14yhteisis laskulakeja sanotaan kunta-aksioomiksi.
15Viimeisesséd luvussa laskeskellaan kompleksiluvuilla. Siltd varalta, ettd lukijakin niin tekee,
huomautan siitd, ettd kompleksiluvun nelit voi olla negatiivinen ja siksi myts kompleksisen vekto-
rin ”sisédtulo” itsensd kanssa voisi olla negatiivinen, jolloin ” vektorin pituus” tulisi imaginaariseksi.
Ongelmalta on tapana vilttyd méédrittelemalld kompleksisten wvektoreiden sisdtulo lausekkeeksi
n

(zly) = 2191 + 2202 + - - + TnYn = Z x;7;, missé ylleviivauksella on merkitty kompleksikonju-
=1

gointia eli liittolukua. Kompleksisessa lineaarialgebrassa on luonnollista sanoa ”kompleksitasoa”

C ”kompleksiseksi suoraksi”.
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eiké opettele erotuksen kaavoja, koska summassa tietysti saa olla negatiivinen y.
Sen sijaan sinin parittomuus

sin(—z) = —sinz

ja kosinin parillisuus
cos(—x) = cosx

on parasta pitdd mielessa.
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1. Lineaarinen yhtiloryhméi ja matriisi

Lineaarialgebra ja tasojen ja suorien geometria yleistyksineen ovat saman asian
kaksi hyvin erindkoistd puolta. Geometria antaa asialle havainnollisen ja myos
syvillisen siséllon ja runsaasti sovelluksia. Myos téssé luvussa esiteltéavi algebralli-
nen puoli sisiltéd syvii oivalluksia.'® Lisiksi algebrallinen puoli sisdltéi tehokkaita
laskennallisia menettelytapoja. Tissd luvussa esitellidn keskeinen ongelma — li-
neaarisen yhtdloryhmén ratkaiseminen, kun siind on mielivaltaisen monta yht&lod
ja tuntematonta.

Johdantoluvussa emme perustelleet kaikkia viitteitd aukottomasti. Koetamme
nyt olla huolellisempia, koska tarkoituksena on esittdd yhtédloryhmén tdydellinen
ratkaisu kaikissa tapauksissa. Siksi noudatamme tésté alkaen matemaattisen teks-
tin vakiintunutta muotoa. Lausumme tarkastetut tosiasiat numeroituina ”lauseina”
merkkiin [] pééttyvine todistuksineen ja otamme kiyttoon uusia kisitteitd nu-
meroiduin "méédritelmin”. Vilissd on lukemisen helpottamiseksi paljon muutakin
tekstid, mutta teorian kannalta sen voisi periaatteessa jéattdd pois. Varoen sekoa-
masta johdantoluvun todistamattomin viitteisiin esitimme periaatteessa kaiken
alusta alkaen uudelleen.

1.1. Alustava yritelmé — kaksi yhtédlo4 ja kaksi tuntematonta.
Tarkastelemme aluksi helponnékoisté erikoistapausta, yhtédloparia

1171 + a1272 = by
|

a2121 + a22T2 = ba,

misséd kertoimet ai1, ..., a2, b1 ja by ovat reaalilukuja seké x1 ja xo ovat tuntemat-
tomia. Lukion kurssin perusteella muistamme, ettd yhtéloparin ratkaisun luonne
riippuu luvusta D = aq1a29 — a12a97.

1.1.1. LAUSE.

a) Jos D # 0, niin yhtdloparilla (1) on tismdlleen yksi ratkaisu, nimittdin

az2b1 — ai2by
D

a11ba — az1by

— D

Tr1 —
To =

b) Jos taas D = 0, niin yhtiloparilla (1) joko ei ole ratkaisua, tai silli on
ddrettomdan monta ratkaisua.

TODISTUSHAHMOTELMA. Tapauksessa D # 0 voi sijoittaa annetut lausekkeet
yhtédloihin ja todeta sieventémillé, etté ne toteutuvat. Toisaalta voi pienelld vai-
vanndolld todistaa sen, ettd muita ratkaisuja ei ole. Tamé tapahtuu vaikkapa rat-
kaisemalla ensimmaéisestd yhtéalostd x, toisen tuntemattoman lausekkeena

. b1 — a1272
T = ’
ail

16\ atriisilaskenta on yllattédvin uutta, vasta viime vuosisadan loppupuolella kehittynytté.
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sijoittamalla se toiseen yht#loon ja ratkaisemalla xo. Laskussa joutuu lopuksi ja-
kamaan luvulla D, joka esiintyy ratkaisun nimittéjiné, mutta se ei haittaa, koska
oletettiin, ettd D # 0. Itse asiassa jaoimme myos luvulla a1;. Jos sattuu olemaan
a11 = 0, niin tdmé oli laitonta ja joudumme ratkaisemaan yhtéloryhmén esimer-
kiksi lausumalla ensin toisen tuntemattoman x, vastaavasti ensimmaéisen avulla,
jolloin jaetaan kertoimella a12. Toinen vaihtoehto olisi ratkaista z tai sitten x5 en-
sin alemmasta yhtilostd, jolloin jaettaisiin aoq:lla tai agq:lla. Jokin kertoimista on
varmasti nollasta eroava, koska D # 0, niin etté laskun voi aina suorittaa tavalla tai
toisella. Kussakin tapauksessa johtopéitokseksi saadaan, ettd kaavan ilmoittama
ratkaisu on ainoa.

Tapauksessa D = 0 tulee mieleen ainakin aluksi menetelld periaatteessa samalla
tavalla kuin tapauksessa D # 0, siis jakaa ylempi yhtélo puolittain kertoimella aq1,
jos se ei satu olemaan 0. Niin saadaan yhtélopari

by — ajawo
T = —"
ari
—a21012 + 22011 b as1bs
T2 =027 T

aii
iy

0

(.

Jos alemman yhtilon oikea puoli eroaa nollasta, ei yhtéin ratkaisua ole. Muuten
ratkaisuun voidaan valita xo vapaasti ja sitten x; siten, ettéd ylempi yhtélo toteutuu.
Ratkaisujen mééra on todella nolla tai d4reton. Tapauksessa a1 = 0 jaetaan jollain
muulla kertoimella ja tehdédin vastaavat johtopadtokset. Jos kaikki kertoimet ovat
nollia, yhtéloryhmé on helppo. [

Huomaamme todistaneemme lauseen kompelosti. Tapauksia tuli paljon. Me-
nettelyn yleistdminen kolmelle tai useammalle yhtélolle ndyttda hankalalta. Tulos
puolestaan tuntuu jérkeviltd, onhan silli geometrinen tulkinta. Kahden muuttu-
jan lineaarisen yht#lon ratkaisujen (x1,x2) joukkohan on suora tasossa R?, elleiviit
yhtélossd molempien tuntemattomien kertoimet ole nollia. Yhtéloparin ratkaisujen
joukko on néin ollen kahden suoran leikkaus. Pienelld laskulla voi tarkastaa, etté
yhtédloiden ratkaisujoukot ovat tapauksesta riippuen

e toisiaan leikkaavat suorat, jos D # 0;
e yhdensuuntaiset (ei ratkaisua) tai yhtyviit (oo monta ratkaisua) suorat, jos
D =0.

Tarkoituksena on nyt kuitenkin harrastaa nimenomaan laskentoa. On ilmeisesti
tarpeen kehittdé jérjestelméllinen lasku- ja kirjanpitomenetelmé laajempien yhté-
16ryhmien ratkaisemiseksi.
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1.2. Yleinen lineaarinen yhtiloryhméi ja sen ratkaiseminen GAUSSIN ja
JORDANIN'” eliminointimenetelmslli.
Tarkastelemme lineaarista yhtaloryhméa

1171 + a12T2 + - - - + a1,y = by

211 + a22T2 + - - - + agn, Ty = bo

(1)

am1%1 + Am2T2 + -+ + AmnTn = bm,

missd m ja n ovat luonnollisia lukuja, kertoimet a;; ja b; reaalilukuja sekéd x4, ..., z,
tuntemattomia. Yht#loryhmisséd (1) voi olettaa ja oletetaan, ettd kullakin sarak-
keella on ainakin yksi nollasta eroava kerroin, a;; # 0, muutenhan tuntematon z; ei
esiinny lainkaan vaan voi saada mitd tahansa arvoja. Yhtéloryhmén (1) toteuttavaa
lukujonoa (z1, 2, ..., x,) sanotaan sen ratkaisuksi ja kaikkien ratkaisujen joukkoa
sen ratkaisujoukoksi, toisinaan myos sen yleiseksi ratkaisuksi. Yhtalon ratkaisemi-
nen on ratkaisujoukon midraamista.

Gaussin ja Jordanin eliminointimenetelmd (1) ratkaisemiseksi perustuu yhté-
loryhmén sieventédmiseen yksinkertaisin laskutoimituksin, kunnes se on muuttunut
hyvin helpoksi ratkaista!®. Sieventimiseen kiytetisin kolmea rivioperaatiota, jotka
ovat seuraavat

e Operaatio P;;: Vaihdetaan yhtélot 7 ja j keskendén.

e Operaatio M;(c): Kerrotaan yhtilo i nollasta eroavalla luvulla c.

e Operaatio A;;(c): Lisétésn jollakin luvulla ¢ kerrottu yhtéls ¢ yhtaloon j,
missé ¢ # j.

1.2.1. LAUSE. Edelld mainitut operaatiot eivit muuta (1):n ratkaisuja, ts. uusi
yhtdloryhmd on yhtdpitivd eli ekvivalentti (1):n kanssa.

TobisTus. Jatetddn harjoitustehtéaviksi. [

Rivioperaatioissa tarvitsee kisitelld vain yhtdloryhmén kertoimia. Siksi yhtélo-
ryhmé kannattaa kirjoittaa laskelmien ajaksi ilman muuttujia muotoon

a1 a2 Ce A1n bl
a1 aoo Ce Aon, bg

)
Al Am2 -+  Qmn | bm

jota sanotaan laajennetuksi kerroinmatriisiksi.
Ratkaisumenettely eli algoritmi on nyt seuraava:'? Aloitetaan laajennetun ker-
roinmatriisin sarakkeen 1 késittelylli:

e Jos laajennetun kerroinmatriisin vasemmassa yldkulmassa eli paikassa (1,1)
on ay; = 0, vaihdetaan ensimmaéiseksi jokin sellainen yhtilo, jossa ensim-
méinen kerroin ei ole 0. (Operaatio P;.)

17CARL FRIEDRICH GAUSS (1777-1855) ”Matemaatikoiden kuningas”; CAMILLE JORDAN (1838
1922), ranskalainen algebrikko.

18Ks. tilannearvio 1.2.2.

19 Algoritmin kuvailua on varmasti ikivé lukea sellaisenaan. Kannattaa mieluummin soveltaa
ohjetta vaikkapa umpimédhkéin valittuun neljin yhtélon ja tuntemattoman ryhméin. Harjoitus-
tehtédvit valaisevat eri mahdollisuuksia, miten laskussa voi kdyd4.
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e Kerrotaan saadun yhtéloryhmén ylin yhtilo paikassa (1,1) olevan kertoimen
kidnteisluvulla, jolloin saadaan paikkaan (1,1) luku 1. (Operaatio M;.)
e Operaatioilla A;; jérjestetdsn luku O kerroinmatriisin ensimmaéisen sarak-
keen muihin paikkoihin, siis paikkoihin (2,1), (3,1),...,(m,1).
Yhtaloryhmén laajennetun kerroinmatriisin ensimmaéisessé sarakkeessa on nyt ylim-
panéd ykkonen ja muuten pelkkid nollia. Muuntamista jatketaan pyrkien saatta-
maan toinenkin sarake lihes samaan muotoon.

Sarakkeen 2 Kkiisittely riippuu tilanteesta. Jos paikoissa (2,2),...,(m,2) on 0,
niin siirrytdén suoraan sarakkeen 3 kisittelyyn. T:lloin toisen sarakkeen ylimméssé
paikassa (1,2) oleva kerroin jéi siksi luvuksi miké se sattuu olemaan ensimméisen
sarakkeen kisittelyn jélkeen.

Jos taas toisessa sarakkeessa esiintyy rivilld 2 tai alempana edes yksi nollasta
eroava kerroin, niin menetelldin seuraavasti:

e Jos paikassa (2,2) on 0, toinen yhtélo vaihdetaan johonkin alempaan, jossa
toinen kerroin on nollasta eroava. (Operaatio Ps;; tésséd on oltava j > 3.)

e Operaatiolla M, saadaan paikkaan (2,2) luku 1.

e Operaatioilla A;; saadaan kaikkiin?® paikkoihin (1,2), (3,2),...,(m,2) luku 0.

Selviisti mikédn toisen sarakkeen kisittelytavoista ei endd muuta yhtéaléoryhmén en-
simmaéisté saraketta. Laajennetun kerroinmatriisin toisessa sarakkeessa on nyt koh-
dan (2,2) alapuolella pelkkid nollia. Kohdassa (2,2) on joko 1 tai 0. Jos siiné on 1,
niin toisen sarakkeen kaikki muut kertoimet ovat nollia — my6s ylin kerroin.

Sarakkeen 3 kisittely jitetddn taas tekeméttid, mikili kohdassa (3,3) ja sen ala-
puolella on pelkkid nollia. Muuten menetelldéin kuten sarakkeen 2 kohdalla, paitsi
etté tietenkédn ei toiseksi, vaan kolmanneksi yhtéloksi vaihdetaan tarvittaessa jokin
alempi, jossa kolmas kerroin on nollasta eroava. Kun kolmannen yhtélon kolmas
kerroin on muutettu ykkoseksi operaatiolla Ms, jarjestetésin kaikkiin muihin yhté-
16ihin nollat operaatiolla Az; — myos ylimpaan kahteen.

Selviisti mikddn kolmannen sarakkeen kisittelytavoista ei endd muuta kahta en-
simmaéistd saraketta. Laajennetun kerroinmatriisin kolmannessa sarakkeessa on
kiisittelyn jilkeen kohdan (3,3) alapuolella pelkkid nollia. Kohdassa (3,3) on joko 1
tai 0. Jos siinéd on 1, niin kolmannen sarakkeen kaikki muut kertoimet ovat nollia.

Edella selostettua menettelyé sovelletaan jirjestyksessi kaikkiin pystyviivan va-
semmalla puolella oleviin sarakkeisiin. Kisittelyn jdlkeen laajennetussa kerroin-
matriisissa pystyviivan vasemmalla puolella on seuraavaa:

1. Puhtaat nollarivit (siis sellaiset, joissa pystyviivan vasemmalla puolella on
vain nollia) ovat alimmaisina. Voimme huolehtia siité, ettd néistd alimmai-
sina ovat ne rivit, joissa myos vakio b,, on 0.

2. Riveilld, jotka eiviit ole nollarivejé, on voimassa:

e Rivin ensimméinen nollasta eroava luku on 1.

e Alemman rivin ensimmaéinen 1 on ylemmaén rivin ensimmaéisen 1:n oikealla
puolella, ei kuitenkaan aina viereisellé sarakkeella.

e Rivin ensimmaéisen 1:n ylé— ja alapuolella on vain nollia.

20Huomaa, etti tissd toisessa tapauksessa myos paikkaan (1,2), siis ensimmiiselle riville jiir-
jestetddn nolla. Jos tétéd ei tehdd, on kyseessd Gaussin eliminointimenetelmd, joka myos johtaa
yhtaloryhmén ratkaisemiseen. Selostamassamme Gaussin ja Jordanin menetelmésss sievennetidn
mahdollisimman paljon. Riippuu yhtéloistd, kumpi menetelmé on sujuvampi kiyttas.
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Vastaava yhtéloryhmé on pysynyt koko ajan ekvivalenttina alkuperiisen kanssa ja
on helppo ratkaista aloittamalla alimmasta yhtélostéd ja etenemélléd ylospéin.

1.2.2. TILANNEARVIO. Kisittelyn jélkeen esiintyy joku seuraavista tilanteista:

a)

Yhtalot ovat muokkautuneet muotoon

1 0 ... 0]d;i]
0 1 ... 0|ds T =dy
Lo S Ty = d
0 0 1 a | eli ,
0 0 0
. 0 Ty = dy,

jolloin yhtaloryhmélla on selvistikin tédsmélleen yksi ratkaisu.
Viimeisin yhtélo, joka ei ole muotoa 0 = 0, on muotoa

Tj 4 Cj(j41)Tj41 + -+ + CjnTy = vakio.

Talloin yhtaloryhmélld on ddrettomén monta ratkaisua. Esimerkiksi yhta-
l6ryhmé

01 0 8[7 .
00 1 313l eli To+8rs =7
00 0 0l0 T3 + 374 =3

on tiatd tyyppid ja vaikkapa x4 voidaan valita vapaasti.

Erikoistapauksena tapauksesta b) on tilanne, jossa viimeisin yhtéls, joka
ei ole muotoa 0 = 0, on muotoa x,, = vakio, mutta yhtdlot eivét ole muok-
kautuneet muotoon a). Tillaista tilannetta edustavat esimerkiksi

1 2 0|2
g =2

00 1/8|, el {xl 2

0 0 0|0 T3 =8,

jossa vaikkapa xo voidaan valita vapaasti, ja

1 00 0]2 Ty =2
0O 1 0 08|, el To =8
0 0 1 0/0 —

jossa x4 voidaan valita vapaasti.

Viimeisin yhtélo, joka ei ole muotoa 0 = 0, on muotoa 0 = ¢, misséd ¢ on
nollasta eroava luku. Tilloin yhtéloryhmailld ei ole ratkaisua. Esimerkki
téstd on

100 4 3 T+ 4xy =2
0 1 0 8 .

0 0 0 0|4s67 | 1 | T2t8ra=T
00 0 0 0 0 = 4567 .
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Jos yhtiloitd on vihemmén kuin tuntemattomia, siis jos m < n, niin vain ta-
paukset b) tai ¢) voivat esiintyd. Ratkaisuja on téssé tilanteessa dérettomén monta
tai el yhtddn. Jos taas yhtdloitd on vihintddn yhtd monta kuin tuntemattomia,
niin voi esiintysd miké tahansa eo. tapauksista a), b) tai c).

1.2.3. LAUSE. Gaussin—Jordanin menetelmdlld on mahdollista ratkaista yleinen
lineaarinen yhtiloryhmda (1) kaikissa tapauksissa.

ToDISTUS. Asia on jo selvd. [

1.2.4. HuoMAUTUS. Menetelmé on tuottanut ratkaisun ongelmaamme. Kaiva-
maan jii kysymys siitd, miten kahden yhtélon tapauksessa esiintynyt luku, determi-
nantti D, jolla voitiin testata ratkaisujen lukuméirii, yleistyy useamman yhtélon
tapaukseen. Gauss—Jordanilla ei ratkaisujen pelkki méiri ndy selvidviin ilman, etté
joutuu ratkaisemaan koko yhtaloryhmén. Tdhén asiaan palataan vield perusteelli-
sesti luvuissa 2 ja 4.

1.3. Homogeeninen yhtiloryhmaé.

1.3.1. MAARITELMA. Lineaarinen yhtéléryhmé (1) on homogeeninen, jos by =
by = --- =0 ts. yhtdléryhmé on muotoa

ai1x1 + aioxs + - -+ aipx, =0

2171 + a22T2 + -+ + agpxy, =0

(2)

Am1T1 + Am2T2 + - - + QGmp Ty = 0

Homogeenisen yhtéloryhmén ratkaiseminen on hieman helpompaa kuin yleisen
yhtéloryhmén, silld homogeenisella yhtéloryhmélld (2) on aina yhtené ratkaisuna
ns. triviaaliratkaisu®t x1 = 1o = -+ = x,, = 0, eiki siis tapaus c) edells voi esiintys
homogeeniyhtélslle. Vaihtoehdot a) ja b) merkitsevit, ettd jos epitriviaaleja rat-
kaisuja on, niitd on ddrettémén monta. Erityisesti, jos n > m, niin (2):lla on aina
ddrettoméin monta ratkaisua.

1.3.2. YHTEENVETO. Seuraavat matriisin A ominaisuudet ovat yhtdpitivid kes-
kenddn

Homogeeniyhtilolli Ax = 0 on ainoastaan triviaaliratkaisu x = 0.

Millidn b € R™ et yhtdldlli Ax = b ole enempdd kuin yksi ratkaisu.
Kuvaus x — Ax on injektio R™ — R™.

Gaussin ja Jordanin menettely homogeeniyhtdilslle johtaa tapaukseen a), toi-
sin sanoen matriisi A muokkautuu rivioperaatioilla muotoon

1 0 ... 0]
0O 1 ... 0
0 0 ... 1
0 0 ... 0

21» Triviaali” merkitsee matematiikassa alkeellista tai itsestddnselvii.



1. LINEAARINEN YHTALORYHMA JA MATRIISI 33

1.4. Vektorit ja matriisit.

On helppoa ymmairtéé tilanne, jossa yhtiloryhmélld ei ole yhtéén ratkaisua tai
vain yksi ratkaisu, joka on yksi lukujono (x1,xs,...,2,). Sen sijaan ddrettomén
monen ratkaisun muodostaman joukon kuvailu saattaa olla hankalampaa. Mitéd yh-
taloryhmén ratkaiseminen oikestaan on? Voisihan néséviisaasti sanoa, ettid alkupe-
riinen yhtéloryhmé itsessdén jo kuvailee, mitkd lukujonot (z1, xo, ..., x,) kuuluvat
rakaisujoukkoon — tietysti ne, joilla yht#lot toteutuvat. Johdantoluvun lukeneina
ymmérrdmme kuitenkin, ettd Gaussin—Jordanin menettely ratkaisee yhtéloryhmén
siind mielessé, ettd se antaa meille ratkaisujoukon parametrisoinnin, jonka avulla
sen voi tyypillisesti vaikka piirtdéd. Lineaarisen yhtélon ratkaisujoukon geometrian
selvittdminen on yksi tdmén kurssin tavoitteista, jonka saavutamme vihitellen.
Ensimmaéinen askel téh#in suuntaan on kunkin ratkaisun (x1,xs,...,z,) tulkinta
n—ulotteisen avaruuden vektoriksi.

MAARITELMA 1.4.1. Reaaliluvuista x1, o, ..., x, muodostettua jérjestettya jouk-
koa eli jonoa x = (x1,x2,...,T,) sanotaan n—komponenttiseksi vektoriksi, usein
epatéasmallisesti vain vektoriksi. Kaikkien n—komponenttisten vektoreiden joukkoa
sanotaan avaruudeksi R™.

Huomaa, ettd vektorit = ja y ovat samoja, ts. x = y, jos ja vain jos z; = y;
kaikilla 7. Yksi vektoreiden vilinen yht&lo vastaa siis tavallista yhtéaloryhméa.

MAARITELMA 1.4.2. Olkoot x = (x1,22,...,%,) ja ¥y = (Y1,Y2,--.,Yn) vek-
toreita ja A € R. Maédritelladan vektoreiden summa, kertominen reaaliluvulla ja
sisatulo

r4+y=(r1+y1, T2+ Y2, .., Tn + Yn),
Ax = (Ax1, Axa, ..., A\xTy),

n
(x|ly) = 191 + T2ya + -+ + TpYn = leyl
i=1

MAARITELMA 1.4.3. Reaaliluvuista a;; muodostettua kaaviota

all a2 ai13 ce a1j . QA1n
a21 a2 as3 ce a2 . a9,
Am><n =
;1 (475) ;3 “. Q5 ce Qin
| Gm1 Am2 aAm3 ... Qmj - - Amn

sanotaan m x n-matriisiksi ja merkitéén myos lyhyemmin A = [a;;]. Lukuja a;; sa-
notaan matriisin A alkioiksi®? ja merkitéén joskus myos A;;, etenkin jos matriisilla
sattuu olemaan pitkéd nimi, esimerkiksi [pitkéniminen matriisi];;.
Matriisit A = A,xm ja B = Bsx; ovat samat, ts. A = B, jos ja vain jos
n=s, m= t ja Qi = bi]‘ kaikilla 7 ja j
Kuten vektoreille my6s matriiseille on tapana mééritelld yhteenlasku ja luvulla
kertominen alkioittain.

22Engl. matriz element; joskus myds entry.
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MAARITELMA 1.4.4. Olkoon A,,xn = [@ij], Bmxn = [bij] ja A € R. Mééritel-
l58n matriisien summa ja kertominen reaaliluvulla:

A+ B = |ag; + by],
A = [)\aij] .

Masaritelméssa 1.4.1. tarkasteltiin vektoreita lukujonoina. Matriiseita kiytet-
tdesséd on yleensd edullista kirjoittaa vektori sarakevektorina, pystyvektorina eli sa-
rakematriisina muotoon

x1
T2

xr =

In

Harvemmin vektori samaistetaan rivivektoriin, vaakavektoriin eli rivimatriisiin.
x=[T1,T2,...,%y].

Vektori on siis kahdella eri tavalla matriisin erikoistapaus, nx 1 — tai 1 x n —matriisi.
Matriisi A esitetéidn usein rivi— tai sarakevektoreidensa eli riviensd ja sarakkeidensa
avulla, esim.?3

_> .
71 Q1% = [a11>a127---7a1n]
*
—>
T os @ 24 = [ag1,a22, .. ., a2y
A= ) , missé
@, -
* —
" am*—[aml7am2a--'7amn]-
tai
b11 b12
— — — . b21 — 622 —
B = b*l,b*g, ,b*n , 1nissa b*l— s 6*2: s b*nz
bml bm2
Kahden matriisin tulo — matriisitulo — maééritellddn niiden rivi- ja sarake-

vektoreiden sisdtulojen avulla. Matriisitulokin on matriisi. Johdannon lukeneina
tieddmme, ettd matriisit on suunniteltu esittdméén lineaarikuvauksia ja niiden tulo
kannattaa mééritelld siten, etté se vastaa kuvaustan yhdistdmistd. Emme johdat-
tele aiheeseen eniéd uudelleen, vaan asetamme muodollisen méiritelmén. Selvitte-
lemme mychemmin, mihin se kelpaa:

23Tsssd olen taas kerran varmuuden vuoksi merkinnyt sarakkeiden symbolien paille nuolet
osoittamaan, ettd kyseessé ovat vektorit. Yleensi néin ei menetelld, vaan lukijan on itse pidettava
kirjaa siitd, mikd merkki edustaa minkékintyyppistd objektia.

bln

bmn
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MAARITELMA 1.4.5. Olkoon

—
a 1x
—
a 2x
Amxn = [aij] - . )
—
a mx
. - — . .« . ..
missi a’;x on A:n :s rivivektori ja olkoon
— — —
Buxp = [bij] = [b*h..w b s, b*4,

ﬁ
misséd b ,; on Bm j:s sarakevektori. Mééritelladn matriisien A ja B matriisitulo
eli tulo:

'(zu(ﬁﬂ) . (ﬁhrﬁﬂ) . (yu(?w)'
AB=ABy= | (Tl Ta) (7)o (Tl D)
(Tl o) o (FodT) o (FeulT)

Matriisitulo AB on siis matriisi, jonka 7:nnen rivin j:s alkio on vasemman kerrot-
tavan matriisin A i:nnen rivin ja oikeanpuoleisen kerrottavan matriisin B j:nnen
sarakkeen sisédtulo

[AB|;; = (@ 4| Y ) Z a;xbrj.  (Summausindeksi k& keskimméisend. )

Tulomatriisi muodostetaan siis kertomalla ensimmaéisen tekijén rivit toisen tekijén
sarakkeilla ja kirjoittamalla saadut sisédtulot rivien risteysten kohdalle. Tém# on
helppo ja — kuten pian ndemme — hyodyllinen asia oppia.

Matriisitulo on siité kitevi, ettd se noudattaa monia samoja laskulakeja kuin ta-
vallinen lukujen tulo — ei kuitenkaan kaikkia. Merkitté#vé ero on vaihdannaisuuden
puute.

HuoMAUTUS 1.4.6. Matriiseille A,,x, ja Byxp on yleensd médritelty vain AB,
mutta ei BA. Jos kuitenkin p = m, niin on olemassa seki AB ettd BA. Nami
ovat kuitenkin yleensd eri matriisit, eikéi edes ole olemassa mitdin kaavaa toisen
laskemiseksi toisesta. Matriisitulo ei siis ole vathdannainen eli kommutatiivinen
laskutoimitus.

Tamén niyttid vield erityisen selviisti seuraava esimerkki. Rivimatriisin A =
A1xm ja sarakematriisin B = B,,«1 matriisitulo AB on mééritelty ainoastaan, kun
n = m, mutta toisessa jirjestyksessd rivin ja sarakkeen matriisitulo BA on aina
olemassa.
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Ma4aritelma antaa tuloiksi

b1 i
by n
AB = [ay,a9,...,a,] | . | = Zakbk , kun n =m,
3 k=1
bn
b1 a1b1 asb1 ... an,bi
b2 a1b2 a2b2 e ambg
BA = . [a17a27"'7a’m]: . .
by, | a1b,, asb, ... anb,

AB on 1 x 1 —matriisi, jonka ainoa alkio on annettujen vektoreiden sisitulo. BA
on n X m —matriisi.?*

Monessa muussa suhteessa matriisialgebra kuitenkin muistuttaa reaaliluvuilla
laskemista. Seuraavat lauseet sisiltévit yhteisid laskussdntoja.

LAUSE 1.4.7. Matriiseille A, B ja C ovat voimassa tavalliset osittelulait, edel-
lyttien ettd summat ja tulot ovat mddriteltyjai:

a) A(B+C)=AB+ AC,
b) (A+ B)C = AC + BC.
TobisTus. Harjoitustehtava [

LAUSE 1.4.8. Matriiseille Apyxn, Bnxp jo Cpxq on voimassa listinndisyys- eli
assosiatiivisuuslaki:
A(BC) = (AB)C.

Tulo on m X q—matriisi. Voidaan merkitd sulkeitta ABC.

TODISTUS.

[A(BC))ij = air(BO)y;
k=1
n p
= i (Z bk@%‘)
k=1 =1
n p
= Z (Z aikbkécéj>
k=1 \r=1
(Z aikbkécéj>
k=1
(Z aikbM) Cej
k=1

(AB)ie) cej

I
(=1

L

1

I
WE

L

1

I
M%

—
I
_

(AB)C];;. O

248it4 sanotaan vaaka- ja pystyvektorin tensorituloksi.
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TAUSTAA. Johdannon mukaan m X n—matriisista vol muodostaa lineaarikuvauk-
sen

T4 :R" — R™
valitsemalla kantavektoreiden kuviksi sarakkeet.

Qa1;
N a2; m
Ta(e;) =ad'wi=| . | ER™

Amyi

On totta, etté lineaarikuvausten Ty : R — R ja T : RP — R™ yhdistetty kuvaus
on lineaarikuvaus, jonka matriisi on matriisitulo AB, toisin sanoen

TAB = TA 9] TB-

Jos tamin tietd4%°, niin ymmértis, ettd matriisitulon viitetty liitéinniisyys seuraa
laskuitta siité, ettéd kuvausten yhdistdminen on liiténnéistd — siis (f o g) o h =
fo(goh). Palaamme asiaan luvussa 4.

1.5. Neliobmatriisin kiinteismatriisi.
Jos merkitdian

ail aig NN A1n I b1

a1 a29 Ce (057%% xT9 . b2
A= . A Colsx=| . | jab=| . |,

Gm1 GGm2 ... Omn Tn bm

niin yleinen lineaarinen yhtaloryhmé

a11Tq + a12x2 +--+ AQ1nTn = bl

a2121 + a22%2 + - + a2, Ty = b
(1)
Am1T1 + Qm2T2 + - + ATy = bm
voidaan kirjoittaa matriisitulon avulla tiiviiseen muotoon

(2) Az =b.

Kun nyt olemme ajatelleet lauseketta Ax kahden matriisin tulona, herdi ajatus,
ettd yhtdlon (2) voisi ehké ratkaista ”jakamalla molemmat puolet matriisilla A”.
Osoittautuu, ettd tdmé idea ei ole tdysin jérjeton, vaan kuten luvuilla laskettaessa,
matriisienkin kertolaskussa on olemassa ykkonen ja monilla matriiseilla A — jos-
kaan ei kaikilla — on todella ki#inteismatriisi, jolla kertomalla A:sta tulee matrii-
siykkonen ja yht#lo (2) ratkeaa muodossa z = A7t Az = A~1h.

25Vaikkapa luettuaan lauseen 4.3.4.
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MAARITELMA 1.5.1.

A, «n on neliomatriisi.

Neliomatriisi A on ldvistdjd- eli diagonaalimatriisi, jos a;; = 0 kaikille 7 # 7, eli
kun vain matriisin pddldavistdjdllia eli diagonaalilla mahdollisesti on nollasta eroavia
alkioita.

Neliomatriisi A on yldkolmiomatriisi, jos a;; = 0 kaikille ¢ < 7, eli kun paalavis-
tdjan alapuolella on vain nollia.

Neliomatriisi A on alakolmiomatriisi, jos a;; = 0 kaikille ¢ < j, eli kun paalavis-
tajéan yldpuolella on vain nollia.

1 2 2 1 0 0 1 0 0
0 1 -1 8 1 0 0 1 0
0 0 2 7 6 2 0 0 2
yliakolmiomatriisi  alakolmiomatriisi diagonaalimatriisi
Diagonaalimatriisia
1 0 ... O
0 1 d;; = 1, kun i = 7,
I=1,4, = . = [d;;] , missé { / _ J
oo d;; = 0, kun i # j,
0O 0 ... 1

sanotaan identtiseksi matriisiksi, ykkdsmatriisiksit tai yksikkomatriisiksi. Ykkos-
matriisilla on matriisialgebrassa ykkosen rooli.

LAUSE 1.5.2. Jokaiselle matriisille A,,xn ja erityisesti siis vektorille x € R™ on

AIan = ImeA = A7

I, «nx = .

Tobistus. Helppo. U

MAARITELMA 1.5.3. Neliomatriisi A, x, on kddntyvd eli sddnndllinen, jos on
olemassa neliématriisi B, «,, siten, ettd

AB=BA=1.

Tilloin merkitiin B = A~ ja A = B~! ja sanotaan, ettd A~! on A:n kddnteis-
matriisi, jolloin A ja B ovat toistensa kidnteismatriisit.

LAUSE 1.5.4. Olkoot matriisit Anxn ja Bnxpn kddntyvid. Silloin tulo AB on
kddantyvd ja
(AB) ' =B'A"L.

TODISTUS.

(AB)(BT'A ™) = ABB YA ' =AIA™ ' =AA ' =1 ja
(BT'A™Y)(AB) = B(AAY)YB'=BIB'=BB ' =1
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LAUSE 1.5.5. Matriisilla A, «, on vain yksi kidnteismatriisi ja

(A=A

Tobistus. Olkoot B ja C' matriisin A ki#inteismatriiseja, jolloin siis erityisesti
AB = CA = 1. Nyt péitee: C =CI =C(AB) =(CA)B=1B = B. Siis C = B ja
A on B:n kddnteinen. [

TILANNEKATSAUS 1.5.6. Jos neliomatriisin A kiiéinteismatriisi tunnetaan, niin
lineaarisen yhtéloryhmén

Ax =1b

voi todella ratkaista yksinkertaisesti kertomalla sen puolittain A~!:lla:

A YAz = A1
Iz =A""
x=A"'h.

Ongelmaksi jid kidnteismatriisin olemassaolon selvittdminen ja myonteisessd ta-
pauksessa sen laskeminen. Osoittautuu, ettd tdmé voidaan tehdd Gaussin ja Jorda-
nin menetelmslld suunnilleen samalla vaivalla kuin yht#lon ratkaiseminen.?® Laske-
malla kiiéinteismatriisi saadaan se hyoty, ettd yhtéiloryhmé (1) on tullut ratkaistuksi
saman tien kaikille vakioille b.

ALGORITMI 1.5.7 MATRIISIN KAANTAMISEKSI. Ndiin se kdy:

o Kirjoitetaan laajennettu kerroinmatriisi (A|l). (Viivan oikealla puolella on
nyt vektorin b tilalla identtinen matriisi.)

o Viedddn lipi Gaussin ja Jordanin rivimenettely.

o Jos A muuttui identtiseksi matriisiksi, on viivan oikealla puolella A™';
muussa tapauksessa A ei ole kddantyvd.

TODISTUS ALGORITMIN 1.5.7 TOIMIVUUDELLE. Matriisin kdantdmiseksi on rat-
kaistava yhtilostd AX = I neliomatriisi X. Auki kirjoitettuna tdméi yhtilo on

aiz a2 ... Qin r11 12 ... Tin 1 0 ... 0
as1 Q22 ... Q2p To1 X222 ... T2n 0 1 0
Apl Gp2 ... Qpn Tpl Tp2 .- Tpn 0 0 ... 1

Matriisitulon mééritelmén mukaan tdméa merkitsee, ettd Ax.; = e, Az = €3 ja
yleensékin A x,, = e,, missd x,; on etsityn matriisin j:s sarake ja e; on standardi-
kantavektori. Ratkaisemme saadut n yhtéléryhméd Ax,; = e; Gaussin-Jordanin
menetelmilld. Koska kaikissa on sama kerroinmatriisi A, toimitus voidaan suorittaa
kaikille kerralla. Juuri néin algoritmi kiiskee tekeméiin. Koska A on neliomatriisi, on
yhtéloryhmén ratkaisu tilannearvion 1.2.2 a) mukaisesti olemassa ja yksikésitteinen

26Tehokkaiden matriisinkdsntémenetelmien keksiminen on hyvin tarpeellista. Suuria lineaari-
sia yhtdloryhmid — tuhansia yhtiloitd — esiintyy matematiikan sovelluksissa useinkin.
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tasan silloin, kun A saadaan rivioperaatioilla lopulta muunnetua ykkésmatriisiksi.
Tilloin siis on 1oydetty matriisi X, jolle AX = I. Kéiénteismatriisin mééritelma
vaatii, ettd myos X A = I. Tamé on algoritmin kéyton jélkeen hyvi tarkastaa aina
erikseen, mutta syyné ei ole se, etti XA voisi olla muuta kuin I, vaan yksino-
maan tarve varmistaa, etti ei ole tehty laskuvirheité. Seuraavan lauseen mukaan
nimittidin AX = [ riittdd takaamaan, ettd neliomatriisi A on kédntyvi. [

LAUSE 1.5.8. Neliomatriisille A = A, xn seuraavat ehdot ovat yhtipitivid kes-
kenddn:

(1) Jokaisella yhtiloryhmdlli Az =b (b € R™) on tdsmdlleen yksi ratkaisu

(2) Homogeenisella yhtiloryhmdilla Az = 0 on vain triviaaliratkaisu.

(3) Gaussin ja Jordanin menettely muuntaa matriisin A = Ay, xpn yksikkomat-
ristkst I = I, xp,-

(4) On olemassa X = X,,xp, siten, ettd AX =1, ts. X on A:n oikeanpuoleinen
kddnteismatriisi.

(5) On olemassa X = X, «p, siten, etti XA = 1. X on A:n vasemmanpuoleinen
kddnteismatriisi.

(6) A on kdidntyvd, ts. on olemassa X = X, xyp, siten, etti XA =AX =1.

TODISTUKSESTA. Viitteiden (1), (2) ja (3) yhtépitévyys saadaan Gaussin ja
Jordanin menettelyd koskevasta lauseesta 1.3.2 tapauksena m = n. Ehtojen (3) ja
(4) yhtépitédvyys tarkastettiin juuri dsken.

Toispuoleisen kddntyvyyden riittévyys kiiéntyvyydelle, siis ehdot (4) = (5) ja
(5) = (6) selviivit kuitenkin parhaiten vasta®’ luvuissa 3 ja 4.

Kéaytannon laskujen kannalta on kuitenkin jo nyt hyvé tietdd, ettd haluttaessa
todistaa, ettd neliomatriisi Xon neliomatriisin A kiiédnteinen, riittdi laskea AX tai
X A, eikd molempia tarvita.

TAUSTAA 1.5.9. Edellisen lauseen ehto (1) merkitsee sité, ettd kuvaus x — Az
on bijektio R™ to R™ ja kéinteiskuvaus b — x saadaan ratkaisemalla yhtdlo Ax =
b. On arvattavissa, ettd tdméi kidnteiskuvaus b +— x on lineaarikuvaus, jolloin
sen matriisi muodostuu kantavektoreiden alkukuvista ja on siis tdsmiilleen edelléd
loytdméamme oikeanpuoleinen kidnteismatriisi X. Yhtdlon X A = I laskennallinen
tarkastaminen vaatii kuitenkin tdtd — sinénsd luvussa 4 helposti paidteltaviia —
tietoa lineaarikuvauksen kiinteiskuvauksen lineaarisuudesta. Luvussa 3 ongelma
ratkaistaan toisella tavalla kiertdmaélld ongelmat kdyttdmaélld determinantteja ja
transponointia.

1.6. Transponoitu matriisi.

Toisinaan joutuu matriisissa vaihtamaan rivit ja sarakkeet keskenéén, transpo-
noimaan matriisin. Itse asiassa olemme torménneet tdhén ilmioon rivi- ja sarake-
vektoreiden yhteydesséd. Vastaisen varalle esitetéédn seuraava médritelma.

MAARITELMA 1.6.1. Matriisin A,,x, = [ai;] transpoosi on
AT = [bji], missi bj; = a;; kaikilla 7 ja j.

27Ks. lause 3.1.6.
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1 21" 1 3
3 4 12 4
Osoittautuu, etti alkuperiiselld ja transponoidulla matriisilla on hammaéstyttavin

paljon yhteisii ominaisuuksia. Ainakin pétee:

LAUSE 1.6.2.

Esimerkiksi

(A7) =4
A+B)T =AT 4+ BT (Aan Jja Bmxn)

a)
)

) AT =x4aT  (AeR)
)
)

o

o,

AB)T = BT AT (Amxn ja Bnxp) (Huomaa jérjestys!)

e Jos A on kidintyvd, niin myds AT on kddintyvi ja (AT)_l = (Ail)T.

TopISTUS. Viitteet a), b) ja ¢) on helppo tarkastaa. Myts d) on tylsé suora
lasku

(AB)[, = (AB)ji =Y AjBri =Y Bridjr=» BhLA[ =(BTA");;.
k=1 k=1 k=1

Kohta e) palautuu kohtaan d): AT(A™1)T = (A71A)T = 1T = [ ja (A~HTAT =
(AANT =T =T,
U

MAARITELMA 1.6.3. Neliomatriisi A = A, x,, on symmetrinen, jos AT = A eli

Qi = Qg4 kaikilla Z,j

Esimerkiksi [ 1

9 4] on symmetrinen, mutta kumpikaan matriiseista

1o2]
3 4|

ei ole. Palaamme tutkimaan symmetristen matriisien erikoisominaisuuksia luvun 5
lopulla ja luvussa 6.

O N =
O B~ N
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2. Determinantti

2.1. Kaksiriviset determinantit.

MAARITELMA 2.1.1. Olkoon

Maaritelladan kaksirivinen determinantts

11  Aa12
21 Q22

det A = |A| =

= a11G22 — G12G21-

a

a

LAUSE 2.1.2. Edellisen mddritelmdn 2 X 2-matriisille A on voimassa:
A on kdintyvd <= det A # 0,

ja kun A on kddntyvd, niin

. aze  —ai
det A | —a21 ap |

PERUSTELU. Viite esiintyy toisinaan koulukurssissa. Perustelemme sen kuiten-
kin:
e . . o a —a .
Jos nimittdja det A ei ole 0, niin matriisi ﬁ 22 121 on olemassa ja
¢ —a21 a1

suora lasku osoittaa, etti tosiaan

ain az| 1 G2 —012| _ . _p .
az1 ao2 | det A | —aa ail X
. 1 aze —ai2 | |a11 a2
a (siis) myos ——— = ... = Joyo.
Ja (siis) my det A [—am ai1 | [G21 @22 22

Ehto on siis riittdvia. Nyt on vield todistettava, ettd jokaisen kiddntyviin kaksirivi-
sen matriisin determinantti todella on nollasta eroava. Teemme sen epésuorasti.
Vastaoletus on, ettéi kuitenkin det A = 0 eli aj1a00 = ai2a21, ja haluamme tédsti
todistaa, ettd A ei ole kiidintyvi. Riittdéd nidyttid, ettd A:ta vastaava lineaarikuvaus
ei ole bijektio. Se ei olekaan edes injektio, vaan voimme todella 1oytid ainakin 2
eri vektoria x # y € R2, jotka se kuvaa samaksi: Az = Ay. Tapauksessa A = 0
voidaan tietysti valita vaikkapa © = e; ja y = ea. Myos tapauksessa A # 0 tarkas-

tellaan kantavektoreiden kuvia, siis A :n sarakkeita Ae; = {Zn] ja Aeq = {212] )
1 22

Vastaoletuksemme ai1a20 = aj2a91 ilmaisee, ettd ndmé ovat yhdensuuntaiset, siis
toinen saadaan toisesta kertomalla jollakin luvulla®®; esimerkiksi Ae; = AAes. Nyt
Ae; = MAey = A(Mes), joten vektoreiksi x ja y kelpaavat ey ja Aey. O

28Kun A # 0, jokin elementti eroaa nollasta, esimerkiksi a1 # 0, jolloin ehdosta seuraa heti,
ettd ag1 = %agg ja siis Ae; = %Aeg .
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Todistuksen voi helposti ymmértad myos geometriselta kannalta. Determinantti-
han on (mahdollista merkkii vaille) sama kuin kantavektoreiden kuvien virittdmén
suunnikkaan pinta-ala. Se on epéileméitti nolla juuri silloin, kun kantavektoreiden
kuvat ovat yhdensuuntaiset. T:llsin niiden virittdma taso eli kuvajoukko A(R?)
degeneroituu suoraksi, tapauksessa A = 0 jopa pisteeksi. Tillaisessa tilanteessa A
ei edusta surjektiota, ei siis ainakaan bijektiota R? — R?2.

Tésséd luvussa nédytetdin miten ndmé tarkastelut yleistyviit n X n—matriiseille.
Aloitetaan varovasti.

2.2 Kolmiriviset determinantit.

MAARITELMA 2.2.1. Olkoon

ail; aiz2 ais
A= |axn ax a3

asz1 asz ass

Madritelldsin A kolmirivinen determinantti (Huomaa merkit!)

aixz aiz2 ais
detA = | a921 as9 a23 | = Q11

asi1 asz2 ass

az1 Aa22
asr asz

az1 Q23
as1 ass

ag22 A23

+ ai3
a3z Q33

— a2

Muistamme johdannosta, ettd geometriselta kannalta kolmirivinen determinantti
on itseisarvoltaan sarakkeiden virittdmén suuntaissirmion tilavuus. Siksi myos
3 X 3—matriisi on kd#ntyvi tasan silloin, kun sen determinantti on nollasta eroava.
Kiénteismatriisillekin on olemassa samantapainen lauseke kuin 2 x 2—-tapauksessa.
Emme todista niitd viiteitd vield, vaan kiinnitdmme huomiota niihin kolmirivisen
determinantin ominaisuuksiin, jotka ovat olennaisia n-rivisen determinantin méa-
ritelméssé.

Koska determinantti on sarakevektoreiden virittdmén sdrmion tilavuus, sitd on
luonnollista tarkastella sarakkeiden funktiona. Kyseessd on kolmen vektori-
muuttujan reaaliarvoinen funktio; determinantti liittdd kolmeen 3—komponentti-
seen?? vektoriin u, v ja w luvun

Uy v w1 Uy Vi w1
det(u,v,w) =det | ug vy wo | =|us w2 wo|€E€R.
uz V3 W3 u3z V3 W3

LAUSE 2.2.2. Matriisin Asxs determinantille on voimassa:
(ML-1)

det(Au, v, w) = det(u, v, w) = det(u, v, \w) = Adet(u, v, w).

Esimerkiks:
)\u1 V1 Wi Uy vV Wi

det(Au,v,w) = [ Aug vy wo|=A|uy vy we|=Adet(u,v,w).
)\Ug V3 W3 us V3 Ws

29Muista, ettd toistaiseksi n on 3.
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Sama sanoin: Jos A:n jokin sarake kerrotaan luvulla X\, niin det A tulee
kerrotuksi luvulla .
(ML-2)
det(u + u', v, w) = det(u, v, w) + det(v’, v, w),
det(u,v +v',w) = det(u,v,w) + det(u,v’,w)  ja
det(u, v, w + w') = det(u, v, w) + det(u, v, w’),

siis esimerkikst

up+uf) vy wy ur v W up v wy
/ /

U2+ Uy V2 W2 |=|U2 V2 Wal|+ |Uy Vo Wy
/ /

u3 +uz V3 wWs Uz V3 W3 Uz VU3 Ws

Sama sanoin: Olkoot A ja B samoja lukuunottamatta mahdollisesti yhtd
saraketta — olkoon se i:s sarake. FEsimerkiksi tapauksessa i = 1 siis
A = (u,v,w) ja B = (u/,v,w). Olkoon C matriisi, jolla on muuten ndimd
samat sarakkeet, mutta i:nnelld sarakkeella A :n ja B :n i:nsien sarakkeiden
summa. Talloin det C = det A + det B.
Yhdessé ehdot (ML-1) ja (ML-2)merkitsevit helposti muistettavaa asiaa:

determinantti on kunkin sarakkeen suhteen lineaarikuvaus.

(ALT) Jos A:n kaksi saraketta vaihdetaan keskenddn, niin determinantti tulee ker-
rotuksi luvulla —1. Toisin sanoen determinantin merkki vaihtuu péinvas-
taiseksi, mutta tietysti determinantin itseisarvo siilyy.

MAARITELMA 2.2.3. Sanomme kolmen vektorimuuttujan funktiota, jolla on
edelld listatut determinantin lineaarisuusominaisuudet (ML-1) ja (ML-2) kolmili-
neaariseksi kuvaukseksi. Jos myos merkin vaihtumista koskeva ehto (ALT) toteutuu,
kuvaus on liséksi vuorotteleva eli alternoiva. Olemme huomanneet, etté kolmirivi-
nen determinantti on sarakkeidensa alternoiva 3-lineaarifunktio.

Seuraava lause listaa alternoivan 3-lineaarifunktion — erityisesti kolmirivisen
determinantin — ominaisuuksia.

LAUSE 2.2.4. Jokaisella alternoivalla kolmilineaarikuvauksella A : R3 x R3 x
R3 — R, erityisesti kolmiriviselli determinantilla det : R3 x R? x R — R, on
seuraavat ominaisuudet

(1) Jos yksi muuttujista (siis esimerkiksi determinantin sarakkeista) u,v,w
on sama kuin jokin toinen, mahdollisesti kerrottuna jollakin luvulla, niin
A(u,v,w) = 0. Esimerkiksi

Ul )\Ul w1
det(u, A\u,w) = |us Aug wy| =0,
us )\Ug w3

ja
(751 0 w1 (5] Ou1 w1
det(u,0,w) = |ug 0 wy|=|uz Ouy we|=0.
us 0 ws us 0'LL3 ws
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Erityisesti, jos determinantissa on kaksi samaa saraketta tai nollasarake,
sen arvo on 0.

(2) Jos muuttujaan (sarakkeeseen) lisétiin toinen kerrottuna vakiolla, niin kol-
milineaarikuvauksen arvo ei muutu, sis esimerkikst

uy v+ )\ul W1 Uy vV wi
det(u,v + Au,w) = |ugs vy + Aus we | =|uz vy wo
uz vz + Auz w3 U3 V3 Ws

PERUSTELU. Harjoitustehtava [

Seuraava lause sanoo, ettd voimme saada edellisisté uusia laskusdiantojia deter-
minantille korvaamalla joka paikassa sanan ”sarake” sanalla "rivi”.

LAUSE 2.2.5. Kolmirivisen determinantin det : R3 x R? x R® — R arvo ei
muutu, jos sen rivit ja sarakkeet vaihdetaan toisikseen, siis vastaavan matriisin
transponoinnissa, vaan det A = det AT. Toisin sanoen

ailz aiz2 Aais a1l a21 Aasi
a1 Q22 Q23| = Q12 Q22 A32
asz1 az2 dAass a13 a23 0As3

PERUSTELU. Asian voi tarkastaa laskemalla molemmat determinantit.

Determinantin lineaarisuus ja alternoivuus seké sarakkeiden etté rivien suhteen
antavat nopean tavan laskea determinantin Gauss—Jordanin menetelmén kaltaisella
algoritmilla, jossa determinantin sisédédn muotoillaan kolmiomatriisi muuttamatta
determinantin arvoa. Téstd on hyotyé, silld kolmiomatriisin determinantti on tie-
tysti helppo laskea.

LAUSE 2.2.6. Olkoon Asyxs3 = kolmiomatriisi. Tdlloin

ai; a2 ai3
det A = 0 o2 Q23| — A11022033.
0 0 ass
Erityisestt det I = 1.
1 —4 2 1 -4 2 1 —4 2
ESIMERKKI 2.2.7. a) |-2 8 —-9| =10 0 -5/ =1|0 0 =5|=
-1 7 0 -1 7 0 0 3 2
1 -4 2
—10 3 2 | =15
0 0 -5
1 —4 2 1 —4 2
b)|-2 8 —-9/=10|-2 8 —-9|=-.--=10-15=150
—-10 70 O -1 7 0

Determinantin laskemisessa on oleellista hytotyd myos seuraavasta lauseesta
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LAUSE 2.2.8. Kolmirivisille neliomatriiseille A ja B on voimassa:

det(AB) = det A - det B.

PERUSTELU. Molemmat puolet voi laskea auki. Lausekkeista tulee pitkiit, mutta
samat. [

Geometrian kannalta kyseessd on merkkid lukuunottamatta ilmeinen asia, silld
det A ilmaisee tilavuuden suurennussuhteen siind lineaarikuvauksessa F' = Fy :
R3 — R3, jonka matriisi on A, ja vastaavasti det B ilmaisee tilavuuden suuren-
nussuhteen siini lineaarikuvauksessa G = Gp : R?> — R3, jonka matriisi on B.
Niistd yhdistetty lineaarikuvaus F' o G suurentaa tietysti tilavuuksia kertoimella,
joka on edellisten tulo, siis det A - det B, onhan esimerkiksi yksikkokuution K C R3
kuvajoukon tilavuus, jota merkitsemme hetken aikaa lyhenteelld Vol.

Vol(FoG)(K)=Vol(F(G(K))=det A-Vol(G(K)) =det A- (det B - Vol(K)).

Kuvauksen F' o G suurennussuhde on siis det A - det B.

[/

Toisaalta lineaarikuvauksen F' o G matriisi on AB, ja se suurentaa siis tilavuuksia
kertoimella det(AB). Ainakin itseisarvot |det A - det B| ja | det(AB)| ovat samat,
koska kumpikin kuvaa samaa asiaa.

SEURAUS 2.2.9. Matriisi Asxs on kddntyvd, jos ja vain jos det A # 0. Tilloin

1
det A7 = .
det A
TODISTUKSESTA. Lauseen 1.5.9 mukaan®® 3 x 3-matriisi A on kiintyvi tasan
silloin, kun se muokkautuu Gaussin ja Jordanin ratkaisumenettelylld identtiseksi
matriisiksi I3x3. Kéintymédton taas muokkautuu muotoon

[ 0 0 0 } ’
jossa on pelkkié nollia alarivind. Gaussin—Jordanin kiisittelyn jélkeen saadulla mat-
riisilla on siis determinantti 1 tai 0 sen mukaan oliko alkuperiinen A kddntyvi vai
ei. Toisaalta mikiddn Gaussin—Jordanin rivioperaatioista ei voi muuttaa nollasta

eroavaa determinanttia nollaksi eikd painvastoin.
Determinantin lauseke saadaan lopuksi edellisen lauseen avulla, siis yhtalosté

det Adet(A™') = det(AA™) =det 1 = 1.

O

30Lauseen 1.5.9 todistus on kesken. Tarkkaan ottaen saamme tissd vain tuloksen, ettd A:lla
on oikeanpuoleinen kidnteismatriisi tasan silloin, kun det A # 0.
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2.3. Yleinen n-rivinen determinantti.

Nyt maéédriteltdvin determinantin halutaan tuottavan moniuotteisen vastineen
suuntaissérmion tilavuuden kisitteelle. Useimmista lineaarialgebran oppikirjoista
16ytyy seuraava médritelmé:

MAARITELMA 2.3.1. Matriisin A, x, ij:s alimatriisi A;; saadaan poistamalla
A:sta rivi ¢ ja sarake j.

MAARITELMA 2.3.2. Maiéritellisin matriisin A, «,, determinantti kaksivaihei-
sesti3!:
I detAle = dall.
II det A = al1 det A11 — 12 det A12 -+ a3 det A13 — 4 (—1)1+”a1n det Aln
= Z?:l (—1)1+ja1j det Alj-

Lukijan on syyté testata, ettd méadritelmé toimii tapauksessa n = 2 tai 3. Kir-
joissa médritelmé kirjoitetaan usein ndennéisesti lyhemmin ottamalla ensin kéyt-
toon kofaktorin kisite.

MAARITELMA 2.3.3. Alimatriisin A;; determinantti det A;; on nimeltéén ij:s
alideterminantti. Matriisin A,,»,, alkion a;; kofaktori on

cof Qi = (—1)i+j det Aij7

jolloin

n
det A = aq1 cof a1 + aocof ajn + - -+ + ay, cof ar, = E ay;cof ay;.
=1

Samalla kun alamme tarkastaa yleisen determinantin ominaisuuksia, pohdimme
mitd ominaisuuksia tilavuutta kuvaavalta determinantilta kannattaa vaatia. On
myos aihetta miettid, miten ylld annettuun méiritelméén on paddytty ja voisiko
determinantin mééritelld jotenkin toisin kuin ylld ja silti saada halutut ominaisuu-
det.

VAATIMUKSIA. Koska halutaan, ettd n—rivinen determinantti det A,,«,, on nxn-
-matriisin A sarakevektoreiden virittdmén sdrmion ”tilavuus”, sitd on luonnollista
tarkastella sarakkeiden funktiona. Determinantti liitt44 n—komponenttisiin vek-
toreihin

all a12 a/l’I’L
asy a22 . @2n
V1 = Qx1 = . y V2 = Q2 = : poee JaUn = Gun =
a/nl a/n2 aTL’I’l
a1 a2 e A1n
a1 a9 . (0557%%
luvun det(vy,va,...,v,) = det
an1 Qap2 ... Ann

On luonnollista vaatia séirmion tilavuuden kaksinkertaistuvan, kun yksi sdrmi ve-
nytetiddn kaksinkertaiseksi.

31Induktiostahan tésss on kysymys. Ks. esim. JOHDATUS MATEMATIIKKAAN.
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Tiéamé antaa aiheen vaatia, ettd jos A:n jokin sarake kerrotaan luvulla A, niin det A
tulee kerrotuksi samalla luvulla A, ts. ettd (ML-1) pétee. Esimerkiksi

det(Avy, ve,...,v,) = Adet(vy, va, ..., vp).

Myos yhteenlaskuominaisuus (ML-2) kaikkien séirmien suhteen on luonnollinen.
Ensimmaéisen sdrmén suhteenhan se sanoo, etta

det(vy 4+ uq,ve, ..., v,) = det(vy,va,...,v,) + det(uy, va, ..., v,)

On siis aihetta vaatia, ettéd yleinenkin determinantti on kunkin sarakkeen suh-
teen lineaarikuvaus. Ilmaisemme tdmin sanomalla, ettd determinantin kuuluu olla
moni— eli multilineaarikuvaus.?

Kolmiriviselld determinantilla on lisiiksi alternoivuusominaisuus (ALT), jonka
mukaan kahden sarakkeen vaihto vaihtaa determinantin merkin. Timéin geomet-
rinen sisélto ei ole aivan heti ilmeinen, mutta on kylld luonnollista vaatia, ettd
suuntaissirmion tilavuus on 0, jos kaksi sen sdrmistd yhtyy. Korvatkaamme siis
ehto (ALT) télld vaatimuksella. Nyt kdy niin onnellisesti, ettd ehto (ALT) seuraa
ehdoista (ML-1), (ML-2) ja téstéd lievemmaéstd oletuksesta. Tamén toteaminen on
sopiva harjoitustehtévd. Huomaamme siis, ettd alternoivuusvaatimuskin on geo-
metrisesti luonnollinen.

Esitettyimme vaatimukset voimme tietysti kysyé, onko olemassa funktiota A :
(R™)" — R, joka toteuttaisi ne. Kuinka monta erilaista ehdokasta determinantiksi

32 Joudumme maksamaan lineaarisuusvaatimuksesta (ML-1) sen hinnan, ettd tdytyy hyviksyé
”negatiiviset tilavuudet”.
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on jiljelld, kun vaadimme, ettd determinantin kuuluu olla sarakkeiden alternoiva n—
lineaarikuvaus? Onko yhtdédn? Onko siis ollenkaan jiarkevdd puhua ”tilavuudesta”
avaruudessa R™, kun n > 4?7 Voimmeko toisaalta ehki vaatia ”tilavuudelta” eli
determinanttifunktiolta lisdd ominaisuuksia?

Osoittautuu, ettd voimme vield vaatia, ettd ykkosmatriisin determinantti eli yk-
sikkskuution tilavuus det(eq, es, .. ., €,) on tasan yksi, mutta ettd tétd " mittyksikon
valintaa” vaille on olemassa ainoastaan yksi alternoiva n—lineaarikuvaus

A:R"xR"x...R" = R.

Kuten arvata saattaa, se on mééritelmissd 2.3.1 ja 2.3.2 mainittu determinantti.
On todistettava, ettd se kelpaa ja ettd muita ei ole. Seuraava lause 2.3.4. sanoo,
etté se kelpaa. Yksikisitteisyys — periaate 2 — todistetaan lauseen 2.4.6. jilkeen.

LAUSE 2.3.4 (DETERMINANTIN PERUSOMINAISUUS). Determinantti on sarak-
keiden alternoiva n—lineaarifunktio.

PERUSTELU. Induktiotodistus:

Vaihe I: ”Lause pitee, kun n on 1”. Totta kai niin on. Tiedéimme itse asiassa
ennestddn myos, ettd lause patee n:n arvoilla 2 ja 3.

Vaihe II: Oletetaan, etti lause pétee n — l-riviselle determinantille ja todis-
tetaan se n-riviselle. Merkintdjen yksinkertaistamiseksi tarkastetaan lineaarisuus
ensimméisen muuttujan suhteen. Ehto (ML-1) tarkastetaan néin:

)\a11 a2 e QA1n
det(Avy,ve,...,v,) =
ANap1 Gpa ...  Qpn
ao9 Ce aon, )\agl a3 Ce Ao, )\CL21 a22
= Aa11 | S| —a2| : St Eam
An2 ... Qpn Aap1  Ap3 ... Gpp Aan1  Gno
ao9 Ce (0575 as1 a3 Ce a9on, a21 a22
= )\CLH — )\CL12 + - + )\aln
an2 PN Ann an1 an3 e Ann an1  Qp2

= Adet(vy,...,v,).

Huomaa, missé kéiytettiin induktioehtoa.

az(n—1)

Ap(n—1)

a2(n—1)

An(n—1)
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Ehto (ML-2) tarkastetaan samaan tapaan: Olkoon u; = (b11,...,bn1)
a1 +bi1 ann a1n
det(v1+u1,v2,...,vn): :
an1 + bnl an2 Qnn
a22 Q2n
= (@11 + b11)
an2 Qnn
as1 + ba1  ao3 Ao az1 +ba1  ao a2(n—1)
—ai : +---ta, : :
an1 +bp1  Gn3 ann an1 +bn1  Gpa Ap(n—1)
ag2 QA2n az1 Q23 Qa2n Q21  Qa22 a2(n—1)
= an — a12 + -t a, +
an2 Ann Gnp1l  an3 Qnn Anl  An2 An(n—-1)
a2 a2y, ba1 a3 azn bo1  ase a2(n—1)
+b11 — a12 +-tan,|
an2 Ann bnl an3 Ann bnl an2 an(n,l)
= det(vy,...,v,) + det(ug, ..., vy).
Induktioehtoa (ML-2) kiiytettiin alideterminantteihin. Tarkastetaan vield vaihdan-
taehto (ALT) kahdelle ensimmaéiselle muuttujalle. Médritelmén 2.3.1 mukaan
a1 a2 A1n
det(vy,va,...,v,) =
an1  Gp2 Gnn
Q22 G23 Qa2n a21 G23 A2n Q21 422 az(n—1)
= a1 — a12 +"'j:a1n
An2  Qn3 Qnn an1  Qn3 nn apl  An2 An(n—1)
Vaihtamalla kaksi ensimmaéistd termié ja muissa termeissi kaksi ensimméisté sara-
ketta tédmén saa alideterminattien alternoivuutta kiyttden muotoon
az1 G23 Q2n Q22  G23 a2n ag2 Q21 ag(n-1)
— a2 +an — - Fain
Anl  QGn3 Ann an2  Qn3 Qnn Gp2 Aanl An(n-1)
= —det(ve,v1,...,0p)
O

2.4. Yleisen determinantin ominaisuuksia.
Yleiselld determinantilla on periaatteessa samat ominaisuudet kuin kolmirivisel-

lakin. Determinantin tirkeimméit ominaisuudethan ovat lineaarisuus kunkin sarak-
keen suhteen ja merkinvaihto sarakkeiden vaihdossa. Muut ominaisuudet seuraavat
niisti.
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LAUSE 2.4.1. Matriisin A, x, determinantti voidaan laskea ”kehittimdlld” de-
terminantti mielivaltaisen rivin @ tai sarakkeen j mukaan ts.

n
det A = a;1 cof a;1 + aio cof azo + - -+ + a;y cof ajy, = E a;j cof a;;
7j=1

n
= Qij COfCLlj + a2 COfCLQj + e+ Qnj cof Qnj = E Qij cof Qij-
i=1

LAUSE 2.4.2. Olkoon A, «y yld- tai alakolmiomatriisi tai erikoistapauksena edel-
lisistd diagonaalimatriisi. Tdlloin determinantti saadaan kertomalla keskenddn A:n
diagonaali- eli ldvistdjaalkiot

det A = a11a22 ...0pp-

LAUSE 2.4.3. Matriisin A,,«,, determinantille on voimassa:

a) Jos A:ssa on nollarivi (nollasarake), niin det A = 0.

b) Jos A:n rivi (sarake) kerrotaan vakiolla ¢, niin det A tulee kerrotuksi sa-
malla vakiolla.

c) Olkoot A ja B samoja lukuunottamatta rivid i (saraketta j) ts.

'all aln' _CL11 aln'
A= ;1 N Qin y B = bil e bzn
an1 . Apypy Ldn1 “e Apn

Olkoon lisdiksi

ail ‘e A1n
C=|an+ba ... ain+bin
L an1 Ce Ann _

Talloin

det C = det A + det B.

d) Jos A kaksi rivid (saraketta) vaihdetaan keskenddn, niin determinantin
merkki vaihtuu (determinantin itseisarvo sdilyy).

e) Jos A kaksi rivid (saraketta) ovat samoja, niin det A = 0.

f) Jos A:n rivi (sarake) on toinen rivi (sarake) kerrottuna vakiolla, niin
det A = 0.

g) Jos A:n riviin (sarakkeeseen) lisitidn toinen rivi (sarake) kerrottuna va-
kiolla, niin determinantti er muutu.
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LAUSE 2.4.4. Matriisille A, x,, on voimassa:
ai1 cof aji1 + aiz cof ajo + -+ + ajp cof ajn, = 0, jos i # j.

Lauseen 2.4.4 merkitys on siiné, ettd sen avulla saadaan klassinen lauseke ki#in-
teismatriisille.

LAUSE 2.4.5. Matriisille A, «,, on voimassa:

det A = det A”.

LAUSE 2.4.6. Matriiseille Ay xn jo Bpxn on voimassa:

det(AB) = det A - det B.

TODISTUKSISTA. Lause 2.4.2 on ilmeinen tosiasia. Lause 2.4.3 sanoo sarakkei-
den osalta, ettd determinantti on alternoiva multilineaarikuvaus ja luettelee muu-
tamia vilittomid seurauksia. Rivien osalta viitteet saadaan saman tien, mikéli
transponointia koskeva lause 2.4.5. on tosi. Transponoinnin luvallisuus on
nimittidin sama asia kuin lupa ”"kehittd4” determinantti ensimmaéisen sarakkeen mu-
kaan. Toisaalta sarakkeita vaihtamalla saa minké tahansa sarakkeen ensimmaéiseksi
(pidd kirjaa merkeistd!l), joten matriisin voi "kehittdd” minki tahansa sarakkeen
mukaan. Vield transponointi, ja huomaamme, ettd ”kehittdminen” onnistuu minké
tahansa rivinkin mukaan. Lause 2.4.4 on harjoitustehtéviksi sopiva, kunhan tunne-
taan 2.4.3 ja 2.4.1. Varsinaiseksi ongelmaksi jéi siis todistaa transponointia koskeva
lause 2.4.5 ja tulon determinanttia koskeva lause 2.4.6.

Osoittautuu, ettd molemmat ovat seurauksia niistéd kahdesta syvillisesté periaat-
teesta, jotka otimme koko determinanttiteorian ldhtokohdiksi:

PERIAATE 1. n-rivinen determinantti on sarakkeidensa alternoiva n—lineaari-
funktio ja det I, «,, = 1.

PERIAATE 2. Jokainen alternoiva n—lineaarifunktio A : (R™)™ — R on determi-
nantti kerrottuna jollakin vakiolla, siis muotoa

Avy,...,v,) = Adet(vy, ..., v,).

Yhdessi periaatteet sanovat, ettid determinantin muodostaminen on vakioker-
rointa vaille ainoa alternoiva n—komponenttisten vektoreiden n—lineaarikuvaus.

PERIAATTEIDEN TODISTUKSET. Periaate 1 on jo todistettu, kyseessdhén on de-
terminantin perusominaisuus 2.4.4.

Periaate 2 voidaan tarkastaa suoralla laskulla: Olkoon A : (R™)"™

— R alternoiva

n—lineaarifunktio. Olkoon ¢ = A(ey,...,€,), missi ey, ..., e, ovat standardikanta-
vektorit. Lasketaan A(vy,...,v,) mielivaltaisille vektoreille
a1 A1n
n a1 n A2n
0122%161‘: . I [} Unzzajnej: .
i=1 : Jj=1 :

anl Ann
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Huomaamme aluksi, ettd alternoivuuden takia A(e;,...,e;) = 0 aina, kun kaksi
kantavektoreista e; ..., e; ovat samoja. Muuten A(e;,...,e;) on £ tai —¢ sen mu-
kaan, saadaanko vektoreiden jono e;,...,e; jonosta eq,...,e, parillisella vai parit-

tomalla mésrilld vaihtoja.33 Merkitddn ;. j=

0, jos ainakin kaksi indekseistd i,...,j € {1,...,n} ovat samoja
1, josjono (i,...,j) saadaan jonosta (1,...,n) parillisella mésralld vaihtoja
—1, jos jono (i,...,7) saadaan jonosta (1,...,n) parittomalla méiralla vaihtoja.

n n
A(Ul, Ce ,’Un) = A(Z A;1€4, . . - ,Zajnej)
=1 Jj=1
ML-1 = =
= ZA(ailei,...,Zajnej)

=1

ML—2
= E a1 Ale;, . .. E ajn€j)

n n
= g ail"'E ajngez J
i=1 =1
n n
=/ g az’l"‘§ Qjn €...5
i=1 j=1

n n
=/ E E Qi1 - - Qjn €45
i=1  j=1
Tasmailleen sama lasku sovellettuna alternoivaan n—lineaarikuvaukseen det antaa
n n
det(vh...,vn) = det( E Ai1€5y .oy E ajnej)
i=1 j=1
n n
:"':E E Qi1 - - - Qjn €5,
i=1  j=1

silld det(eq,...,e,) = det I = 1. Koska lausekkeet ovat kerrointa vaille samat, on
lause todistettu. Periaatteet on todettu oikeiksi. [

33Vain toinen on kulloinkin mahdollista. Témén todistus vie sivuun aiheestamme.
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Periaatteen 2 yhteydessd mainitulle kertoimelle A on todistuksen sivutuotteena

saatu arvoksi
A=L0=A(e1,...,en).

Todistus tuotti myos uuden lausekkeen determinantille.

n n
det(vy,...,v,) = E g A1 - A €G-
i=1 =1

Koska kaikki n summausindeksid saavat arvot 1,...,n, summassa on periaatteessa
n™ termid. Koska kuitenkin €; ; = 0 aina, kun kaksi indekseistd on samoja, jaljelld
ovat vain ne termit, joiden indekseiné ovat kaikki luvut 1, ..., n, kukin tasan yhden
kerran. Toisin sanoen summassa esiintyy yksi termi jokaista jérjestystd kohti, johon
jono 1,...,n voidaan permutoida. N&itd on tunnetusti vain(?) n! kappaletta. Edel-
leenkin determinantin laskeminen télld kaavalla — tai suoraan mééritelmalla 2.3.2,
joka johtaa olennaisesti samaan laskuun — on erittdin tyoldstd. Suositeltavam-
paa on kiyttid esimerkiksi Gauss—Jordan tyyppistid algoritmia. Laskutoimitusten
mutkikkuuden arviointi — kompleksisuusteoria — on oma mielenkiintoinen mate-
matiikan alansa.

Kéaytamme lopuksi periaatetta 2 esittddksemme todistukset tulon determinanttia
koskevalle lauseelle 2.3.6 ja transponointia koskevalle lauseelle 2.3.5.

ToODISTUS LAUSEELLE 2.3.6. Olkoon B = B, «, jokin neliématriisi, jonka riveji

merkitsemme by, ..., by, ja olkoon A se funktio, joka liittdd matriisin A sarakkei-
siin vy,...,v, luvun A(vy,...,v,) = det(BA). Lausekkeesta
(b1*|v1) e (b1*|1}z) e (bl*|vm)
det(BA) = (bj*]vl) Ce (bj*]vz) . (b]*"l)m)
(bpslv1) oo (bnxlvi) oo (bnx|om)
voi péadtelld, ettd tdmikin A on muuttujien vy, ..., v, alternoiva n—lineaarikuvaus,

joten periaatteiden 1 ja 2 mukaan
det BA = A(A) = A(ey,...,e,)det A = det Bdet A.

O

TODISTUSIDEA LAUSEELLE 2.3.5. Olkoon A se funktio, joka liittdd matriisin
A sarakkeisiin vy,...,v, luvun A(vy,...,v,) = det AT. (Huomaa transpoosi.)
Jaljitteleméalld perusominaisuuslauseen 2.3.4 todistusta voi induktiolla — joskin
hiukan mutkikkaammalla — todistaa, ettd A on alternoiva n—lineaarikuvaus, joten
periaatteiden 1 ja 2 mukaan

A=A(e1,...,e,) det =1-det =det.
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2.5. Determinantin yhteys k#iénteismatriisiin.

LAUSE 2.5.1. Neliomatriisi Ay« on kddntyvd jos ja vain jos det A # 0. Télldin

1
-1
det A = e A

TobisTus. Todistus on periaatteessa sama kuin kolmirivisessé tapauksessa 2.2.9.
Kertaamme sen nyt ja paikkaamme samalla todistukseen jaineen aukon.

Lauseen 1.5.9 yhteydessi on selvinnyt, ettd Gaussin ja Jordanin menettely joh-
taa siihen, ettd neliomatriisilla A:lla on oikeanpuoleinen kiinteismatriisi — siis
X = X, xn, jolla AX = I — tasan silloin, kun se muokkautuu Gaussin ja Jor-
danin ratkaisumenettelylld identtiseksi matriisiksi I,,x,, jolla on determinantti 1.
Kaantyméaton muokkautuu muotoon

0 0o ... 0]’
jossa on pelkkié nollia alarivini ja siis determinantti 0. Koska mikisin Gaussin—
Jordanin rivioperaatioista ei voi muuttaa nollasta eroavaa determinanttia nollaksi
eiké péinvastoin, on determinatti siis nollasta eroava tasan silloin, kun A:lla on
oikeanpuoleinen kiinteismatriisi.

Erityisesti on selvid, ettd kiddntyvilld matriisilla deterinantti on nollasta eroava,
mutta emme ole vield selvittidneet, takaako tdmé determinanttiehto (molemmin-
puolisen) kiddntyvyyden. Asia voidaan nyt ratkaista vetoamalla transpoosin de-
terminanttiin, joka on3* det AT = det A, siis oletuksen mukaan nollasta eroava.
Transpoosilla on siis edellisen tarkastelun mukaan olemassa oikeanpuoleinen ki#n-
teismatriisi Y = Yj,xn, jolle ATY = I. Nytpi Y7 on A vasemmanpuoleinen

kadnteismatriisi, silld
YIA=A"TY =17 =1.

O
MAARITELMA 2.5.2. Matriisin A« = [a;;] kofaktorimatriisi®> on
cofay; ... cofai,
cof A = [cof a;;] = :
cofan,1 ... cofany,

LAUSE 2.5.3. Matriisille A, «,, on voimassa:

Alcof A" =det A-I.

ToODISTUS. Seuraa vilittomésti lauseista 2.4.1 ja 2.4.4. [
SEURAUS 2.5.4. Olkoon matriisi Ay x, kddintyvd. Talloin

—1_ 1
det A

[cof A]” .

34T4ss4 ratkaiseva kohta.
35Toisinaan myds listtomatriiss.
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2.6. Cramerin®® s#into.
Tarkastellaan lineaarista yhtdloryhm#éda Ax = b, missi A on n X n—matriisi.
Merkitéén Aj:1la matriisia, joka on saatu A:sta korvaamalla sarake j vektorilla b,
esimerkiksi

bl aig ... A1n

b2 ago ... a2n
A =

bn an2 ... Apn,

Nyt on voimassa ns. Cramerin sddnto:
LAUSE 2.6.1. Olkoon det A # 0. Tilloin yhtdloryhmdlli Ax = b on tdsmdlleen

yksi ratkaisu

_det Ay _ det Ay _ det A,
T detA TPT detAd UM T et A

T1

TopIsTus. = = A~1(b). Sijoita A~1:n lauseke lauseesta 2.5.4 ja laske. [

36 GABRIEL CRAMER (1704-1752), sveitsildinen matemaatikko ja fyysikko.
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3. Vektoriavaruus ja sen dimensio eli ulotteisuus

Téssé luvussa alamme tutkia tasojen ja suorien korkeampiulotteisia vastineita.
Samalla selvid#, mitéd oikein tarkoitetaan silld, etti jokin avaruus on vaikkapa 8-
ulotteinen.

3.1. Lineaarikombinaatiot ja lineaarinen riippumattomuus.

Kahdesta vektorista on koulukurssin perusteella helppo sanoa, milloin ne ovat
samansuuntaisia, milloin eiviit. Korkeintaan voi epéilystd aiheuttaa nollavektori,
jonka sovitaan olevan kaikkien vektoreiden suuntainen. Myo6s avaruudessa kolme
vektoria voivat tietysti olla samansuuntaisia tai sitten kokonaan erisuuntaisia, kuten
vaikkapa kantavektorit ey, es ja es. Mutta on kolmaskin mahdollisuus: kolme vek-
toria voivat olla saman tason suuntaisia olematta samansuuntaisia. N&in on asian
laita esimerkiksi vektoreille e1, e5 ja e;4+e5. Korkeampiulotteisissa avaruuksissa vek-
toreiden ”erisuuntaisuuden aste” eli niiden virittéimén avaruuden dimensio vaihtelee
vield enemmén. Aloitamme dimensiota koskevat tarkastelumme tilanteesta, jossa
tutkittavat vektorit ovat tdysin erisuuntaisia eli lineaarisesti riippumattomia.

MAARITELMA 3.1.1. Avaruuden R™ vektoreiden vi,vs,...,vx lineaarikombi-
naatiotks: sanotaan vektoreita

A1 4 Agvg + -+ Apug,

missi luvut A1, Ao, ..., A\x € R saavat olla mitid tahansa.

Lineaarikombinaatio

-3V, +V.
. N 1 V2
3v1+v2+2v3 «

Esimerkiksi avaruudessa R3 kahden kantavektorin e; ja es kaikkien lineaarikom-
binaatioiden joukko {Aje; + Asea | A1 € R, Ay € R} on sama kuin taso {z =
<$1,1E2,£C3) € R3 ‘ XT3 = O}
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MAARITELMA 3.1.2. Avaruuden R" vektorit vy, vs,..., v ovat (toisistaan) li-
neaarisesti riippuvat3”, jos niiden suuntaisista vektoreista voidaan muodostaa sul-
keutuva silmukka,

-3v1+v2+2v3

Lineaarisesti riippuvat vektorit

eli jos on olemassa reaaliluvut i, Ao, ..., A\g siten, etté
A1v1 + AU + -+ Agvg = 0,

ja ainakin yksi eroaa nollasta. Jos tillaista silmukkaa ei voi muodosta, niin
vektorit vy, vs,...,v ovat (toisistaan) lineaarisesti riippumattomat.3® Vektorit
v1, V2, ...,V ovat siis lineaarisesti riippumattomat tdsmélleen silloin, kun ehdosta

)\11)1 +)\2v2—|—---—|—)\kvk = 0.

seuraa, etti Ay = g =--- = A = 0.
Miadritelmédn saa tuntuman todistamalla sen perusteella seuraavat viitteet:

LAUSE 3.1.3.

a) Jos jokin vektoreista vy, va, ..., v on nollavektori, ne ovat LD.

b) Yksindinen vektori vi on LD ainoastaan, kun vy = 0.

c) Vektorit vi,va,...,v; ovat lineaarisesti riippumattomat tismdlleen silloin,
kun yksi niist@®® voidaan lausua muiden lineaarikombinaationa, siis esi-
merkiksi

V1 = E /\jUj.
i#1
d) Jos vektorit vy, v, ..., v ovat LD, niin vi,va,...,vk,u ovat LD, olipa u

mikd tahansa vektori.

Edellisen lauseen kohta d) sanoo, etté lineaarisesti riippumattomat vektorit py-
syvéit riippumattomina, vaikka niistéd jéttéisi pois yhden tai vaikka useammankin
(induktio!).

37Yleisesti télle on kiytdssi lyhenne LD englannin sanoista linearly dependent.

38Tamé on juuri etsimiddmme tdydellisté erisuuntaisuutta. Lineaariselle riippumattomuudelle
on kiytossd lyhenne LI englannin sanoista linearly independent.

39Mutta ei valttamatts jokainen!
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LAUSE 3.1.4. Olkoon

ail a9 . A1n
a21 Q22 ... Q2n

A= ) ) . . ; ai; € R.
Gm1 Om2 ... Amn

Tilloin A:n sarakevektorit ovat L1 | jos ja vain jos yhtiloryhmdlld Ax = 0 on pelkkdi
triviaaliratkaisu.

Tobistus. Kumpikin viite sanoo saman:

aii a12 Ain 0
as1 a22 a2n 0
1 . + X9 . +--Fx, . = :
an1l an2 Ann 0

vain, kun jokainen x; on 0, ts.

n
ina*,i:() — 1 =---=x, =0,
i=1
misséd symbolilla a,; on luonnollisesti merkitty matriisin i:nnetté saraketta. [
LAUSE 3.1.5. Olkoon D : (R™)* — R alternoiva k—lineaarikuvaus ja vektorit
V1,...,0, € R™ lineaarisesti riippuvat, siis LD. Tdllgin D(vy,...,v,) = 0.
Erityisesti determinantts

ail ai12 - A1n
a1 ao9 e aon,
Qan1 an2 - Ann

on 0, jos sen sarakkeet riippuvat toisistaan lineaarisesti.

Tobistus. Jos vektorit vy, ..., v riippuvat toisistaan lineaarisesti, niin ainakin
yksi voidaan lausua muiden lineaarikombinaationa. Koska sarakkeiden vaihto vain
vaihtaa multilineaarikuvauksen arvon merkin, voimme olettaa, ettd ensimméinen
sarake on muiden lineaarikombinaatio, toisin sanoen sopivin kertoimin \; pitee

U1 =)o A ja siis

k
D(’Ulav27"'7vk):D(Z)\ivian7"'7UI€)
2

:Z)\iD(’Ui,’UQ,...,’Uk) =0.

-

i

k
=2
! 0 (kaksi samaa)

O

Tosiasiassa determinantin héviiminen myos takaa, etté sen sarakkeet ovat lineaa-
risesti riippuvat. Tamé& on osa seuraavaa lausetta, johon on koottu neliomatriisin

kiadntyvyysehtoja.
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Kolme lineaarisesti riippuvaa vektoria ovat samassa tasossa

LAUSE 3.1.6 (JATKOA LAUSEILLE 1.5.8 JA 2.5.1). Neliomatriisille Ay, x, seu-
raavat ovat yhtdapitdvid:

(a) det A #0.

(b) A on kddntyvd, ts. on olemassa X = Xy« Siten, ettd XA = AX = 1.

(¢) Yhtiloryhmdlle Ax = b on (kaikilla b € R™!) tismdilleen yksi ratkaisu,
nimittdin x = A~1b.
Yhtiloryhmdlla Ax = b on (kaikilla b € R™!) tasmdlleen yksi ratkaisu.
Kuvaus Ty : R™ — R" : x — Az on bijektio.
Yhtiloryhmdlla Az = b on (kaikilla b € R™!) enintdin yksi ratkaisu.
Kuvaus Ty : R® — R" : x — Az on injektio.
Homogeenisella yhtdloryhmdlla Ax = 0 on vain triviaaliratkaisu.
A:n sarakevektorit ovat LI.
On olemassa X = X, xn siten, ettdi AX = 1.
On olemassa X = X,,xn siten, ettd XA =1.
A:n rivivektorit ovat LI.
AT on kddntyvd.

—~~ —~
o T =m0~

—~
o

e N N N e e e N S

E

Tobistus. Viite on yhdistelmé lauseista 1.5.9, 2.2.9, 2.5.9, 3.1.4 ja 3.1.5. [J

Lineaarinen riippumattomuus ja riippuvuus voidaan mééritelld myos dédrettomén
monelle vektorille. Palaamme tdhén kohdassa 3.7.

3.2. Aliavaruus.

Yleistdimme seuraavassa suoran ja tason kisitteet aliavaruuden kisitteeksi. Tar-
koituksena on, etti kolmiulotteisen avaruuden R? aliavaruuksia olisivat origon
kautta kulkevat suorat ja tasot, joita usein ajattelemme alempiulotteisten avaruuk-
sien R! ja R? kopioina. Vastaavasti esimerkiksi R*:115 on myos kolmiulotteisia aitoja
aliavaruuksia, origon kautta kulkevia avaruuden R? kopioita. Sen sijaan muita kuin
origon kautta kulkevia suoria ja tasoja ei tulla kelpuuttamaan linaarisiksi aliava-
ruuksiksi.*0

MAARITELMA 3.2.1. Avaruuden R" epityhjd osajoukko H on R™:n wvektori-
alivavaruus eli lineaarinen aliavaruus, lyhyesti aliavaruus, jos H siséltdd kaikki
alkioidensa lineaarikombinaatiot.

40Tjlanne on samanlainen kuin lineaarifunktioidenkin kohdalla. Muista, ett& esimerkiksi funk-
tio f: R — R : z— f(x) =2z + 3 ei lineaarialgebran terminologiassa ole lineaarinen, vaikka sen
kuvaaja on suora viiva ja koulussa sitd on tapana sanoa lineaariseksi.



3. VEKTORIAVARUUS JA SEN DIMENSIO ELI ULOTTEISUUS 61

2x+2y

On geometrisesti ilmeisti, ettd kolmiulotteisen avaruuden R? aliavaruuksia ovat
ainakin origon kautta kulkevat suorat ja tasot.

Tarkastaessamme onko jokin joukko H C R™ aliavaruus vai ei joudumme pe-
riaatteessa tutkimaan kaikkia H:n alkioiden lineaarikombinaatioita. Kéytinnossa
ei kuitenkaan tarvitse menetelld nédin hankalalla tavalla, vaan riittéds tutkia kaikki
kahden vektorin summat ja kaikki vektoreiden reaaliset monikerrat, silld pétee seu-
raava aliavaruuden karakterisointilause:

LAUSE 3.2.2. Avaruuden R"™ epdityhji osajoukko H on R™:n aliavaruus jos ja
vain jos seuraavat ehdot pdtevdt

(A-1) uyveH = u+veH
(A-2) ANeRjaoue H = Mue H

Tobistus. Tietysti jokaisella aliavaruudella H C R™ on ominaisuudet (A-1) ja
(A-2), ovathan u + v ja Au joukon H alkioiden lineaarikombinaatioita, kun \ €
R jau,v e H.

Olkoon H avaruuden R™ epétyhji osajoukko, jolla on ominaisuudet (A-1) ja (A-
2). On osoitettava, ettd H sisiltdd kaikki alkioidensa lineaarikombinaatiot. Olkoon
u = Zle Aiv; = Av1 + - - - 4+ Agvg sellainen, ts. jokainen \; € R jav; € H. Nyt
oletuksen (A-2) mukaan jokainen A;v; kuuluu joukkoon H ja siis oletuksen (A-1)
mukaan Ajv;+Aav9 € H, samoin siis A\jv1+Aava+A3v3 = (A1v1+Aqv2)+A3v3 € H
jne. kunnes A\jv; + -+ + Agvg € H. (Induktio!) O

Todistamalla seuraavan lauseen voi testata onko ymmaértianyt aliavaruuden maa-
ritelmén oikein.

LAUSE 3.2.3.

a) R™:n jokainen aliavaruus sisdltid R™:n nollavektorin,
b) R™:n triviaali aliavaruus {0} ja koko avaruus R™ ovat R™:n aliavaruuksia.

Tobistus. Harjoitustehtéava. [

LAUSE 3.2.4. Olkoot H ja K avaruuden R™ aliavaruuksia. Silloin leikkaus HNK
on R™:n aliavaruus, mutta yhdiste H U K ei yleensd ole R™:n aliavaruus.

TobisTus. Olkoot H ja K avaruuden R™ aliavaruuksia. Testaamme lauseen
3.2.2. kriteereilld onko H N K avaruuden R™ aliavaruus. Kédytdmme tietoa, ettd H
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ja K ovat aliavaruuksia:

u,ve HNK — u,ve H jau,ve K
— ut+veHjut+ve K
(A-1) = ut+ve HNK.

ja AeRjaue HNK — MeRjaue Hjaue K
= M€ HjaluekK
(A-2) = MucHNK

Leikkaus on siis aliavaruus. On vield keksittédvi esimerkki kahdesta aliavaruu-
desta, joiden yhdiste ei ole aliavaruus. Tallaiseksi kelpaavat avaruuden R? koordi-
naattiakselit, joiden yhdiste ei tietenkéiin sisélld kaikkia alkioidensa summia. Esi-
merkiksi kantavektorit ejja es kuuluvat téhén yhdisteeseen, mutta summa e; + es
ei kuulu. O

HN K

Perusesimerkki kahden aliavaruuden leikkauksesta avaruudessa R on tietysti
kahden origon kautta kulkevan tason leikkaus, joka on origon kautta kulkeva suora,
elleiviit tasot yhdy.

Kahdesta aliavaruudesta voi luonnollisella tavalla rakentaa aliavaruuden, joka
siséltdd molemmat annetut aliavaruudet, vaikka yhdiste ei tidhin tarkoitukseen
yleensé kelpaakaan.

MAARITELMA 3.2.5. Olkoot H ja K avaruuden R™ aliavaruuksia. Maéritelldén
H:n ja K:n summa:

H+K={u+v|u€eHjaveK}.

H+K K

H

Perusesimerkki aliavauuksien summasta on avaruuden R3® z-akselin ja y-akselin
summa, joka on xy-taso — aliavaruus sekin. Aliavaruuksien summan mééritel-
méssé on ideana luoda mahdollisimman pieni aliavaruus, joka siséltdd annetut alia-
varuudet H ja K. Seuraavat lauseet sanovat, ettd onnistuimme.
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LAUSE 3.2.6. Olkoot H ja K avaruuden R™ aliavaruuksia. Silloin H + K on
R"™:n aliavaruus.

ToDISTUS. Samantapainen kuin lauseen 3.2.4. todistus. [

LAUSE 3.2.7. Olkoot H ja K avaruuden R™ aliavaruuksia. Silloin

a) HUK C H+ K,
b) H + K on suppein R™:n aliavaruus, joka sisdltid H U K :n.

Tobistus. a) HC H+ K ={u+v|u € H jav € K}, silld jokainen vektori
h € H on muotoa h = h 4+ 0 ja tieddmme, ettd 0 € K. Vastaavasti tarkastetaan,
ettt K CH+ K. Siis HUK C H+ K.

b) Meidédn on nyt todistettava, ettd H 4+ K on suppein R™:n aliavaruus, joka
sisdltédd yhdisteen H U K eli molemmat alkuperiiset aliavaruudet. Otetaan tutkit-
tavaksi aliavaruus L, jolle pdtee H C L ja K C L ja viitetdéan, ettd H + K C L.
Tamé viite tarkoittaa, ettd jokainen joukon H + K alkio kuuluu my6s joukkoon L.
Testaamme onko asian laita n&in. Otetaan tutkittavaksi joukon H 4 K alkio, siis
summavektori A 4+ k, missid h € H ja k € K. Koska L on aliavaruus, niin ehdon
(A-1) nojalla:

heHCL = helL

ke KCL — keL} = h+kel. U

Kolmen tai useammankin aliavaruuden summa muodostetaan vastaavalla ta-
valla. FErityisesti voi aliavaruuden muodostaa aloittamalla joistakin vektoreista,
jatkamalla ne origon kautta kulkeviksi suoriksi ja muodostamalla suorien summan.
Seuraavassa pykilidssd nédin tehdéin sallien jopa, ettéd aloitetaan #ddrettémén mo-
nella vektorilla.

3.3. Lineaarinen verho.

MAARITELMA 3.3.1. Olkoon S avaruuden R™ epityhji osajoukko. Merkitidin

< S >={u€R"|u on direllisen monen S:n alkion lineaarikombinaatio}
={Ms1+-F sk | EEN A, ..., €Rjasy,...,sp €S}

Joukko < § > on nimeltdén joukon S lineaarinen verho. Jos S on #érellinen joukko
{s1, 82, ...,8,}, niin merkitdin < S >=< s1,89,...,8, >.

(Sy S2?
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Lineaarisesta verhosta < S > kiytetddn myos nimeéd joukon S virittimd aliavaruus
tai kaikkien vektoreiden v € S wvirittimd aliavaruus. Tadmé on oikeutettua, silld
pétee:

LAUSE 3.3.2. Avaruuden R™ epdtyhjin osajoukon S lineaarinen verho < S >
on R™:n aliavaruus, vieldpd suppein joukon S sisdltdvd aliavaruus. Erityisesti, jos
H ja K ovat R™:n aliavaruuksia, niin < H UK >= H + K.

Tobistus. Joukon < S > voi todistaa aliavaruudeksi jéljittelemilld lauseen
3.2.6. todistusta. Tietysti S C< S >. Jokainen joukkoa S laajempi aliavaruus
L D S sisdltdsa kaikki alkioidensa lineaarikombinaatiot, erityisesti S:n alkoiden li-
naarikombinaatiot, joiden joukko on < § >. [

LAuse 3.3.3. Olkoon S C R"™ epdtyhji joukko vektoreita ja x € R™. Tidlloin
<SU{z}>=<S><= ze<S>.

ToDISTUS. Viite seuraa suoraan médritelmsistsd 3.3.1 O

On ilmeisté, ettd kahdesta vektorista ei voi lineaarikombinaatioina saada kolmea
lineaarisesti riippumatonta vektoria. Seuraava térked lause sanoo, ettd vastaava
asiantila vallitsee useammankin vektorin kohdalla. Todistus on suora lasku ja siksi
pitkén nékoinen.

LAUSE 3.3.4. Olkoon S = {vi1,...,v} k-alkioinen vektorijoukko. Tdlldin li-
neaarisen verhon < vi,...,vx > jokainen (k + 1)-alkioinen osajoukko on LD.

TobisTus. Tehtdvind on todistaa, ettd — riippumatta matriisista (a;;) — vek-
torit

U] = a11V1 + a12V2 + - - + A1V

Uk = QK101 + Qg2V2 + - + AgkVk
ja Ukg1) = Gra1)101 F Qg1)2V2 + 0 F Q1) Vk
ovat LD, eli ettd vektoriyhtalolla

() Aug + -+ >\(k+1)U(k:+1) =0
on epétriviaali ratkaisu A = (A1,..., Agy1)). Auki kirjoitettuna yhtélo (*) on
ajiAv1 + ajpA1vg + -+ + a15 A1V
+ ag1 AU + agaARv2 + 0 + gk Ak VK,
+ a1 AR+ V1 T Arp 2 R+ V2 T AR ARV = 0

eli sarakkeittain summaten

(@11 A1 + -+ ap1 Ae + Q1)1 A\ (et1)) V1 +
(@121 + -+ ap2 A + aegr1)2A (k1)) V2 +

(a1 + -+ @Ak + QG 1)R A (k1)) Uk = 0.
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Tama yhtalo toteutuu varmasti ainakin silloin, kun jokaisen v;:mn kerroin on 0, eli
kun homogeeninen lineaarinen yhtéléryhmé

aiiAr + -+ ap1 Ak + a1 A kg1 =0
a12A1 + -+ ap2 Ak + Qg2 A (k1) = 0

aipA1 + -+ Ak Ak + A A k41) = 0.

toteutuu. Mutta téssdpd on enemmén tuntemattomia kuin yhtéloitd, joten epi-
triviaali ratkaisu on olemassa.

g

SEURAUS 3.3.5. Olkoon {vi,ve,...,vp} C R™ ja n > m. Tdlloin vektorit
v1,V2,...,U, ovat LD.

TobisTus. Tunnemme tuloksen ennestédin, mutta se seuraa myos edellisesti,
silld R™ on kantavektoreidensa joukon lineaarinen verho.

g

3.4. Kanta, koordinaatit ja dimensio.

Valpas lukija on epéileméttd arvannut, ettd tarkoituksenamme on rakentaa koor-
dinaatistoja aliavaruuksiin. Jotakin tdméntapaista on jo saatu aikaankin: Vekto-
reiden vq, ..., v, virittiméan aliavaruuden alkiot ovat muotoa x = x1v1 + - - - + LUk
ja tuntuu luonnolliselta pitdd kertoimia x; ”vinokulmaisina koordinaatteina”. Vi-
nokulmaisetkaan koordinaattiakselit eivit tietenkdén saa olla missédéin mielesséd sa-
mansuuntaisia. Siksi asetetaan seuraava mééritelmaé.

MAARITELMA 3.4.1. Aliavaruuden H C R™ osajoukko S = {vy,va,...,v,} C
H on H:n kanta, jos
(k-1)
v1,V2,. .., U, Virittdvit avaruuden H, ts. < S >= H ja
(k-2)
v1,V3,...,U, ovat lineaarisesti riippumattomia (erityisesti eri vektoreita)
Perusesimerkki kannasta on avaruuden R™ standardikanta {eq, ..., e, }. Jokainen
lineaarisesti riippumaton vektorijoukko on virittdménsi avaruuden < vy, ve, ..., v, >

eli lineaarisen verhonsa kanta.
Kanta tuottaa virittéméiinsi aliavaruuteen koordinaatit*! seuraavassa mieless.

LAUSE 3.4.2. Joswvs,...,v; ovat lineaarisesti risppumattomia, niin jokainen nii-
den virittamdan aliavaruuden < vy,...,v, > vektor: voidaan lausua vain yhdelld
tavalla lineaarikombinaationa

k
vV = E )\zvz
=1

41¥leensd ” vinokulmaiset”
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TobisTtus. Lause sanoo, etté lineaarisesti riippumattomille vektoreille vy, vo, ..., v,
patee
k k
i=1 i=1

Tutkitaan, onko néin. Jos 2?21 Aiv; = Zle 4V, niin Zle()\i — pi)v; = 0, joten
lineaarisen riippumattomuuden nojalla A\; — p; = 0 kaikilla . [J

A 2v1+1,5v2

Kantaan liittyy koordinaatisi®

Vektori v lausuttuna aliavaruuden H kannassa F' = (vy1,...,v5) on summa v =
Zle Aiv;. Summa médrdytyy kertoimien jonosta (A1,...Ag). Vektorin v voi siis
ilmaista luettelemalla kertoimet ja mainitsemalla kannan, siis vaikka kantamerkilld
varustettuna sarakevektorina

A1
v=| .
Med

Kertoimet A; ovat luonnollisesti nimeltdén vektorin v koordinaatit aliavaruuden
H =< v1,vy,...,v, > kannassa®?F = (v1,...,v).

Kanta on siis tarpeen, kun halutaan laskea koordinaatein aliavaruudessa. Li-
siksi kanta kertoo olennaisen tiedon aliavaruuden rakenteesta, sen ulotteisuuden
eli dimension. Dimensio on kantavektoreiden lukumaéira. Tamé olisi mieleton méé-
ritelmé, ellei pétisi seuraava lohdullinen lause.

LAUSE 3.4.3. Aliavaruuden H C R™ jokainen kanta sisdltdd yhtd monta vekto-
ria. Erityisesti koko avaruuden R™ jokainen kanta sisdltid n vektoria kuten stan-
dardikanta.

TODISTUS. Seuraa vilittomaésti lauseesta 3.3.4. O

MAARITELMA 3.4.4. Jos aliavaruudella H C R” on m-alkioinen kanta, niin

H:n dimensio eli ulotteisuus on m, merkitdin dim H = m. Jos H = {0}, merkitéén
dim H = 0.

Dimensio kertoo jotakin aliavaruuden koosta:

42K antavektorit on téstd alkaen lueteltu kaarisulkeissa. Tilld korostetaan, ettéd luettelon jar-
jestys on otettava huomioon. Muutenhan koordinaatit vaihtuvat keskenin.
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LAUSE 3.4.5. Olkoot H C K C R" aliavaruuksia.
a) dim H < dim K < n.
b)dmH =dimK < H=K.

Tobistus. Olkoon S = (vy,...,v) pienemmén aliavaruuden H kanta. Erikois-
tapauksessa H = K se on samalla K:n kanta, joten tdlloin dim H = dim K eiki
siitd sen enempééd, mutta muuten H =< S > on K:n aito aliavaruus, jolloin on
olemassa ainakin yksi vektori u; € K~ < S > . Olkoon S; = SU{u;} joukko, joka
saadaan lisddamélld H:n kantaan siitd lineaarisesti riippumaton vektori © € K. Jos
nidin muodostettu S; on K:n kanta, on tehtévi suoritettu ja dim K = dim H + 1,
mutta muussa tapauksessa toistetaan menettelyé, kunnes joukosta K ei endé loydy
uutta lineaarisesti riippumatonta vektoria, vaan jokainen K:n vektori on lineaari-
kombinaatio jo saaduista, jotka siis muodostavat etsityn kannan. Tamé& tapahtuu
viimeistddn n:n askeleen jélkeen, silld totesimme edelli, ettd edes koko avaruudessa
R"™ ei ole n + 1:td lineaarisesti riippumatonta vektoria. Huomaamme siis, etti
dim H < dim K < n, ellei H ole koko K. [

Edellisen lauseen todistuksessa jouduttiin laajentamaan lineaarisesti riippuma-
ton joukko kannaksi. Témén joutuu useinkin tekeméiin. Siksi kirjaamme jo todis-
tetun lauseen:

LAUSE 3.4.6. Olkoon H C R"™ aliavaruus ja (vi,vs,...,v5) jono H:n lineaa-
risestt riippumattomia vektoreita. Talloin on olemassa H:n kanta T siten, ettd
Jokainen v; on kantavektori. Toisin sanoen jokainen aliavaruuden H lineaarisesti
riippumaton osajoukko voidaan laajentaa sen kannaksi.

Lauseella on luonnollinen pari, joka koskee lineaarista verhoa:

LAUSE 3.4.7. Olkoon S C R" ja H =< S >. Talloin on olemassa H :n kanta,
jonka kantavektorit kuuluvat joukkoon S. Toisin sanoen jokainen aliavaruuden H
virittdjajoukko voidaan supistaa sen kannaksi.

Kantaa on hiukan helpompi tutkia ja kisitelld, jos jo tietdéd avaruuden dimension.
Seuraava lause sanoo téstd jotakin.

SEURAUS 3.4.8. Mitkd tahansan lineaarisesti risppumatonta vektoria vy, ..., v, €
R"™ wvirittdvit n—vektoreiden avaruuden R™, joten n lineaarisesti risppumatonta vek-
toria vy, ...,v, € R™ muodostavat koko avaruuden R™ kannan.

Tobistus. Lauseen 3.4.6 mukaan vy, v, ..., v, voidaan laajentaa avaruuden R"
kannaksi, mutta lauseen 3.4.3 nojalla laajennettuun kantaan ei tule yhtdin uutta
vektoria. [

Kootaan vield yhteen perusasiat n—ulotteisen avaruuden R” kannasta:

SEURAUS 3.4.9. Olkoon S n—-ulotteisen avaruuden R™ n—alkioinen osajoukko.
Télloin seuraavat ehdot ovat yhtdpitivid keskenddn:

(1) S on R™:n kanta
(2) S:n vektorit ovat lineaarisesti risppumattomat

(3) < S >=R".
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TobisTus. Ehto (1) merkitsee samaa kuin (2) ja (3) yhdessé, joten riittéé todis-
taa, ettd (2) <= (3). Lause 3.4.3. sanookin jo, etti n lineaarisesti riippumatonta
vektoria virittaviit koko avaruuden R"™. Toisaalta n vektoria, jotka virittévit koko
avaruuden ovat lineaarisesti riippumattomat, silld lauseen 3.4.7 mukaan virittdjé-
joukko voidaan supistaa avaruuden kannaksi, mutta lauseen 3.4.3 mukaan kantaan
on jatettdva n vektoria, siis kaikki. [

3.5. Vektoriavaruus.

Tédhén asti olemme tarkastelleet yksinomaan tavallisia n—komponenttisia
vektoreita (z1,...,z,) € R™. Tuntuu toisaalta selviltid, etté jokainen R™:n alia-
varuus H C R" on itsessdén ihan ”hyvd vektoriavaruus”, jonkinlainen kopio jostain
alempiulotteisesta avaruudesta R¥. Esimerkiksi tavallisen avaruuden R3 jokainen
origon kautta kulkeva taso?® on tietyssid mielessd kopio kaksiulotteisesta avaruu-
desta R?. Niiden aika ilmeisten kohteiden liséiksi on mahdollista soveltaa kaikkea té-
hén asti oppimaamme valtavan paljon suurempaan joukkoon matemaattisia objek-
teja, joita sitten myos voi sanoa ”vektoreiksi”, mahdollisesti ”dédretonulotteisissa”
avaruuksissa. Tdahén pyrkii seuraava méiritelmé ja koko témé luku, joka nostaa
tarkastelumme uudelle abstraktiotasolle méérittelemélld vektorin aksiomaattisesti
muodollisten ominaisuuksiensa avulla. Témé& on alussa lupaamamme ihmeellinen
vektorin mééritelmé. Vektori on siis miki tahansa olio, kunhan sillé lasketaan
"kuten vektorilla lasketaan”!

MAARITELMA 3.5.1. Vektoriavaruus eli reaalinen lineaariavaruus on kolmikko
(V,+,-), missd V on epityhji joukko ja + ja - ovat laskutoimitukset nimeltdéin
summa ja tulo

+: VXV -V
- RxV =V,

jotka toteuttavat seuraavat vektoriavaruuden aksioomat

1. 1.1. u+ (v + w) = (u+v) + w kaikille u,v,w € V.
1.2. v+ v = v+ u kaikille u,v € V.
1.3. On olemassa ns. nollavektori, merkitdin 0 € V, siten, ettd 0 + u = u
kaikille u € V.
1.4. Kaikille © € V on olemassa ns. vastavektor:, merkitéisn —u € V, siten,
ettd u + (—u) = 0.
2. 2.1. (Apw)u = A(pu) kaikille A, p € Rjau e V.
2.2. 1-u = u kaikille u € V.
3. 3.1. AMu+v) = Au+ v kaikille A € R ja u,v € V.
3.2. (A + p)u = A+ pu kaikille \, p e Rjau € V.

V:n alkioita sanotaan seuraavassa vektoreiksi.
Vektoriavaruuden méritelmén idea on se, ettéd aksioomina on lueteltu riittavisti
yhteenlaskun ja tulon ominaisuuksia, jotta muut ”vektoriavaruuksissa tarvitut”

lauseet seuraavat niistd. On tietysti periaatteessa makuasia, mitkd ominaisuudet
on haluttu mukaan. Loogiselta kannalta on niin, ettd valinta on tehty laadittaessa

43Toki muutkin tasot, mutta kopioita hieman eri mielessé.
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yo. lista ja voimme nyt vain todeta, mitkd R™:ssé tutuista viitteistd seuraavat néista
aksioomista eli ovat voimassa jokaisessa vektoriavaruudessa V. Tillaisia ovat
mm. seuraavat lauseet:

LAUSE 3.5.2.

a) On olemassa vain yksi nollavektori.

b) Kullakin vektorilla on vain yksi vastavektori.

c) Olkoot uw € V jav € V. Tillgin on olemassa tasmdlleen yksi vektori w € V
siten, etti u+w = v. Tamd vektori on w = (v + (—u)) ja sitd sanotaan
v ja w:n erotukseksi ja merkitddin w = v — u.

TobisTus. a) Olkoot ® ja ¥ nollavektoreita vektoriavaruudessa V. Téllgin yh-
talot

(%) r=0+x
ja
(#k) y+¥ =y

pétevit kaikille vektoreille z ja y € V. Valitsemalla = :ksi ¥ ja y:ksi ® saadaan
molemmat yhdistdmaélld tulos:

=04V =290,

b) Samantapainen todistus
¢) Ainakin lauseessa mainittu vektori w (= v + (—u)) tekee sen mité viitetddn,
sill&

1.

[

1.2.

uvtw=u+ v+ (—u)) = u+ ((—u)+v) 14. 1.3.

0+v = wv.

“(u+(—u))+wv

Erotuksen yksikiisitteisyys todistetaan suunnilleen samalla tavalla kuin nollan yk-
sikéisitteisyys, siis esimerkiksi ndin: Jos v +w = v ja u + w’ = v, niin v + w ja
u + w' ovat sama vektori (nimittdin v), eli

(*) ut+w=u+uw.

Aksiooman 1.4. mukaan on olemassa vastavektori (—u). Liséitddn se yhtéloon (x)
puolittain ja saadaan

(—u) + (u+w) = (—u) + (u+w),
josta aksiooman 1.1. nojalla  (—u +u) +w = (—u +u) + v,
josta aksiooman 1.4. nojalla 0+ w =0+ w’,

josta aksiooman 1.3. nojalla w = w’.
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LAUSE 3.5.3. Katkille u,v € V ja A\, u € R on voimassa:

a) —(—u) = u.

b) —(u+v) =—u—w.

c) —u=(—1)u.

d) —(A\u) = (=AN)u = A\(—u).
e) (=A)(—u) = Au.

AMu —v) = du— Av.

(A — p)u = Au — pu.
0-u=X-0=0.

AMM=0 <= A=0tatu=0.
M= jaA#0 = u=w.
AMe=pujou#0 = \A=p.

N e 5T 0R
N’ N N N N e e e e

TODISTUKSESTA. Aksioomista asti todistaminen tapahtuu samaan tyyliin kuin
edellisen lauseen kohdalla. Sitd mukaa kuin lauseita todistetaan, niitéd voi kiiyttis
oletuksina todistettaessa lisdd. Esimerkiksi erotuksen olemassolo ja yksikisittei-
syys ovat siis nyt kiytettivissd aksioomien lisidksi. Tyon sédstémisen kannalta
on oleellista, missé jédrjestyksesséd vektoriavaruuksien ominaisuudet todistaa. Yll&
esitettyd listaa ei ole optimoitu téltd kannalta. Varsinainen urakka jéd harjoitus-
tehtaviksi. O

Esittelemme pian lisdé vektoriavaruuksissa yleisesti péatevia lauseita. Kaikkia ei
kannata luetella missédén kirjassa, vaan ideana on, etté ldhes kaikki R™:sté tuttu asia
toimii myos mielivaltaisessa vektoriavaruudessa ja on parasta oppia tarkastamaan
asia tarpeen tullen. Poikkeuksen muodostavat viitteet, jotka liittyvit ddrellisulot-
teisuuteen, siis kantaan. On ehké syytd miettid hetken aikaa myos sitd, miten voisi
tarvittaessa todistaa, etté jokin lause tai kaava ei seuraa aksioomista eikd péde jo-
kaisessa vektoriavaruudessa.** Tiamé tapahtuu esittéimilld esimerkki avaruudesta,
jossa lause on epitosi. Yksinkertainen esimerkki: Lause, jonka mukaan avaruudella
V on 2-alkioinen kanta, on tosi avaruudessa V' = R?, mutta epitosi avaruudessa
V = R3. Kaksialkioisen kannan olemassaoloa ei siis voi todistaa vektoriavaruuden
aksioomista lihtemélld, koska se ei seuraa niistd, vaan on olemassa avaruus — ni-
mittdin esimerkiksi R® — jossa aksioomat piteviit, mutta kaksialkioista kantaa ei
ole.

Aksiomaattisen lihestymistavan etu on, etti aksioomista alkaen todistetut lau-
seet pétevit kaikissa vektoriavaruuksissa. Uudessa avaruudessa jokin R™:n tuttu
ominaisuus saattaa saada aivan uuden sisdllon ja kertoa meille jotakin sellaista
tutkittavasta avaruudesta, jota ei ilman R™:n geometriaan vertaamista olisi tullut
ajatelleeksi. Kaikissa vektoriavaruuksissa tosien yleisten lauseiden liséiksi on siksi
hyvé tuntea runsaasti konkreettisia esimerkkejé erilaisista vektoriavaruuksista.

3.6. Esimerkkeji vektoriavaruuksista ja laskemisesta niissi.

Alun perin tutkimamme avaruudet R™ ovat kaikki vektoriavaruuksia, samoin
niiden aliavaruudet. Itse asiassa jokainen vektoriavaruuden aliavaruus on itsekin
vektoriavaruus. Aliavaruudessa kiytetdin télloin samoja laskutoimituksia kuin al-
kuperédisessd avaruudessa. Kaikki aliavaruudet ovat siis samalla esimerkkeji vekto-
riavaruuksista. Antamamme yleisen vektoriavaruuden aksiomaattinen méédritelmé

44Fj ole itsestéisinselvid. ettd ndmé ovat sama asia.
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ei kuitenkaan olisi kovinkaan hyodyllinen, jos ei olisi olemassa aidosti erilaisia vek-
toriavaruuksia kuin jo tuntemamme R"™ aliavaruuksineen. Asia onkin niin, etti
matematiikassa ja sen sovellusalueilla kiytetddn runsasta valikoimaa erityyppisid
vektoriavaruuksia. Seuraavat esimerkit ovat vain pieni néyte.

ESIMERKKI 3.6.1. FUNKTIOAVARUUKSIA.

) F(R,R) = {f| f on funktio R — R}.
P(R,R) ={f| f on polynomi R — R}.

Tl(]R R)={f:R—R: z—asinx+bcosz|a,becR}.
Pn(R,R) = {f| f on asteen < n polynomi R — R}, missd n € N.
F([0,1],R) = {f | f on funktio [0,1] — R}.

) F(A,R) =RA = {f | f on funktio A — R}, missii A on jokin joukko

Niissd kaikissa on tietysti kiiytosséd tavalliset pisteittiiset laskutoimitukset:

vvvv

(f +9)(x) = f(z) + g(x)
M) (@) = A- f(x).

ESIMERKKI 3.6.2. JONOAVARUUKSIA.

a) F(N,R) = RN = {f | f on funktio N — R} = {lukujonot}.

b) RN = {f € RY | f(n) # 0 vain #iirellisen monella n € N} = {asrelliset
lukujonot}.

c) {f e RY| f(k) = 0 aina, kun k > n}, missi n € N. (Olennaisesti R")

ESIMERKKI 3.6.3. MATRIISIAVARUUKSIA.

Maty,wn = {f | f on m x n—matriisi}. (Olennaisesti R™")

Kopioimalla lukuja 3.1. — 3.4. soveltuvin osin saamme my6s yleisessé vektoria-
varuudessa médritelmit mm. aliavaruudelle H C V ja #érellisen monen vektorin
lineaariselle riippumattomuudelle ja niiden virittdmaille aliavaruudelle. Niisté saa-
daan kannan kisite. Sanotaan, ettd vektoriavaruus on n-ulotteinen, jos silld on
n:std vektorista muodostuva kanta. Muunkokoisia kantoja ei télloin avaruudessa
V ole. Jos mitéin &dédrellistd kantaa ei 1oydy, avaruus on dgdretonulotteinen. Kun
kanta on olemassa ja valittu, se tuottaa vektoriavaruuteen koordinaatit. Adrellisu-
lotteisen vektoriavaruuden alkioita v € V voi siis kuvailla n:114 luvulla — koordi-
naateillaan — mutta riippuu kannasta, milld vektorilla on mitkikin koordinaatit.
Siksi kanta on syyté tarvittaessa merkitd nidkyviin. Jos V:n kanta on esimerkiksi

G =(91,92---,9k), niin vektorin x = > x;9; € V voi tarvittaessa kirjoittaa sara-
kevektorina
T1
T2
xr =
T el

Namé ovat matematiikassa hyvinkin usein esiintyvid késitteitd, joilla kannattaa
opetella laskemaan sujuvasti eri avaruuksissa. Harjoittelemme hieman.
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ESIMERKKI 3.6.4. LINEAARISESTI RIIPPUVIA VEKTOREITA FUNKTIOAVARUU-
DESSA F(R,R).

1 f 1

e A

EneNEY
‘ \ 1 ‘ ‘l © ‘ ‘ ‘
Kuvan funktiot f, g ja vakiofunktio 1 ovat lineaarisesti riippuvat koska f 4+ g = 1,
mutta funktiot f ja g ovat lineaarisesti riippumattomat, koska ehdosta
Af 4+ png =0 (=nollafunktio)

seuraa muun muassa, etti

Af(0)+pg(0) =0 (, joten pp=0.)
T

ja AF(5)+g(3) =0 (, joten myts A = 0.))

3
S~~~ S~~~
1 0
Samaan tyyliin voi todistaa, ettd myos esimerkiksi funktiot 1, z,z2,...2" ! ja 2"

ovat lineaarisesti riippumattomia ja muodostavat siis kannan virittémélleen ava-
ruudelle P, (R, R). Tuntuisi tietysti jirkeviltd sanoa, ettd kaikkien monomien jono
1,z,2%, ... on "kanta” kaikenasteisten polynomien avaruudessa P(R,R). Tamé
vaatii lineaarisen riippumattomuuden kisitteen mééarittelemistd myos ddrettoméan
monelle vektorille. Teemme sen seuraavassa pykéléssa.

Myos funktiot sinx ja cosx ovat lineaarisesti riippumattomat. Totta ja tér-
keii?®, mutta hieman vaikeampaa todistaa on, ettd myos funktiot sinz, cosz,
sin 2x, cos 2z, sin 3x, cos 3z, . .., cos nx ovat lineaarisesti riippumattomia, olipa luku
n kuinka suuri tahansa. Niiden lineaarikombinaatioita sanotaan trigonometrisiksi

polynomeiksi.

ESIMERKKI 3.6.5. ALIAVARUUKSIA VEKTORIAVARUUKSISSA. Seuraavat ovat
toistensa aliavaruuksia:
a) Po(R,R) C P1(R,R) C P,(R,R) C --- C P(R,R) C F(R,R)
b) T1(R,R) C F(R,R)
c) RN c F(N,R).

45T5hén perustuvat Fouriern sarjat
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Huomaa, ettd esimerkiksi F([0,1],R) ei tietenkiiéin ole avaruuden F(R,R) aliava-
ruus, ei edes sen osajoukko.

Naiden esimerkkien jilkeen tdydenndmme kantateoriaamme koskemaan myos &4~
retonulotteisia vektoriavaruuksia.

3.7. Hamelin kanta d&4retonulotteisessa vektoriavaruudessa V.

Totesimme jo edellisessé kohdassa, ettid lineaarinen riippuvuus, aliavaruus ja
lineaarinen verho voidaan mééritelld yleisessé vektoriavaruudessa samalla tavalla
kuin aluksi kisitellyssd esimerkkiavaruudessa R™. Tiydellisyyden vuoksi*® kerro-
taan nyt, miten myos ddrettoméan monen vektorin lineaarinen riippumattomuus ja
riippuvuus voidaan mééritella.

MAARITELMA 3.7.1. Vektoriavaruuden V osajoukko S C V on vapaa eli lineaa-
risesti riippumaton — LI — jos mitkd tahansa sen eri alkiot vi,vo,..., v ovat
lineaarisesti ritppumattomat. Muussa tapauksessa S C V on sidottu eli lineaari-
sesti riippuva, LD, jolloin siis joistakin joukon S vektoreista voidaan muodostaa
nollavektori epétriviaalina lineaarikombinaationa.

Esimerkiksi monomien jono 1,z,2% --- C P(R,R) on tiém#n mésritelmsin mu-
kaan lineaarisesti riippumaton eli vapaa.

Asrettémén monen vektorin lineaariseen riippuvuuteen saa tuntuman todista-
malla sen perusteella tutunnikoiset viitteet:

Lause 3.7.2. Olkoon V vektoriavaruus ja S C V.

a) Jos jokin vektoreista v € S on nollavektori, S on LD.

b) Joukko S on LD tismdlleen silloin, kun jokin sen alkio” voidaan lausua
muiden lineaarikombinaationa.

c) Jos S on LD, niin SU R on LD, olipa R C V mikd tahansa vektorijoukko
avaruudessa V.

On syytéd varmistaa, ettd emme ole luoneet #irelliselle vektorijoukolle kahta eri-
laista lineaarisen riippumattomuuden kisitettd. Asian kanssa saa olla tarkkana:

LAUSE 3.7.3. Olkoon S ddrellinen, epityhji joukko eri vektoreita ts. S = {vy,va,
co Ut v # vk, kun § # k. Talloin joukko S on LD tai LI (mddritelmd 3.1.3),
jos ja vain jos vektorit vi,va, ..., v, ovat LD tai LI (mddritelmd 3.1.1)

Voidaan viimein mééritelld ddrettomin monesta vektorista muodostuva kanta ja
muodostaa ainakin yksi esimerkki sellaisesta. Mééritelmén voi kopioida aikaisem-
masta, kunhan sallii ddrettomén joukon ja muistaa, mitd lineaarinen riippumatto-
muus téisséd yhteydessd merkitsee.

MAARITELMA 3.7.4. Vektoriavaruuden V osajoukko S C V on V:n kanta —
tarkemmin sanoen HAMELIN*® kanta — jos

(
(

1) S virittdd avaruuden V, ts. < S>=V

K-
K-2) S on LI

46Sama selviikielisensi: Luvun loppu ei kuulu kurssiin.

4TMutta ei vilttamatta jokainen!

48GEORG HAMEL (1877-1954) saksalainen matemaatikko ja fyysikko.
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Jokainen lineaarisesti riippumaton vektorijoukko S on siis virittdménsi avaruu-
den eli lineaarisen verhonsa kanta. Perusesimerkki ddrettomsisté kannasta on ava-
ruuden P(R, R) standardikanta (1,z,22,...). Lukija voi testata taitoaan diretto-
mén kannan kisittelyssd tutkimalla, muodostavatko standardivektorit

61:(1,0,...)
622(0,1,0,...)
e1 = (0,0,1,0,...)

kannan mihinki#n jonoavaruuteen.

Agretonkin kanta S tuottaa virittdmidnsa aliavaruuteen < S > koordinaatiston,
nimittiin yleistetyt eli Hamelin koordinaatit seuraavassa mielessé.

LAUSE 3.7.5. Jos S on LI, niin jokainen aliavaruuden < S > wvektori voidaan
lausua tasan yhdelld tavalla ddrellisen monen S:n alkion lineaarikombinaationa:
v= Zle Aivi, missid A; € R jav; € S. Yksikdsitteisyys merkitsee, ettd jos p;, A\; €
R ja v; € S, niin

k k
1=1

=1

TobisTus. Jitetddn kiinnostuneen lukijan pohdittavaksi.
Seuraavakin lause kopioituu &érellisesté teoriasta, mutta sen todistus ei enéé.

LAUSE 3.7.6. (HAMELIN KANTALAUSE). Jokaisella vektoriavaruudella V' on
olemassa kanta.

TODISTUKSESTA. Lause on yhtépitdva logiikan ja joukko-opin alaan kuuluvan
Zornin lemman ja myos valinta-aksiooman kanssa, joka ei kuulu tdhén kirjaan. Lu-
kija voi vakuuttua asian hankaluudesta yrittdmaélld keksid kannan vaikkapa funk-
tioavaruuteen F(R,R) tai jonoavaruuteen RY. Hamelin kanta? voi olla ylinume-
roituvasti ddreton.

Hamelin lauseen ihmeellisestd todistuksesta saadaan seuraavat vahvemmat tu-
lokset, jotka itsessddnkin ovat kiinnostavia:

LAUSE 3.7.7. Olkoon S vektoriavaruuden V lineaarisesti risppumaton osajoukko.
Tdlloin on olemassa V :n kanta, joka sisdltid joukon S.Tdmd merkitsee, ettd mikd
tahansa V :n LI osajoukko voidaan laajentaa koko avaruuden V kannaksa.

Lause 3.7.8. Olkoon S wvektoriavaruuden V wvirittijijoukko, ts. V. =< S >.
Télloin on olemassa V:n kanta, joka sisdltyy joukkoon S, ts. V:n mikd tahansa
virittdvd osajoukko voidaan supistaa avaruuden kannaksi.

49 Asretonulotteisissa avaruuksissa kiytetiin Hamelin kannan lisiksi muitakin kantakisitteiti.
Yleensi niissd on ideana esittdd vektori ddrettéméan monen kantavektorin ”lineaarikombinaationa”,
siis esimerkiksi sarjana.
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SEURAUS 3.7.9. Olkoon S vektoriavaruuden V osajoukko. Tdlloin seuraavat
ehdot ovat keskenddn yhtdpitdvid:

(1) S on V:n kanta
(2) S on LI, eiki mikdin siti laajempi joukko V :n vektoreita ole LI
(3) < S >=1V, eiki mikddin S:n aito osajoukko viritd avaruutta V.

PERUSTELUISTA. Lause sanoo, ettd V:n kanta on toisaalta sen maksimaalinen
vapaa joukko, toisaalta sen minimaalinen virittdjéjoukko ja ettd ndmé siis ovat
sama asia. Adrellisessi tapauksessa tdmé on jo todettu kohdissa 3.4.6 ja 3.4.7. A-
retonkin tapaus on todistettavissa ilman esitietoja vaikeahkona harjoitustehtévina.
Yrita!
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4. Lineaarikuvaukset

Tédhén asti tutkimamme matriisien ja lineaarikuvausten vilinen yhteys perus-
tuu standardikannan kiyttoon avaruudessa R"™. Kohdassa 0.6. on myos vilahtanut
ajatus, ettd kaikki olisi ehké paljon helpompaa, jos sallisimme lineaarikuvauksista
puhuessamme muitakin kantoja, myos vinokulmaisia. Nyt sellaisia osataan kési-
telld, ja on mahdollista esittdi teoria kaikkien vektoriavaruuksien vélisille lineaa-
rikuvauksille. #irellisulotteisissa avaruuksissa alamme kiyttdd matriiseja mielival-
taisten kantojen suhteen.

4.1. Kuvaukseen liittyvien peruskiisitteiden kertaus ja tiydennys.
Kertaamme funktio-opin perusteet, koska niitd tarvitaan nyt.

o Funktio eli kuvaus
f:A—B

liittad lahto- eli médrittelyjoukon A alkioon eli pisteeseen eli kohtaan x € A
tasan yhden alkion maalijoukosta B. Sitd merkitédin f(a) € B ja sanotaan
f m arvoksi kohdassa x tai pisteen x kuvakst.

e Lihtdjoukon A kuva eli funktion f arvojoukko on joukko f(A) = {f(x) ‘
zreAl={yeB|IxcA:y=f(2)}

e Osajoukon E C A kuvajoukko on f(E) = {f(z) | # € E}. Kéyrén tai pinnan
esitys parametrimuodossa on sama asia kuin sen esitys kuvajoukkona.

e Pisteen y € B alkukuva on joukko f~'({y}) = {z € A | f(z) = y}.
Alkukuva on siis yht#lén f(x) = y ratkaisujoukko. Huomaa, ettd
A=Uyen/f “1({y}) ja etté eri pisteiden alkukuvat ovat erillisis eli piste-
vieraita joukkoja. Pisteen alkukuva voi olla tyhjd joukko. Tilloin vastaa-
valla yhtélollé ei ole ratkaisua. Pisteiden alkukuvia sanotaan myos funktion
[ tasa-arvojoukoiksi. Tamé on jarkevdd erityisesti silloin, kun B = R.
Analyyttisestd geometriasta tutut yhtalot esittévit suoria ja muita kéyrid
sopivien funktioiden tasa-arvojoukkoina.

e Osajoukon G C B alkukuva on joukko f~1(G) = {z € A | flx) € G} =

Uyee 71 {y})-

e Funktion f: A — B rajoittuma osajoukkoon F C A on funktio
f|E :E— B:xw— f(x).
e Funktioista f: A — B jag: B — C yhdistetty kuvaus on funktio
gof:A—C:x—(go f)(z)=g(f(z))
e Joukon A identtinen kuvaus on funktio
Id=1ds:A— A:x— x.
e Kun A C B, niin joukon A upotus eli inkluusio joukkoon B on funktio
iaB: A — B:xw— .

Inkluusio 7 4p on siis identtisen kuvauksen Idp rajoittuma joukkoon A.
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e a) f on injektio, jos se kuvaa eri alkiot aina eri alkioiksi: = #y — f(x) #
f(y).
b) f on surjektio, jos f(A) = B.
c) f on bijektio, jos se on seki injektio ettéd surjektio. Tallsin ja vain télloin
on olemassa f:n kddnteiskuvaus f~1 : B — A, joka on méiritelmin mukaan
sellainen funktio, ettd f~'o f = Ida ja fo f~! = Idp, toisin sanoen

f(fy)=y VyeBija
Y f(x) =2 VzeA

e Jos f ja g ovat funktioita A — R, niin funktio (f,g) : A — R? : a —
(f(z),g(x)) on yksinkertainen esimerkki vektoriarvoisesta kuvauksesta. f
ja g ovat sen komponentit standardikannassa. Pisteen alkukuva téllaisen
kuvauksen (f,g) suhteen saadaan leikkauksena

(f,9)" ({(a,0)}) = f~ ({a}) ng~ ({b}).

Esimerkki téstd on tuttu tapa esittii avaruuden R® suora kahden tason
leikkauksena eli yhtéloparin avulla.

4.2. Lineaarikuvauksen perusominaisuuksia. Lineaarikuvauksen mééri-
telmé kuuluu niihin asioihin, jotka voi esittdd misséd tahansa vektoriavaruudessa,
sanalla sanoen varsinaiseen lineaarialgebraan:

MAARITELMA 4.2.1. Olkoot V ja W vektoriavaruuksia.
Kuvaus L : V — W on lineaarikuvaus, jos se toteuttaa ehdot:
(L-1) L(u+v) = Lu+ Lo kaikille u,v € V,
(L-2) L(Au) = ALu kaikille A e Rjau € V.

Yleisen tavan mukaisesti on sulut jétetty lineaarikuvauksen muuttujan ympéarilta
merkitseméttd, kun niité ei selvyyssyistd tarvita.

ESIMERKKI 4.2.2. Kuvaus, joka funktioon f : R — R liitt44 sen arvon pisteessi
3 — erikoistapaus evaluaatiokuvauksesta — on lineaarikuvaus funktioavaruudelta
luvuille:

Ls: F(R,R) - R
[ Ls(f) = f(3).

LAuse 4.2.3. Lineaarikuvaus kuvaa aina origon eli nollavektorin origoksi. Li-
siksi jokaiselle lineaarikuvaukselle L : V- — W on voimassa:

k=1 k=1

Olemme nollaluvussa kiisitelleet lineaarikuvausten ja matriisien vilistd yhteytté
kayttden standardikantaa avaruudessa R". Emme todistaneet kaikkia véittei-
tdmme. Nyt tutkimme lineaarikuvauksia ensin yleisesti ilman koordinaatteja. Seu-
raavassa pykélissi tarkastelemme lineaarikuvauksia édérellisulotteisessa avaruudessa
matriisein kiyttien apuna kantaa.
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Tarkoituksena on taas miettid, milloin ja miten yhtalo
Lx =10

voidaan ratkaista. Pitd# siis tutkia lineaarikuvauksen kuvajoukkoa (surjektiivisuus)
ja pisteiden alkukuvia (injektiivisyys) ja erityisesti selvitt#é, milloin lineaarikuvaus
on bijektio ja millainen lineaarisen bijektion kiiinteiskuvaus on. Aégrellisulottei-
sissa avaruuksissa lineaarikuvausten yhdistdminen ja kdédntdminen on suhteellisen
helppoa, koska siihen voi kiyttid matriisien laskutoimituksia. Olennaista tissd on
yhdistetyn kuvauksen ja kiddnteiskuvauksen lineaarisuus. Mahdollisesti ddreténu-
lotteisessa tapauksessa matriisit eivit ole kiytettavissd, mutta lineaarisuus sentééan
on:

LAUSE 4.2.4. Olkoot L : V — W ja L' : W — U lineaarikuvauksia. Télloin
yhdistetty kuvaus L' o L : V. — U on lineaarikuvaus.

Tobistus. Helppo juttu! O

LAUSE 4.2.5. Bijektiivisen lineaarikuvauksen L : V — W kddnteiskuvaus L™ :
W — V on lineaarikuvaus.

TobpisTUS. Avaruuden R? tapauksessa asia onkin jo tuttu: kisinteiskuvausta
vastaa kéddnteismatriisi. Lineaarisen bijektion kiddnteiskuvauksen lineaarisuus on
kuitenkin yleinen tosiasia. Sen voi p#ételld esimerkiksi néin: Olkoot w ja w’' € W
jav =LY (w) jav = L7!(w'). Oletimme, etti L on lineaarinen. Ehto

L(v+v") = Lv+ L(v')

on toisin merkiten
LIL7'w+ L7 (W) =w+w'.

Sovelletaan molempiin puoliin kuvausta L~! ja saadaan
L 'w+ L7 w) =L Y (w+w).

Kaava AL7'w = L~}(\w) todistetaan vastaavasti. [J

Lineaarikuvaukseen liittyy luonnollisella tavalla kaksi aliavaruutta, ydin ja arvo-
joukko eli kuva-avaruus.

MAARITELMA 4.2.6. a) Lineaarikuvauksen L : V — W ydin®® N(L) on homo-
geenisen yhtdlon Lx = 0 ratkaisujen joukko, siis

N(L)=L""({0}) ={ue V| Lu=0}.

b) Lineaarikuvauksen L : V — W arvojoukkoa sanotaan myos sen kuva-
avaruudeksi.>t L(V).

50Kuvauksen L ydintd N (L) merkitiin toisinaan germaanisperiiselld lyhenteelld Ker(L).
51Kuvauksen L arvojoukkoa L(V') merkitésin toisinaan germaanisperiiselld lyhenteelld R(L)
tai W(L).
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LAUSE 4.2.7. Olkoon L : V — W lineaarikuvaus.

a) Aliavaruuden H C V kuvajoukko on aliavaruus L(H) C W.

b) Erityisesti koko arvojoukko L(V') on aliavaruus.

c¢) Aliavaruuden K C W alkukuvajoukko on aliavaruus L=*(K) C V.
d) Erityisesti ydin N(L) = L=1(0) on aliavaruus.

Tobistus. a) Olkoot w ja w’ € L(H) sekd A € R. Kuvajoukkoon kuuluminen
merkitsee, ettd on olemassa vektorit v ja v’ € H, joille w = Lv ja w’ = L(v').
Lineaarisuuden ehdon (L-1) ja aliavaruuden mééritelmén ehdon (A-1) nojalla on

w+w' =Lv+ L) = Lv+v') € L(H).

Vastaavalla tavalla todistetaan, ettd Aw € L(H), kun A € R ja w € L(H).
c) Olkoot u ja v € L™1(K) sekii A € R. Alkukuvajoukkoon kuuluminen merkitsee,
ettd Lu ja Lv € K. Lineaarisuuden ja aliavaruuden méiritelmistd saadaan taas:

Lu+v)=Lu+Lv € K.

Ehto (A-2) tarkastetaan taas vastaavasti. [

Edellisesté lauseesta seuraa erityisesti, etté lineaarikuvauksen ydin ja kuvajoukko
siséltévit asianomaisten avaruuksien nollavektorit eli origot, minki jo tiesimmekin,
onhan L0 = 0.

ESIMERKKI 4.2.8. a) Origon kautta kulkeva taso tavallisessa yhtélomuodossaan,
vaikkapa

T = {(z,y,2) € R® | 4z + 5y — 4562 = 0}

on perusesimerkki lineaarikuvauksen ytimesté.

3

N(T)=T o)
b) Origon kautta kulkevan tason parametriesitys, vaikkapa
T' = {(s+2t,3s + 4t,9s + 99¢) | (s,t) € R*}

on perusesimerkki lineaarikuvauksen kuvajoukosta. Mitkd ovat ao. lineaarikuvauk-
set? Kumpikin taso on perusesimerkki aliavaruudesta. Pieni perustehtivi: Madriaa
kummallekin kanta.
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T TRM < R"

! { ' %

Lineaarikuvaus L : V' — W on tietysti surjektio, jos sen arvojoukko on koko maa-
liavaruus eli dim L(V) = dim W. Kiinnostavampaa on, etté injektiivisyyden voi
puolestaan tarkastaa ytimen dimension avulla:

LAUSE 4.2.9. Lineaarikuvaus L : V — W on injektio, jos ja vain jos sen ydin
on nollaulotteinen eli triviaali, ts. N(L) = {0}.

TobisTUS. On tietysti selvdd, ettd origo kuuluu aina ytimeen ja ettd ydin ei
voi siséltdd muita pisteitd, mikéli L on injektio. Todistettavaksi jiid lauseen mie-
lenkiintoisempi puoli, siis ettd injektiivisyydelle riittédd, ettd origolla on vain yksi
alkukuvapiste.

Olkoon siis N(L) = {0} ja olkoot u jav € V siten, ettd Lu = Lv. On osoitettava,
ettd u = v. Viite merkitsee samaa kuin v — v = 0, eli (u —v) € {0}. Oletuksen
mukaan {0} = N(L), joten riittdd todistaa, etti L(u — v) = 0. Tamé& puolestaan
onkin totta, sillé oletuksen mukaan L(u) — L(v) = 0 ja L on lineaarinen. [

Injektio ei voi kuvata kahta vektoria samaksi. Itse asiassa lineaarinen injektio
ei voi edes kuvata kahta erisuuntaista vektoria samansuuntaisiksi eiké yleensikiadn
riippumattomia vektoreita riippuviksi. TAmén takaa seuraava lause:

LAUSE 4.2.10. Olkoon L : V — W lineaarinen injektio, S C V ja S lineaarisesti
risppumaton joukko. Talloin myds kuvajoukko L(S) on lineaarisesti riippumaton.

Tobistus. Kopioimme todistusidean edellisesté lauseesta. On néytettiavi, ettd
ehdoista Z?Zl ANjw; = 0, w; € L(S) ja A\j € R seuraa, ettd jokainen A; on 0.
Kuvajoukon mééritelmén mukaan jokainen w; € L(S) on muotoa L(v;), missd v; €
S. Siis 25:1 AjL(vj) =0, eli L(Z:;?:1 Ajvj) = 0. Lineaarikombinaatio Z?Zl Ajvj
kuuluu siis L:n ytimeen, joka on injektiivisyyden takia pelkkid {0}. Tissé on siis
lineaarisesti riippumattomista vektoreista tehty lineaarikombinaationa nollavektori.
Kertoimet ovat néin ollen nollia. [J

Samaan tapaan todistetaan myos seuraava lineaaristen yhtdléryhmien ja myos
differenssi- ja differentiaaliyhtéiloiden ratkaisemisessa hyddyllinen lause, joka kertoo,
ettd ytimen tunteminen auttaa yleisen lineaariyhtéilon ratkaisemisessa.

LAUSE 4.2.11. Olkoon L :V — W lineaarikuvaus ja b € W sekd xq yhtdilon

(*) Lx=0b
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ratkaisu, ts. Lxg = b. Talloin yhtdlon yleinen ratkaisu, siis kaikkien ratkaisujen

joukko eli alkukuva L=1({b}) on

xo+ N(L) = {zo +n|neN(L)}.

Voimme todeta, ettd lause 4.2.9. tietysti seuraa lauseesta 4.2.11. Itse asiassa
huomaamme enemmiinkin: lineaarikuvaus on injektio, jos edes yhden pisteen alku-
kuva on yksio.

4.3. Lineaarikuvaukset ja kannat.

Asrellisulotteisten vektoriavaruuksien vilisié lineaarikuvauksia voi késitells tut-
tuun tapaan matriisien avulla kunhan varustaa avaruudet kannalla. Kuvauksen
matriisi riippuu télloin my6s kantojen valinnasta. Kaiken takana on edelleen tieto,
ettéd lineaarikuvaus médrdytyy tiysin kantavektoreiden kuvista, jotka puolestaan
voivat olla mitéd tahansa vektoreita.

LAuse 4.3.1. Olkoot V' ja W wvektoriavaruuksia, (e1,ez,...,e,) avaruuden V
kanta sekd vy, va,...,v, avaruuden W wvektoreita. Silloin on olemassa tismidlleen
yksi lineaarikuvaus L : V. — W siten, ettd

Lep = vy katkilla k =1,2,...,n,

nimattdaimn
L (Z )\kek> = Z)\kvk-
k=1 k=1

Edellisessé lauseessa ei ole paljon todistamista eikéd mielenkiintoa. Asia kéiy tutun
nikoiseksi, kun vektorit vy, vs, ..., v, lausutaan jossakin maalipuolen kannassa.

LAuse 4.3.2. Olkoot V' ja W wektoriavaruuksia, dimV =n, dimW = m,

E = (e1,e9,...,e,) avaruuden V :n kanta joa B’ = (€},¢eh, ..., e’ ) avaruuden W
9 9 ’ 19 %2

ym
kanta. Talloin lineaarikuvaukset L : V. — W ja matriisit Ay, xn = [a;;] vasteavat

kadantden yksikdsitteisesti toisiaan siten, ettd

(M-1) Le, :Zaije;; i=12,...,n.
i=1
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Vektorin u =Y, _, A\xex kuva on

n m n
Lu=1L <Z )\kek) = Zuie;, missd fb; = Zaij)‘j‘
k=1 i=1 j=1

Tamé merkitsee, ettd erityisesti E-kantavektoreiden kuvien koordinaatit E'—
koordinaatistossa ovat lineaarikuvausta L vastaavan matriisin Mat(L) = (a;;) eli
tidydellisemmin merkiten Mat(L; E, E”) sarakkeet a,;. Kannassa E lausutusta vek-
torista

X1
X2
T = . eV
Tnd g
saadaan kannassa E’ lausuttu vektori
X1
x2
Lx = . ceWw

Tm d g

tavalliseen tapaan matriisilla Mat(L; E, E') kertomalla. Pystymme néin lausu-
maan vektoriavaruuksien vilisen lineaarikuvauksen matriisin avulla, kunhan l&hto-
ja maaliavaruudessa on #érellinen kanta.

Jos L on lineaarikuvaus joltakin vektoriavaruudelta V itselleen, ja jos V:ssi
on kdytossd vain yksi kanta F, niin kuvauksen L : V — V matriisille kiiytetdian
toisinaan lyhennettyd merkintdd Mat(L; E).

ESIMERKKI 4.3.3. Kiinnostava on mm. tilanne, jossa tarkastellaan yhdessi ava-
ruudessa toimivan kuvauksen L : V — V matriisia kahden eri kannan suhteen.
Asian hyodyllisyyden arvaa esimerkiksi tarkastelemalla mielivaltaista lineaarista
bijektiota eli lineaari-isomorfismia L : 'V — V. Valitaanpa V:lle ensimmaéiseksi
kannaksi E = {ej,eq,...,e,} miki tahansa kanta ja toiseksi kannaksi E’ alkupe-
riisten kantavektoreiden kuvat E' = {e'1,€¢/s,...,€/,} = {Ley, Les, ..., Le, }, jotka
todella ovat riippumattomia, siis kanta. Niissd kannoissa lineaari-isomorfismin L
matriisiksi Mat(L, E, E") tulee tietysti ykkosmatriisi. Mahdolliset vaikeudet voi
néin toisinaan siirtdd matriisista kannan valintaan.

Ajatusta voi jatkaa: Jos kerran ykkosmatriisi ei saman avaruuden V' kahdessa eri
kannassa E ja E’ kuvaakaan identtisti kuvausta, vaan kuvausta, joka vie toisen
kannan kantavektorit toisen kannan kantavektoreiksi, niin kiinnostaa tietid, miké
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on identtisen kuvauksen Id : E — E matriisi Mat(Id, E, E') kahden eri kannan
suhteen. Vastaus on helppo keksid muistamalla, mitd on mééritelty. Minké tahansa
lineaarikuvauksen matriisin sarakkeet ovat lihtoavaruuden kantavektoreiden kuvat
— téssd siis ne itse — lausuttuna maaliavaruuden kannassa. Etsitty matriisi on

Mat([d,E,E’) = ((61)5;/, (eg)E/, ceny (en)E/) .

Matriisien kiyton tarkein puoli on, ettéd matriisitulo esittdd kuvausten yhdisté-
mistd. Néin on myos mielivaltaisia kantoja kiytettdessd. Matriisitulo on yhdistetyn
kuvauksen matriisi, kunhan kannat huomioidaan.

LAUSE 4.3.4. Olkoot V, V' ja V" ddrellisulotteisia vektoriavaruuksia, niissd
kannat E, E' ja E" seki S : V — V' ja T : V' — V" lineaarikuvauksia. Tal-
loin

Mat(T o S; B, E") = Mat(T; E', E")Mat(S; E, E').

Tobistus. Tarkkaan ottaen emme ole todistaneet tétéd lausetta vield myoskidan
standardikannan erikoistapauksessa, joten emme voi vedota analogiaan. Koska
lauseen viite on pelkké laskukaava, asian voi selvittdid suoralla laskulla. Vihem-
maélld péisee ja enemméan ymmértiaa péadttelemilld seuraavasti: Koska tieddmme,
ettéd lineaarikuvauksista yhdistetty kuvaus on lineaarinen, on etsitty matriisi ole-
massa ja muodostuu kantavektoreiden kuvista (7" o S)e;. Riittdd siis osoittaa,
ettd V:n kantavektorin e; € E kuva (T o S)(e;) on V" koordinaateissa sama
kuin tulomatriisin Mat(T; E', E"YMat(S; E, E’) sarake numero j. Tieddmme,
ettd S(e;) on V':n koordinaateissa sama kuin Mat(S; E, E'):n sarake numero
j. Sen kuva T'(S(e;)) lausuttuna kannassa E’ saadaan kertomalla tim# sa-
rake matriisilla Mat(T; E’, E"). Viitdimme, ettd tdmi on sama kuin matriisin
Mat(T; E',E")Mat(S; E, E'") sarake numero j. Niin onkin, silli matriisien AB
tulon j:s sarake on matriisitulon méédritelmin mukaan tulo matriisista A ja B:n
sarakkeesta numero j. [J

e, s(e,) T(S(e,)
T(S(e,))

€
1 S(el)

Kaédnteiskuvauksen ja kiidnteismatriisin yhteys seuraa yhdistdmistéd koskevasta lau-
seesta ja tiedosta, etté lineaarikuvauksen ki#nteinen on lineaarikuvaus. Pitee siis:

SEURAUS 4.3.5. Olkoot V' ja W didrellisulotteisia vektoriavaruuksia jo E ja F
nitden kantoja seki L : 'V — W lineaarikuvaus. Kuvaus L on bijektio jos ja vain
jos Mat(L; E, F) on kddntyvd. Tdalldin

Mat (L™Y, F,E) = [Mat(L; E, F)] " .
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4.4. Dimensiolause ja Gaussin ja Jordanin menetelma4.
Matriisien avulla hallitaan myts monia lineaarikuvauksen geometriaan liittyvia
asioita. Esimerkiksi seuraava on luonnollisesti totta:

LAuUsE 4.4.1. Olkoon L : V — W lineaarikuvaus ja {e1,ea,..., e} Vin kanta.
Tdllgin arvojoukko R(L) =< Ley, Les, ..., Le, >.

Lineaarikuvauksen arvojoukko on siis helppo méérité siind mielessé, etté sille
on jo matriisin sarakkeina annettu virittdjidjoukko. Taméa ei kuitenkaan kerro ko-
vin paljoa kuvan luonteesta. Ennen kaikkea kuvajoukon dimensio ja& h&mérin
peittoon, voivathan matriisin sarakkeet olla mité tahansa, erityisesti siis lineaa-
risesti riippuvia, vaikkapa kaikki samassa tasossa. Kysymys kuuluu, miten kuva-
avaruudelle 16ytyisi kanta. Luonnollista on jéttad sarakkeista turhat pois siten, etté
jéiljelle jaineistéd tulee kanta. Lauseen 3.4.7 mukaan tdmé& on mahdollista ja voisi
tapahtua esimerkiksi sellaisella tyoladlla tavalla, ettd kustakin sarakkeesta vuorol-
laan tarkastetaan, onko se muiden lineaarikombinaatio. Kun sellainen 16ytyy, se
poistetaan ja seuraavasta testataan, onko se jiljelle jadneiden kombinaatio. Tata
jatketaan, kunnes mikédn sarake ei ole muiden lineaarikombinaatio.

Dimensiolause kertoo meille tavan méériatd kuva—avaruuden dimension tutki-
malla ydinté, siis esimerkiksi Gaussin ja Jordanin menettelyll, jolla loppujen lo-
puksi saadaan kanta sekéd ytimelle ettéd kuva-avaruudelle.

LAUSE 4.4.2. DIMENSIOLAUSE. Olkoot V' ja W wektoriavaruuksia, V ddrellisu-
lotteinen ja L : V. — W lineaarikuwvaus. Talloin

dim V = dim N (L) + dim L(V).

DIMENSIOLAUSEEN KOORDINAATTIVAPAA TODISTUS.
Merkitddn tutkittavia dimensioita lyhyesti®?

n=dimN(L) ja r=dimL(V).

Tehtdaviind on osoittaa, ettd V on n + r—ulotteinen. Tamé tapahtuu tietystikin
konstruoimalla sithen n + r—alkioinen kanta. Kéytettévissd on N (L) kanta —
olkoon se (e1,es,...,e,) — ja L(V):n kanta — olkoon se (f1, fo,..., fr). Yh-
teensd néissd on oikea médrd vektoreita, mutta ne eiviit kelpaa kannaksi jo siité-
kisn syysté, ettd f;:114 merkityt eivét ole avaruudessa V. Ensin mainitut kuitenkin
ovat oikeassa avaruudessa, onhan N(L) C V. Valitaan ainakin ne kantavektorieh-
dokkaiksi. Kuva-avaruuden kantavektoreista saadaan lisdd kantavektoriehdokkaita
"siirtamélld ne avaruuteen V' jollakin luonnollisella tavalla.” Luonnollista lienee

valita V:n loput kantavektoriehdokkaat e, 1, ..., e,4, siten, etté
L(€n+j>:fj ijl,r
Kantaehdokas (eq,...,e,4,-) on valittu. Todistetaan kantavektoriehdokkaiden

olevan lineaarisesti riippumattomia ja virittdviin koko avaruuden V. Riippumatto-
muuden tarkastamiseksi oletetaan, etté

n—+r

(%) Z Aiei =0

52y, viittaa nolla-avaruuteen N (L), kun taas r viittaa kuva-avaruuden dimensioon, kuvauksen

ja matriisin rankiin.
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ja todistetaan, etté jokainen A; on 0. Oletukset saa parhaiten kiyttoon siirtymélla
kuvauksen L avulla takaisin avaruuteen W':

n—+r
L) Aie;) = L(0) = 0.
i=1
Vasen puoli on lineaarisuuden nojalla
n—+r

Ytimeen kuulumisen takia L(e;) = 0, kun ¢ = 1,...,n. Siksi vasemmalla puo-
lella vain summan 7 jilkimméistd termié eroavat nollasta. Muut L(e;):t ovat W
kantavektorit f;, ja vasen puoli saa siis muodon

D Antifi =0,
i=1

josta tietysti seuraa \,4; = 0 kaikille + = 1,...r. Kun tdméi tiedetdéin, jai oletuk-

sestamme () vain
n
E )\Z-ei = 0,
i=1

josta seuraa, ettd myos ensimméiset A;:t ovat nollia. Riippumattomuus on todettu.
Virittémisen tarkastamiseksi valitaan mielivaltainen vektori v € V ja koetetaan
esittéd se lineaarikombinaationa kantavektoriehdokkaista, siis muodossa

n+r

E i€ = V.
i=1

Kertoimien arvaamista helpottaa taas kuvaaminen avaruuteen W. Tutkittavan
vektorin kuva L(v) voidaan lausua kuvan kannassa:

m
L(v) = Z Ponti L€y
i=1
Voisi arvata, ettd ehkid v on
T
Z Nn—‘,—ien—i—i;
i=1

mutta tistd puuttuvat ilmeisesti ensimmaéiset koordinaatit. Ne keksitdéin, kun huo-
mataan, etta

(%) v = Zﬁbn—kien—ki € N(L),

i=1
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onhan
L(v — Zﬂn+ien+i) =L(v) - Zﬂn—i—iLen—f—i = L(v) — L(v) = 0.
=1 =1

Erotus kuuluu siis ytimeen ja voidaan néin ollen lausua ytimen kannan avulla:

r n
v — g Hn4i€nti = § i€,

joten
n T n4r
v = Zﬂiei + Z Hn+ti€nti = Z i€
i=1 i=1 i=1
O

DIMENSIOLAUSEEN MATRIISITODISTUS. Tissé oletetaan, ettd myos kuva-avaruus
W on &érellisulotteinen, jolloin kiiytettéivissd on matriisi. Mikili Gaussin ja Jorda-
nin menettelyssd yhtdloryhmén ratkaisemiseksi sallitaan myos sarakkeita vaihdelta-
van — miké merkitsee vain koordinaattiakselien uudelleen numerointia kuvapuolella
— niin voidaan aina péaéstd lopulta puolisuunnikastyyppiseen matriisiin

1 ... 0
0 ... 0
0o ... 1
0O ... 0
[0 ... 0 *x ... x|

On ilmeisté, ettd puolisuunnikastyyppiselle matriisille — oikeastaan vastaavalle li-
neaarikuvaukselle — dimensiolause pétee. Riittdé siis todistaa, etteivit matriisin
ytimen ja kuva-avaruuden dimensio muutu Gaussin ja Jordanin sievennysproses-
sissa; sarakkeiden vaihtohan ei misséédn tapauksessa vaikuta dimensioihin. Ytimen
osalta tdmé on tietysti selvii, koska ydin on yhtilon Az = 0 ratkaisujen joukko,
joka ei muutu Gaussin—Jordanin rivioperaatioissa.®?

Matriisiin A kohdistetut rivioperaatiot P;;, M;(\) ja A;;(1) muuttelevat kylld
kuvauksen = — Ax kuvajoukkoa, mutta eiviit sen dimensiota. Témé johtuu siité,
ettd jos jokin A:n sarake on muiden sarakkeiden lineaarikombinaatio joillakin ker-
toimilla \;, ja A:han kohdistetaan jokin em. operaatioista, niin niin syntyneessi
matriisissakin vastaava sarake on lineaarikombinaatio muista samoin kertoimin. [J

Sivutuotteena saadaan, ettd itse asiassa Gauss—Jordan antaa tavan 1oyt#aéd kanta
avaruudelle R(A). Muokatun matriisin (él4 vaihda sarakkeita) kuva-avaruuden
kanta nikyy helposti. Alkuperiisen matriisin kuva-avaruuden kantavektoreiksi kéy-
vit samoista kohdista valitut sarakkeet.

Myos seuraava ylléattéva lause on tullut todistetuksi:

53Git4 vartenhan ne alunperin keksittiin.
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LAUSE 4.4.3. Matriisin A rivivektoreiden ja saman matriisin sarakevektoreiden
virittdmdlld aliavaruudella on sama dimensio, matriisin ranki®* rank(A).

TobisTtus. Lause pétee selvistikin puolisuunnikastyyppiselle, loppuun muoka-
tulle matriisille. Sarakkeiden virittdméin kuva-avaruuden dimensio ei muutu rivio-
peraatioissa, mutta myoskdin rivien virittdmén avaruuden dimensio ei tietenkiéan
muutu rivejd vaihdettaessa, vakiolla kerrottaessa, toisiinsa liséttéessé tai sarakkeita
vaihdettaessa. [

Dimensiolauseesta saadaan eriissé erikoistapauksissa hyodyllisié siistinnékoisié
seurauksia

SEURAUS 4.4.4. Dimensiolauseen olettamusten vallitessa on voimassa
L on injektio <= dimV = dim L(V).

Jos myds dim(V )=dim(W ), niin L on bijektio.

SEURAUS 4.4.5. Olkoot vektoriavaruudet V ja W ddrellisulotteisia ja dimV =
dim W, sekd L : V — W lineaarikuvaus. Talloin

L on bijektio <= L on injektio <= L on surjektio.

Kannattaa muuten pohtia, mitéd dimensiolause sanoo, kun toinen avaruuksista
on yksiulotteinen.

4.5. Kannan vaihtamisen yleinen teoria.

Asrellisulotteisessa vektoriavaruudessa vektorit, lineaarikuvaukset ja myos alia-
varuudet ja muutkin osajoukot ilmaistaan usein koordinaattien avulla, ja ndmé
riippuvat kiytetysti kannasta. Kantaa saattaa olla aihetta vaihtaa eri syisté. Jokin
lasku saattaa olla paljon helpompi sopivissa R™:n vinokulmaisissa koordinaateissa
tai sitten tilanteen geometria houkuttelee sopivaan kannan valintaan. Esimerkiksi
avaruuden R3 tasossa = + 3 — z = 0 olevan origokeskisen ympyrin yht#lopari (miks
se lienee?) saadaan standardimuotoon

x2+y2:1
z=20

valitsemalla avaruuteen R3 sopiva kanta: kaksi kohtisuoraa, siteen mittaista vek-
toria tasoon ja kolmanneksi miké tahansa niistd riippumaton. Yhtélopari standar-
dikannassa pitéisi mielelléién voida laskea tésta.

54Ranki-sanan hyvin suomennoksen keksijille lupaan pienen palkinnon. Rankki on jotakin
muuta.
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MERKINTOJA 4.5.1. Téllaisiin kannanvaihtoihin tarvittava teoria on kehitelty
edelli. Katsokaamme, mihin se kelpaa. Olkoot sitid varten seuraavassa koko ajan
E = (e1,e2,...,ex) ja F = (f1, fa,..., fr) kaksi kantaa vektoriavaruudessa V.
Itse kantojen vilisestd yhteydestd pitdéd tietysti tietdd jotakin, jotta eri objektien
kannanvaihtoja voisi tehd&. Siksi oletamme, ettd toisen kannan — olkoon se F' —
kantavektorit on annettu toisesssa kannassa — siis kannassa F:

Clj
k Co;
fi=) cjei=| |
i=1 :
Ckjd g

Olemme jo esimerkin 4.3.3 yhteydesséd kinnittdneet huomiota siihen, ettd edelld
sanottu merkitsee samaa kuin

C = (¢ij) = Mat(Id; F, E),

misséd on huomattava suunta, ovathan kantaa F' kuvaavan matriisin C' = (¢;;) sa-
rakeet nimenomaan kantavektorit f;. Koska identtinen kuvaus on itsensi kiinteis-

kuvaus, on selvii, ettd
C~' = Mat(Id; E, F),

joka siis ilmaisee e;— kantavektorit kannassa F'. Olisimme siis matriisin kidintimi-
seen tarvittavaa vaivaa lukuunottamatta voineet aloittaa tarkastelut olettamalla,
ettd tunnemme kannan F vektoreiden koordinaatit kannassa F'. Huomaamme pian,
ettd eri objektien kannanvaihtoon tarvitaan toisinaan matriisia C', toisinaan mat-
riisia C~! ja usein molempia.
LAUSE 4.5.2. KANNANVAIHTO VEKTORILLE. Olkoon
x1
Z2
rT=| . eV
Tl E

jokin vektori lausuttuna kannassa E. Tdlloin sama vektort lausuttuna kannassa F'

on
&1 x1

el .

xr =

gk F Tk
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Vastaavasti E— koordinaatit saadaan F—koordinaateista kertomalla matriisilla C.

Lauseen tuloksen muistaa helposti suuntaa vaille. Itse asiassa suunnan arvaa
helposti vddrin. Varmempaa onkin toistaa tarvittaessa seuraava lyhyt todistus:

x1 &1
. T | &2
Tobistus. Merkitddin xp = | . | jaxp = | .
Tk Ek
x = Id(x),

joten xp = Mat(Id;E,F)zg =C 'ap.

O

Seuraavaksi vaihdamme kantaa lineaarikuvaukselle L : V' — W. Sitd varten
tarvitaan kaksi kantaa lihtoavaruuteen — olkoot ne E ja G — ja kaksi kantaa
maaliavaruuteen W — olkoot ne F' ja H.

LAUSE 4.5.3. KANNANVAIHTO LINEAARIKUVAUKSELLE. Olkoon L :V — W [i-
neaarikuvaus ja A = Mat(L; E, F) sitd vastaava matriisi kannoissa E ja F'. Saman
kuvauksen L matriisi kannoissa G ja H on

Mat(L;G, H) = C~' AC,

missi C = Mat(Id; G, E) ja C = Mat(Id; H, F).

Myos tdmén lauseen tuloksen muistaa helposti suuntaa vaille ja suunnan saa
toistamalla tarvittaessa seuraavan lyhyen todistuksen:

TODISTUS.
L
VE —— WF
A

Mat(IdV;G,E):CT (éT)léfleat(IdW;F,H)

Va

Wh

C-1AC

L = Idw o Lo Idy, joten matriisituloa koskevan lauseen 4.3.4 mukaan
Mat(L; G, H) = Mat(Id, F, H) o Mat(L; E, F) o Mat(Id; G, E) = -1 AC

O

Lausetta kiytettiessi kannattaa muistaa, ettd matriisin C' sarakkeet ovat V:n
uudet kantavektorit g; lausuttuina alkuperiisessi kannassa E ja matriisin C sarak-
keet ovat W:n uudet kantavektorit h; lausuttuina alkuperéisessd kannassa F'.

Erikoistapaus, jossa V =W | E = F ja G = H vastaa kannanvaihtoa yhdessi
avaruudessa, jota lineaarikuvauksemme kuvaa itselleen. Nyt C = C. Tama tilanne
on erityisen yleinen. Siksi sité kuvaamaan on kiytossd omaa sanastoa.
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MAARITELMA 4.5.4. Matriisit A ja B ovat similaareja, jos on olemassa kidn-
tyvi matriisi C siten, ettd B = C~1AC.

LAUSE 4.5.5.
(1) A ja B ovat similaareja —> det A = det B.
(2) Jokainen neliomatriisi A on similaari itsensd kanssa.
(3) A ja B ovat similaareja = on olemassa D siten, ettdi A= D~'BD.
(4) A ja B ovat similaareja ja lisiksi B ja C ovat similaareja
— A ja C ovat similaareja.

Tobistus. Harjoitustehtava. [J

SEURAUS 4.5.6. Matriisit A ja B ovat similaareja jos ja vain jos ne vastaavat
samaa lineaarikuvausta L : V — V| joskin tietysti eri kannassa.
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5. Ominaisarvoprobleema

5.1. Diagonalisoituvuus.
Téssé luvussa V' on dérellisulotteinen vektoriavaruus ja n = dim V.

LAUSE 5.1.1. Olkoon E = (e, ea,...,e,) avaruuden V kanta ja L : V — V
lineaarikuvaus. Seuraavat ehdot ovat yhtdipitivid

(1) Kuvauksen L matriisi kannassa E on diagonaalimatriisi, siis

MM 0 0 ..o 0
0 X O 0
Mat(L;E)=| 0 0 A3 0
0O 0 0 ... X\

(2) On olemassa luvut Ay, ...\, € R, joille pitee

Le; = N\je;  kaikille j = 1,2,...,n.

Lineaarikuvaus L : V' — V on diagonalisoituva, jos sen matriisi jossakin kan-
nassa on diagonaalimatriisi. Kantaa, jossa L:n matriisi on diagonaalinen, sanotaan
kuvaksen L ominaiskannaksi. Diagonalisoituvan kuvauksen matriisi ei yleensé ole
diagonaalinen muissa kannoissa, vaan diagonaalimatriisi menettdsd diagonaalisuu-
tensa kannanvaihdossa, kuten heti huomaa:s:

L)) =+

2

'
'
Y o8

Le,) = 2e,=L(f,) =2f,

Kuvassa samaa lineaarikuvausta esittdd E'—kannassa diagonaalimatriisi [O ﬂ ja

0 1

ettd matriisi A on diagonalisoituva, jos sen esittdmé lineaarikuvaus on diagonali-
soituva, eli jos A esittdi diagonalisoituvaa lineaarikuvausta. Matriisi A = A,,«,, on
siis diagonalisoituva, jos se on similaarinen jonkin diagonaalimatriisin kanssa, ts.
on olemassa kisintyvi matriisi C = C),«,, siten, ettd C~1AC on jokin diagonaali-
matriisi D. On siis hyvin helppoa tuottaa diagonalisoituvia matriiseja. Tarvitsee
vain kertoa diagonaalimatriisi toiselta puolelta jollakin neliomatriisilla ja toiselta
puolelta sen kidnteiselld. Mutta miten voi suoraan ndhdi matriisista, onko se dia-
gonalisoituva ja mistd diagonaalimatriisista se siiné tapauksessa on saatu? Koska
diagonaalimuotoinen matriisi on erittdin helppo késiteltéivi ja geometrisesti selked,
on kiinnostavaa selvittidi, mitkd matriisit ovat diagonalisoituvia ja miten ominais-
kanta voidaan laskea.

F—kannassa matriisi {2 1} , onhan Lfy = 2f; ja Lfy = f1 + fo. Sanomme,
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Alamme ratkaista diagonalisoimisongelmaa etsimiilld edes yhden vektorin, jota
lineaarikuvauksemme vain venyttédd — ominaisvektorin. Ominaisarvojen ja -vekto-
rien etsimistehtéivid sanotaan ominaisarvo-ongelmaksi.>

Ominaisvektori u3virittéa

ominaisarvoa 2,5 vastaavan

ominaisavaruuden V., ..
2,5

Ominaisvektorit u2 ja ulvirittavat
ominaisarvoa 2 vastaavan

ominaisavaruuden V _=<u_,u.>.
2 1’ 2

MAARITELMA 5.1.2. Olkoon L : V — V lineaarikuvaus. Jos on olemassa A € R
jau eV ~ {0} siten, ettd
Lu = A\u,

niin A on L:n ominaisarvo ja wu siihen liittyvd ominaisvektor: eli A—ominaisvek-
tori. Ominaisarvoon A liittyvd ominaisavaruus on kaikkien A—ominaisvektoreiden
joukko

Va(L) ={u eV | Lu = Au}.
Nimi vihjaisee, ettd ominaisavaruus on aliavaruus:

LAUSE 5.1.3. Vy(L) on V:n aliavaruus ja dim V(L) > 1.

Tém4 asia onkin helppo tarkastaa. Diagonalisoimisongelman kannalta kiinnosta-
vaa on yrittdd muodostaa koko avaruuden kanta L :n eri ominaisarvoihin liittyvista
ominaisvektoreista, silld juuri sellaisessa ominaiskannassa kuvauksemme diagonali-
soituisi, diagonaalimatriisin lévistédjdelementteind ominaisarvot. Siksi on kiintoisaa
huomata, etti pitee

LAuse 5.1.4. Lineaarikuvauksen L :'V — V eri ominaisarvoihin liittyvit omi-
naisvektorit ovat lineaarisesti risppumattomia.

Tobistus. Tarkastamme asian ensin kahden vektorin tapauksessa. Olkoot u ja
v ominaisarvoihin « # [ liittyviit ominaisvektorit ja A ja p lukuja, joille

() Au+ po = 0.
Todistetaan, ettid kertoimet A ja p ovat nollia. Yhtélostd (x) saadaan kuvauksen L
lineaarisuuden nojalla

Au + pLv =0,

55Ominaisvektoreilla on paljon muutakin kiyttés kuin diagonalisointi.
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josta ominaisvektorin méritelmén perusteella

() Aou + pfv = 0.

Suoraan luvulla a kertomalla yhtilosti (x) seuraa toisaalta
(s * %) Aou + pav = 0,

ja erotuksena saadaan pu(5 — a)v = 0. Oletusten mukaan § — « # 0, eiké vektori
v ole nolla, sillid nollavektoria ei kelpuuteta ominaisvektoriksi. Né&in ollen g = 0.
Yhtélostd (x) seuraa tdmén jéilkeen, ettd myos A on nolla.

Seuraavaksi tarkastamme lineaarisen riippumattomuuden kolmen eri ominaisar-
von tapauksessa:

Olkoot v1, v ja vs eri ominaisarvoihin ag, as ja ag liittyvit ominaisvektorit ja
)\17 /\2, /\3 lukuja, _]01116

3
(+) S Ay =0,
j=1

Todistetaan, ettéd kertoimet \; ovat nollia. Yht#lostd (x) saadaan kuvauksen L
lineaarisuuden nojalla
3
> AjLv; =0,
j=1

josta ominaisvektorin méiritelmén perusteella

3
<>|<>|<) Z)‘jajvj =0.
=1

Suoraan luvulla a; kertomalla yhtélostd (%) seuraa toisaalta

3
(* * *) Z )\jalvj =0
j=1

ja erotuksesta hividd taas ensimméinen termi, jolloin siihen jd& kaksi termié:

3
Z )\j(al - ozj)vj = 0.

j=2

v9 ja vz ovat kaksi eri ominaisarvoihin liittyvid ominaisvektoria, siis todistuksen
alkuosan nojalla lineaarisesti riippumattomat. Molemmat kertoimet \;(a; — «;)
ovat siis nollia. Téastéd seuraa, ettd nimenomaan kumpikin A; on nolla, silld oli
oletettu, ettd oy # a;.

Huomaamme, ettd olemme keksineet induktiotodistuksen lauseen viitteelle. Esit-
tdmamme todistuksen ensimmaéinen osa antaa induktion alun ja toinen osa yleistyy
luonnollisella tavalla induktioaskeleeksi, jolla lause todistetaan k:lle vektorille, jos
se tunnetaan k — 1:lle. [J

Edellisen lauseen todistus oli hiukan mutkikas, tarvittiinhan induktiota. Vaivan
palkka on kuitenkin hyvé, silld seuraava lause seuraa suoraan #skeisesté:
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LAUSE 5.1.5. a) Olkoon L :V — V lineaarikuvaus ja dimV = n. Tdlloin L:lld
on korkeintaan n eri ominaisarvoa.

b) Jos eri ominaisarvoja on maksimaaliset n kappaletta, niin niitd vastaavat
ominaisvektorit muodostavat V :n kannan ja L:n matriisi tdmdn kannan suhteen
on diagonaalimatriisi, jossa diagonaalialkioina ovat L:n ominaisarvot. Tdallainen
lineaarikuvaus on siis diagonalisoituva.

Jos ominaisarvoja on vihemmaén, lineaarikuvaus voi kuitenkin olla diagonali-
soituva tai sitten ei. Esimerkki diagonalisoitumattomasta lineaarikuvauksesta on
tason R? kierto vaikkapa kulman § verran.

Vaikka eri ominaisarvoja olisi vihemmn kuin n kappaletta, voi diagonalisoituvuu-
den kuitenkin péitelld, jos ominaisavaruudet ovat tarpeeksi suuria. Méiritelméan
mukaanhan matriisi A, «, on diagonalisoituva, jos ja vain jos sen ominaisvekto-
reista voidaan muodostaa R™:n kanta, ts. jos A:lla on n kappaletta lineaarisesti

riippumattomia ominaisvektoreita:

LAUSE 5.1.6. Matriisi A,xn on diagonalisoituva, jos ja vain jos sen eri omi-
naisarvoja vastaavien ominaisavarvuksien dimensioiden summa ), dim V) on n.
Tilloin diagonalisoivan matriisin C sarakkeina ovat A:n ominaisvektorit ja diago-
naalimatriisin D = C~YAC ldvistdjialkioina A:n ominaisarvot vastaavassa jirjes-
tyksessd.

TobisTus. Valitaan kullekin ominaisavaruudelle V) kanta (vy 1, ...,V k, ), missd
kyx = dim V). Riittdd todistaa, ettd nédin on yhteensi saatu avaruuden R™ kanta.
Vektoreita vy ; on oletuksen mukaan oikea méé#ré, siis n kappaletta, joten riittéa
todistaa, ettd ne ovat lineaarisesti riippumattomia. Olkoon siis

kx
Z Z BN,V = 0.

A =1

Olemme ryhmitelleet summan ominaisarvojen mukaan ja huomaamme, etté jokai-

nen osa
kx
E :/D\J'U)\,j
Jj=1

on ominaisavaruudessa V), siis ominaisarvoon A liittyvé ominaisvektori. Koska eri
ominaisarvoihin liittyviit ominaisvektorit ovat lineaarisesti riippumattomia, on ku-
kin téllainen osa siis ng 1 Hx,jvx,j = 0. Koska téssé nolla on lineaarikombinaationa
ominaisavaruuden V) kantavektoreista, kertoimet j ; ovat nollia. [J

5.2. Matriisin ominaisvektoreiden ja -arvojen laskemisesta.
Matriisin A ominaisvektoreiden ja ominaisarvojen loytédminen on sama asia kuin
yhtélon

(%) Az = \x

ratkaiseminen, missd tuntemattomia ovat vektori z ja luku A. Alamme selvittii,
miten tdmén yhtdlon voi ratkaista.
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Kirjoittamalla yhtélon téydelliseen muotoon

a11T1 + a12T2 + -+ - + A1 T = AT

a21T1 + @202 + -+ + aonxy = )\.CEQ

Ap1T1 + Ap2Ta + -+ ATy = ATy,

huomaa, ettéd se on epélineaarinen — siséltddhén se tuntemattomien tuloja Ax;.
Yht&lo muuttuu kuitenkin tuntemattomien lukujen x; lineaariseksi yhtaloryhméksi
heti, kun tuntematon luku A\ on jollakin tavalla onnistuttu loytdmééan. Tarkem-
min ajatellen yhtédloryhmaéllé tietysti on aina triviaaliratkaisu « = 0, olipa A mika
tahansa, mutta triviaaliratkaisu on kielletty ominaisvektorin mééritelméssd. Ha-
vainnosta on kuitenkin se ilo, ettd tulemme nyt ajatelleeksi, ettd yht&élo (x) on
itse asiassa muuttujien x osalta homogeeninen lineaariyhtilo, voihan sen kirjoittaa
my0s muotoon

Ax — Ax =0,

eli
(a11 — N)x1 + ajax2 + -+ + a1z, =0

a21x1 + (a22 — /\)Iz + -+ amr, =0

An1T1 + Qp2Zo + -+ + (ann - )\)xn = 07

eli lyhyesti
(%) (A= XDz =0,

misséd I on identtinen eli ykkosmatriisi. Ja nyt suuri OIvALLUS! Luku A on matrii-
sin A ominaisarvo tésmdlleen silld ehdolla, etti yht#lslla () on olemassa
epétriviaali ratkaisu x. Tille taas olemme kehitelleet ehtoja tutkiskellessamme
lineaarikuvauksia. Vastaava matriisi A — A1 ei saa olla kidéntyvi, vaan on oltava

() det(A — A1) = 0.

Lineaarikuvauksen ominaisarvojen médraéminen on siis palautunut yhden muut-
tujan )\ yhtdlon ratkaisemiseksi. Kokeilemalla jollakin matriisilla huomaa, etté
det(A — AI) on muuttujan A polynomi. Asia on tietysti yleisestikin juuri néin.
Ongelmana on siis endd (7) tdméin n:nnen asteen polynomin nollakohtien 15ytami-
nen. Tulos on siind mé#rin merkittéavi, ettd on aihetta nimetd muutamia aiheeseen
liittyvid kéisitteitd, jotta niistéd olisi helpompi puhua jatkaessamme ongelman pur-
kamista.

MAARITELMA 5.2.1. Olkoon L : V — V lineaarikuvaus ja A = Mat(L, E)
sitd vastaava matriisi jossakin V:n kannassa. Lineaarikuvauksen L ja matriisin A
karakteristinen polynomi on

ajl — A ai2 e A1n
a1 ao9 — AL Qaon

Fa(N) = det(A — \I) =

an1 Ap2 et Qpp — A
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ja karakteristinen yhtdlo on

det(A — M) =0.

Luvun alun tarkastelut ovat johtaneet oivallukseen, jonka toistamme lauseena:

LAUSE 5.2.2. L:n ominaisarvot ovat karakteristisen polynomin det(A— AI) nol-
lakohdat.

Lukijaa saattaa drsyttdd, ettd puhumme lineaarikuvauksen karakteristisesta po-
lynomista, vaikka polynomi on mééritelty kannan valinnasta riippuvan matriisin
avulla. Puhetapamme on kuitenkin oikeutettu, silli samaa lineaarikuvausta eri
kannoissa esittévit matriisit ovat similaareja ja similaareilla matriiseilla on lauseen
sama determinantti, joten

det(C1AC — M) = det(C~H(A — M\I)C) = det(A — \I).

Niin olemme todistaneet, etté pétee:

LAUSE 5.2.3. Lineaarikuvauksen L : V — V' karakteristinen polynomai ei riipu
avaruuden V' kannan valinnasta, vaan ainoastaan lineaarikuvauksesta L.

Olemme nyt l6ytineet menetelméin, jolla ominaisarvoprobleema voidaan periaat-
teessa ratkaista.

MALLI 5.2.4. PERUSMENTTELY MATRIISIN A OMINAISVEKTOREIDEN LOYTAMI-
SEKSI.

e Kirjoitetaan nikyviin matriisi A — A 1. (A on tuntematon.)

e Lasketaan det(A — AI). (Téhén on kiytettdvissd luvun 2 opit.)

e Ratkaistaan yhtélo det(A — A1) = 0. ( Kun A on n x n—matriisi, det(A —
AI) on tuntemattoman A polynomi, jonka aste on n. Sen nollakohtien
l6ytaminen on siten periaatteessa vaikea paikka, mutta onneksi se ei kuulu
lineaarialgebran piiriin, joten asiaa ei tarvitse pohtia juuri téssd. Onnea
vain yhtélonratkaisemiseen!)®®

e Listataan nikyville — mielellédén esimerkiksi suuruusjérjestyksessid — ka-
rakteristisen polynomin reaaliset nollakohdat, jotka ovat etsityt ominaisar-
vot A1,..., Ag. Nollakohtien kertalukuja sanotaan ominaisarvojen algebral-
lisiksi kertaluvuikst.

e Kutakin ominaisarvoa \; kohti etsitdén vastaavat ominaisvektorit ratkai-
semalla homogeeninen yhtéloryhméd (A — A\; I)z = 0. Ratkaisujen joukko,
matriisin A — A; I ydin, on ominaisarvoon A; liittyvien ominaisvektorei-
den joukko eli ominaisavaruus. Ominaisavaruuksien dimensioita sanotaan

56Kannattaa kuitenkin kerrata, mité on joskus osannut toisen ja kolmannen asteen yht#loista
ja funktion nollakohtien numeerisesta médriddmisestd. On hyvi muistaa, ettd n:nnen asteen poly-
nomilla on aina kertaluvut huomioiden n nollakohtaa, jotka tosin saattavat olla kompleksilukuja.
Me olemme etsimissi reaalisia nollakohtia, mutta huomaamme, ettd koko teoriaa kannattaisi
ehki laajentaa kompleksilukujen suuntaan, jolloin tdmé kohta olisi helpompi. Kompleksisilla omi-
naisarvoilla on sitd paitsi reaalisillekin matriiseille huomattava geometrinen merkitys; ne liittyvit
avaruuden kiertémiseen ja ovat siten fysiikassa yhté téirkeitd kuin reaalisetkin. Perusesimerkki on
tason kierto kulmalla 6, jonka kompleksiset ominaisarvot ovat exp(+i6). Kompleksista lineaarial-
gebraa kisitelldin tdmén kirjan viimeisilla sivuilla. Hyvé selostus avaruuden kierroista on ainakin
kirjassa LAY: LINEAR ALGEBRA.
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vastaavien ominaisarvojen geometrisiksi kertaluvuiksi.  (Olemme opetel-
leet madradamésn ytimelle kannan. N&in kannattaa yleensd menetelld, silld
kannan ilmoittaminen on kitevi tapa kuvata aliavaruutta.)

e Kirjoitetaan nékyviin luettelo kunkin ominaisavaruuden kantavektoreista.

5.3. Lineaarikuvauksen diagonalisointi.

Olemme oikeastaan jo selittdneet, miten lineaarikuvaus diagonalisoidaan, jos se
on mahdollista. Kertaamme vield paddkohdat. Lineaarikuvaus n—ulotteiselta vek-
toriavaruudelta itselleen L : V' — V on diagonalisoituva, jos sen ominaisvektoreita
riittdd kannaksi asti. Diagonalisointi tarkoittaa, ettd L lausutaan ominaisvekto-
reista muodostuvassa kannassa, siis diagonaalimatriisina. Myos kanta on yleensé
syytéd ilmoittaa, mutta toisinaan kiinnostaa pelkkd diagonaalimatriisi, jonka diago-
naalilla ovat L:n ominaisarvot toistettuina vastaavien ominaisavaruuksien dimen-
sion mukaan.

Yleensd diagonalisoitava kuvaus L on annettu matriisina A jossakin (standardi-)
kannassa. Olemme edelld kuvailleet, miten sille 1oydetédn kaikki ominaisavaruudet
ja kullekin kanta. Kaiken kaikkiaan on loydetty mahdollisimman monta lineaari-
sesti riippumatonta ominaisvektoria. Jos niitd vektoreita on yhteensd n = dim V'
kappaletta — enemmaén niité ei voi n—ulotteisessa avaruudessa ollakaan — niin ne
muodostavat etsityn ominaiskannan, jossa L diagonalisoituu. Muuten L ei diago-
nalisoidu.

Myénteisessi tapauksessa tehtéviksi jad kannanvaihto matriisille A = Mat(L, F).
Kannanvaihtoon tarvittava matriisi C' on se, jonka sarakkeina ovat listaamamme
ominaiskantavektorit. Jos laskuvirheité ei ole, kannanvaihto antaa diagonaalimat-
riisin D = C~'AC, jonka diagonaalilla ovat ominaisarvot.

Ja# pohdittavaksi, voisiko matriisista A jotenkin etukiteen ndhdé, onko se dia-
gonalisoituva. Diagonalisointihan on aika tyolésté, eiké sité soisi tekevinsd turhan
péditen. Tunnistaminen ei ole helppoa, mutta todistamme mycshemmin, ettd aina-
kin kaikki symmetriset matriisit ovat diagonalisoituvia. Muitakin diagonalisoituvia
matriiseja on kuitenkin paljon.

5.4. Kartioleikkausten tunnistamisesta.

Tésséd luvussa sovellamme ominaiskantateoriaa seuraavaan ongelmaan, kartio-
leikkauksen pddakselikoordinaatiston etsimiseen. Voisimme kysy#, mitéd tasokiyrad
esittad yhtilo

322 + day + Ty? — 88y + 9z =20 ?

Entdpi 22 + 5axy — 55y? + y = 8 tai yleisemmin miki tahansa kahden muuttujan
toisen asteen yhtalo

Ar? + Bry+Cy’ + Dx+ Ey=F ?

Kisittelemme vain tapauksen, jossa lineaariset termit Dx ja Ey puuttuvat ja vakio
F on 1. Asia on nimittéin niin, ettd yleisen yhtélon voi lihes aina palauttaa tihén

muotoon ”siirtdmailli origon keskelle kiyraa”.>”

570n olemassa poikkeus — paraabelilla ei ole keskipistetts — mutta ongelma ei ole vakava.
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ONGELMA 5.4.1. MITA KAYRAA ESITTAA TOISEN ASTEEN YHTALO
2 2 2
ax” + 2bxy +cy” =11

Esitdmme ratkaisun tdhin kysymykseen vaiheittain:

IDEA 5.4.2. Tehtdvin muunto matriisimuotoon.
Ongelmamme kytkeytyy lineaarialgebraan, kun huomaamme, ettd jos A =

b

a b . o
, niin matriisitulona saadaan
c

[z y]A m = [az® + 2bxy + ).

Tam4 on syy sille, etté zy—termin kerroin kirjoitettiin jo tehtévié laadittaessa muo-
toon 2b. Idea on nyt seuraava: siirrytdin A:n ominaiskantaan. Sellainen on
todella olemassa. Ominaiskannassa A diagonalisoituu ja ongelma on ehki ratken-
nut. Toiveita herittid, ettd jos A on diagonaalinen eli b = 0, niin tutkittava yhtilo

on tyyppid
ar® + ey’ =1,

joka tunnetusti®® esittéis ellipsid tai hyperbelis sen mukaan, ovatko a ja ¢ saman-
vai erimerkkisié.

VAIHE 5.4.3. OMINAISARVOT JA OMINAISKANNAN OLEMASSAOLO.

Tehtévinid on diagonalisoida symmetrinen 2 x 2— matriisi A = Z i] . Karak-

teristinen polynomi on

a— A b

fa) =177 o

':)\2—(@+c))\—i—ac—b2,

jonka nollakohdat ovat toisen asteen yhtélon ratkaisukaavan mukaan

2
a—+c a—c¢

Ao = + (/b2 .
1,2 5 \/ +( 5 >

Diskriminantti b2 + (%) on kahden nelion summa, siis varmastikaan ei negatii-

vinen. Nollaksi diskriminantti voi kuitenkin menn#, nimittédin tapauksessa, jossa

b =0 ja lisdksi ¢ = a, eli kun A = [a

0 . Téssé tapauksessa A diagonalisoituu,

onhan se jo valmiiksi diagonaalinen. Itse asiassa kéyrikin on helppo tunnistaa:
ar® +ay® =1

on epéilemiitti %—sateisen ympyréan (a > 0), pisteen (a = 0) tai tyhjin joukon
(a < 0) yhtilo.

58Paras opetellal
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Muuten A:lla on kaksi eri ominaisarvoa A1 # Ag, jotka juuri laskimme. Muis-
tamme matriisin diagonalisoinnista sen, etti néistd ominaisarvoista saatavassa omi-
naiskannassa matriisia A vastaa diagonaalimatriisi

A0
=[5 5

ja ettd tdmé myos merkitsee sitd, etté
D =C"tAC,

missé
C = [’1)1?]2]
on matriisi, jonka sarakkeet ovat A:n eri ominaisarvoihin liittyvit ominaisvektorit.

VAIHE 5.4.4. HUOLETON ARVAUS.

Arvataan, etti ominaiskantaa vastaavassa koordinaatistossa — koordinaatit ol-
koot £ ja n — tutkittavan kidyrian yhtilé on

e 0] [§] =g anti=o,

jonka tunnistamme kuten kohdassa 5.4.2. Arvaus osuu oikeaan, mutta asia ei ole
ihan niin vaaraton kuin ensi silméykseltd ndyttdd. Emme ole vield todistaneet,
ettd yhtdlo muuntuu toivomallamme tavalla. Laskussa onkin vield pieni mutka.
Ominaiskanta voi sitd paitsi yleensé olla vinokulmainen, eiké ole vield ihan selvii,
etté koulusta tutut ellipsin ja hyperbelin yhtilot toimivat. Todistamme seuraavassa
luvussa, ettd jokaisen symmetrisen matriisin ominaiskantavektorit ovat tavallisessa
mielessi kohtisuorassa toisiaan vastaan, mutta emme tarvitse téssi esimerkissé viela
mitdin teoriaa: Asiahan on helppo tarkastaa tissd laskemalla ominaisvektorit ja
toteamalla niiden sisétulo sitten nollaksi:

TYOVAIHE 5.4.5. OMINAISKANNAN LOYTAMINEN.
Kun X on A:n ominaisrvo, vastaava ominaisvektori saadaan ratkaisemalla yhtlo

Ax = Az eli yhtélopari
{ (a—XN)z+by=0

b+ (c—Ny=0"
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jonka rivit ovat LD, koska ratkaisuna on muutakin kuin 0. Riittd4 siis ratkaista
vain jompi kumpi, esimerkiksi ensimméinen yht#lo, jolloin saadaan ominaisvektori

() UA:[/\ECL:|,

tai sitten toinen, jolloin sama saadaan muodossa

(%) UA:[A;C}

Ominaisarvoihin A; ja Ao liittyvit ominaisvektorit saadaan kummasta tahansa
sijoittamalla A = Ay ja A = As.

TARKASTUS 5.4.6. OMINAISKANNAN SUORAKULMAISUUS.
Jos kirjoitamme toisen ominaisvektorin muotoon (x) ja toisen muotoon (kx),
voimme helposti laskea sisédtulon

(U1|U2) = b(/\1 — CL) + b()\g - C) = b(/\1 + )\2 - (CL + C)) =0.
Ominaisvektorit ovat siis suorakulmaiset toisiinsa nidhden. Ne voi lisiksi valita

ykkosen mittaisiksi, ja niin teemmekin, jolloin on loydetty ortonormaali omi-
naiskanta.

TARKASTUS 5.4.7.
On lopuksi vield tarkastettava, ettd yhtalo

1) il | & | =g+ xur =0,

todella esittdd ominaiskannassa samaa kdyrdaéd kuin

(2) uym[i]:o

alkuperéisesséd. Témén tarkastaminen on koordinaatistonvaihto: Uudet koordinaa-
tit saadaan vanhoista kaavalla

joten
IR G ) ey

Tavoittelemamme yhtélo (1) sanoo siis, etté

(3) [xm«rUTDc*[z]:a
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Mutta, mutta — alkuperiinen yhtilo (2) on

@) g y]@j,r;im -

Onko siis sittenkin arvattu viidrin? Ei ole! Matriisilla C' on yhtélot (2) ja (3)
samaksi tekevd ominaisuus (C _1)T =Celi

c—t=c"T.

Tamé johtuu yksinkertaisesti siitd, ettd C':n sarakkeet ovat ortonormaaleja, siis

C = {_aﬁ g ], missi a? + 32 = 1. Lukija todetkoon laskemalla, etti tilld ehdolla
todella
CTC = Inyo.

O

ARVIOINTI 5.4.8. Olemme kehittdneet menetelméin origokeskisen ellipsin ja hy-
perbelin kiertdmiseksi symmetria- eli pddakselikoordinaatistoonsa. Téamé oli kak-
siulotteinen ongelma. Samoja ideoita voi soveltaa kolmi- tai useampiulotteisena
versiona esimerkiksi toisen asteen pintojen tutkimiseen avaruudessa R? ja paljoon
muuhunkin. Kootkaamme oleelliset havainnot:

e Piidyimme diagonalisoimaan symmetristid matriisia A = AT,

e Kiytimme sisidtuloa ensimméisen kerran johdantoluvun jélkeen.

e Kannanvaihtomatriisin C' sarakkeet, siis symmetrisen matriisin A ominais-
vektorit ovat sisdtulon mielessé kohtisuorassa toisiaan vastaan ja ykkodsen
pituisia.

e Kannanvaihtomatriisin C' sarakkeiden ortonormaalius merkitsee, etti C~1 =
CcT.

Nailla ominaisuuksilla on tédrked geometrinen merkitys. Palaamme symmetrisen
matriisin diagonalisointiin seuraavissa luvuissa.
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6. Sisituloavaruudet

Edellisen luvun lopussa kiytimme tavallisen tason R? vektoreiden sisdtuloa.
Standardisisétulo on mééritelty koordinaattien avulla, eikéd sité siis ole olemassa
yleisessi vektoriavaruudessa. Standardisisédtulon tirkeimmét ominaisuudet voi kui-
tenkin listata aksioomiksi samaan tapaan kuin tason vektoreiden ominaisuudet
koottiin vektoriavaruuden méiritelméksi. Nédin saadaan abstraktin sisétuloavaruu-
den kisite.

6.1. Sisitulo.

MAARITELMA 6.1.1. (Reaalinen) sisituloavaruus on vektoriavaruus V' varus-
tettuna yhteenlaskun ja luvulla kertomisen lisiksi kolmannella laskutoimituksella,
siscdtulolla

(]):VxV =R,

jos silld on seuraavat ominaisuudet: Kaikilla u,v,w €V ja A € R
(ML-2)  (u + v|w) = (u|w) + (v]w)
(ML-1)  (Aujv) = A(u|v)

(sym)  (ufp) = (v|u)

(pos)  (ulu) >0

(DEF) u=0 <= (ulu) =0.

Siséitulo on siis bilineaarikuvaus, joka lisiiksi on symmetrinen ja positiividefiniitti.
Huomaa, ettd symmetria (SYM) on determinanttien yhteydessd kisittelméllimme
alternoivuudelle (ALT) tavallaan vastakkainen ominaisuus.

ESIMERKKEJA 6.1.2. a) Standardisisitulo avaruudessa R"
n
(zly) =z -y= Z%‘yj
j=1

on tunnetusti esimerkki sisdtulosta. Ominaisuudet on mainittu jo johdantoluvussa.
Standardisisétulolla on liheinen yhteys matriiseihin. Matriisien kertolaskuhan m#é-
ritelldéin kertomalla vasemman matriisin rivit oikeanpuoleisen sarakkeilla juuri stan-
dardisisdtulon mielessé. Vektoreiden x ja y standardisisédtulon voi myos — sulkeita

vaille — ilmaista matriisitulona, kun vektorit on annettu standardikannassa, siis
jos
T Y1
T2 | | Y2 .
x=1| .| jay=1| .|, nin
Ln Yn
Y1

n Yo
[<x|y)] = szyj = [xlaan"'7$n] . :xTy: yTx‘
7j=1
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b) Kantaan E liittyvd standardisisitulo #érellisulotteisessa avaruudessa V' méiri-

telldéin samalla tavalla: Olkoon E = (vy,...,v,) jokin kanta avaruudessa V. Jos
L1 Y1
T2 : Y2 .
r=| . ja y=1 . , niin
Ind g YndE

(zly)E = Z LjYj-
j=1

c) Olkoon V = C([0,1],R) = {f : [0,1] — R| f on jatkuva.} Siséituloksi asetamme:

(floe = / F()g(t) dt

d) Olkoon V = RM™ = {2 = (z1,29,23,...)|Ing siten, ettéi z, = 0Vn > ng.}
Sisdtuloksi asetamme direllisen summan:

w‘y szyz

Lukija todistakoon tarkastamalla kaikkien ehtojen pitevyyden, ettd ndmé todella
ovat sisdtuloja. Keinotekoisesti voi heti kehittdd muitakin esimerkkejé, mutta edelld
luettelemamme ovat perusesimerkit sissituloista.??

Varmistettuamme, ettd muitakin sisétuloja kuin tavallinen pistetulo on olemassa
saamme aiheen tarkastaa, mitkd tavallisen pistetulon ominaisuudet seuraavat ak-
sioomista eli ovat voimassa jokaiselle siséitulolle. Padsemme alkuun heti:

LAUSE 6.1.3. Sisdtuloavaruudessa V- on voimassa kaikille vektoreille ja luvuille:

1° (0lv) = (v]0) =0

° (up +w) = (ufv) + (u|w)
3° (u])\v) = Aulv)
(

o k n
4 Zz 1 Aiti | Z] 1 HGV5) =i Zj:l Aiprg (wilvy).
Tobistus. Helppoja [

Standardisisédtulon tédrkein ominaisuus on, ettd sen avulla voi laskea vektorei-
den pituuksia, pisteiden etéisyyksié ja vektoreiden vilisid kulmia. Mielivaltaisessa
siséituloavaruudessa V' ndmé kisitteet mésritellddn sisdtulon avulla:

6.2. Normi, etidisyys ja kulma.
Seuraavassa V on sisdtuloavaruus.

59Muitakin térkeits sisétuloja on kylld olemassa, mutta niité ei késitelld cl-opinnoissa.
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MAARITELMA 6.2.1. Vektorin v € V' normi eli pituus on luku

[o]] = v/ (v]v).

Nollasta eroavien vektoreiden u ja v vélinen kulma on luku

()

a(u,v) = arccos :
’ [o][][ul]

Maaritelmé on jiarkeva siind mielessé, ettd vektorin pituus voidaan aina laskea
— onhan neligjuuren alla ei-negatiivinen luku. Pituus on positiivinen, paitsi nol-
lavektorilla nolla. Kulman méiritelméikin on mielekis, silli seuraavan lauseen —
CAUCHYN, SCHWARZIN ja BUNJAKOVSKIN®Y epiiyhtilon — mukaan luku % on
tosiaankin -1:n ja 1:n vilissé, joten arcus kosini siitd on olemassa. Standardisisétu-

lolla varustetussa tasossa R? miiritelmé antaa tavallisen pituus- ja kulmakisitteen.

LAUSE 6.2.2. (CAUCHYN, SCHWARZIN JA BUNJAKOVSKIN EPAYHTALO). Kaikille
vektoreille u, v € V sisdtulo on itseisarvoltaan pienempi tai sama kuin normien

tulo:
[(ulv)] < [Jull|v]|.

TobisTtus. Lause pétee tietysti ainakin silloin, kun toinen vektoreista on nolla.
Voimme siis olettaa, ettd molemmat eroavat nollasta. Olkoon

N
= Z.
0]
Téta lukua A ei helpolla muista, mutta sen keksii uudelleen etsimilld u:n kéirjen
kautta v:n suuntaan kulkevalta suoralta sen pisteen u + Av, joka on ldhimpén&
origoa normin mielessd. Totesimme juuri, ettd jokaisen vektorin siséitulo itsensé
kanssa on ei-negatiivinen. Erityisesti siis

0 < (u+ Mlu+ ) = (ulu) + 2\ (ulv) + A% (v|v)

ulv 2 u|v
=l + S ol - 25 )
_ 2 (ulv)?
= ul? - G-

O

CSB:n epéyhtiilo on geometrian peruslihtokohta, koska se merkitsee, ettéd kulmia
on olemassa. On syytid vield tarkastaa erikseen #éritilanteet: Milloin (u|v) on 0,
milloin suurin mahdollinen, siis ||u||||v||, milloin pienin mahdollinen, siis -||u||||v]|.
Tee se!®!

Vektorin normia sanottiin edelld myos sen pituudeksi. Voi myos ajatella, ettd
vektorin normi on sen kirjen etiisyys origosta. Tavallisesta tason pistetulosta
saamme idean mitata sisdtuloavaruuden pisteiden etdisyytté niiden vilisen vekto-
rin pituudella:

60 Augustin Louis Cauchy (1789-1857), ranskalainen modernin analyysin isd, Karl Herman
Schwarz (1843-1921) saksalainen funktioteoreetikko, Viktor Jakovlevits Bunjakovski (1804-1889),
ukrainalainen mekaniikan ja matematiikan professori, yhtélon (1859) varsinainen keksiji.

610gviittaa tuloksesta antaa V = R2 tavallisella pistetulolla varustettuna.
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6.2.3. MAARITELMA. Vektoreiden u ja v € V vilinen etdisyys on

d(u,v) = [lu —v].

Kun osaamme mitata pisteiden vilisid etéisyyksid, voimme yrittdd harrastaa
geometriaa sisdtuloavaruudessa V. Voimme maééritelld esimerkiksi pallonpinnan
niiden pisteiden joukoksi, jotka ovat samalla etdisyydelld annetusta pisteestd ja
kahden pisteen vilisen janan keskinormaalitason niiden pisteiden joukoksi, jotka
ovat yhtd kaukana kummastakin.6?

Niin saadaankin geometriaa, joka monessa suhteessa muistuttaa kaksiulottei-
sesta avaruudesta tuntemaamme. Kuvailemme seuraavassa ensisijaisesti juuri tél-
laisia tuttuja asioita, mutta moniulotteisessa sisdtuloavaruudessa saattaa kylld
esiintyi sellaisiakin ilmioitd, joihin emme ole tottuneet tasossa.®® Seuraava lause
sanoo, etti midrittelemillimme etiisyyskisitteellsd on etiisyyden®* oikeat ominai-
suudet:

LAUSE 6.2.4. (METRIIKAN OMINAISUUDET). Kaikille u,v € V pdtee
(koL) d(u,w) < d(u,v) + d(v,w)
(sYM) d(u,v) = d(v,u)

Tobistus. Nelji jalkimmaiistéd ehtoa, symmetria (Etédisyys tddltd sinne on yhté
suuri kuin etdisyys sieltd tédnne.), refleksiivisyys (Etdisyys téiltd tdnne on 0.),
positiivisuus (Etéisyydet eiviit ole negatiivisia.) ja definiittisyys (Etdisyys ta#lté
muualle ei ole nolla.) ovat funktiolle d(u,v) = ||lu — v|| ilmeisii tosiasioita, mutta
samaa ei suinkaan voi sanoa ensimméisestd ominaisuudesta, kolmioepayhtélosté,
joka vaatii, ettd kolmion yksi sivu on lyhempi kuin kahden muun summa. Itse
asiassa kolmioepiyhtild on aika hankala todistettava jo avarudessa R3, ja yksin-
kertaisin tapa lienee jo tuossa klassisessa tapauksessa sama, jota kiytdmme nyt —
vetoaminen CSB-epéyhtéloon.

Aloitamme erikoistapauksella, joka itsessdéinkin on kiinnostava, nimittéin kol-
miolla, jonka kérjet ovat 0, jokin x € V ja jokin x + y.

62Miten méaarittelisit ellipsoidin sisdtuloavaruudessa? Entd paraboloidin?

63Tervetuloa lineaarianalyysin tai kvanttimekaniikan kurssille.

64 Jokaista funktiota d : V x V — R, jolla on nimi ominaisuudet, sanotaan metriikaksi eli
etdisyysfunktioksi. On olemassa monenlaisia muitakin metriikoita eli etiisyyskisitteitd kuin sisé-
tulosta normin kautta saatavat euklidiset metriikat, esimerkiksi etéisyys paikasta toiseen pitkin
maapallon pintaa.
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Xty

X

Viite
[+ yll < [zl + llyl
merkitsee samaa kuin
lz +yl? < (]l + NIyl
eli |zl + Iyl +2(zly) < l=]* + [lyl* + 2]z [lly]
eli  (zly) < [l=]l[yll
joka on CSB-epéyhtilon nojalla tosi.
Yleinen etiisyyksien kolmioepiyhtild saadaan nyt heti: Olkoot u,v ja w € V.

78
’/VQLL

Juuri todistamamme epdyhtélon nojalla
lu = wl| < flu— o[ + [Jo —wl,
silld (u—w) =(u—-v)+(v—w). O

LAUSE 6.2.5. (NORMIN OMINAISUUDET). Sisdtuloavaruuden normilla on omi-
naisuudet® :

(POS) ||ul| > 0 kaikilla u € V,
(DEF) |jul]] =0 <= u=0,

(P-HOM) |[|Aul|| = |\|||u|| kaikille N € R jau €V,
(KoL) [Ju+v|| < ||ul| + ||v]| kaikille u,v € V,

TobisTus. Harjoitustehtdava. [

65Nim4 ominaisuudet voi ottaa abstraktin normin miésritteleviksi aksioomiksi. Abstraktilla
normilla varustettua vektoriavaruutta sanotaan normiavaruudeksi. On olemassa paljon muitakin
normiavaruuksia kuin sisituloavaruudet. Esimerkin muusta normiavaruudesta tarjoaa R? varus-
tettuna normilla ||(z,y)|l1 = |z| + |y|. Normiavaruuksia késitelldén lineaarianalyysin kurssilla.
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6.3. Ortogonaalisuus.

MAARITELMA 6.3.1. Sisédtuloavaruuden V' vektorit u ja v ovat ortogonaalisia eli
kohtisuorassa toisiaan vastaan, jos (u|v) = 0. Ortogonaalisuutta merkitdin v L v.

Etdisyyksid mittaavan geometrian perusldhtokohta on suorakulmaista kolmiota
koskeva Pythagoraan lause. Se pitee jokaisessa siséituloavaruudessal

LAUSE 6.3.2. (PYTHAGORAS). Sisdtuloavaruuden vektoreille u,v € V' on voi-
massa

ulv = Ju+ol* = [lul*+ o]

[ull u
TODISTUS.
Ju+v]1* = (u+vfu+v) = [|ull® + [Jo]|* + 2(ulv),
joten
[+ ]]? = [lul® + [[v]|* <= (ulv) = 0.
O

MAARITELMA 6.3.3. Sisédtuloavaruuden V osajoukko S on ortogonaalinen joukko,
jos sen jokainen vektoripari on ortogonaalinen ts.

(ulv) = 0 kaikille u,v € S, joille u # v.
Joukko S on ortonormaali, jos se on ortogonaalinen ja lisdksi

|u|| =1 kaikille u € S.

LAUSE 6.3.4. Olkoon S ortogonaalinen joukko sisdituloavaruudessa V' ja 0 ¢ S.
Télloin S on LI. Erityisesti ortonormaali joukko on aina LI.

TobisTus (HUOMATTAVA TEKNIIKKA!). Olkoon S ortogonaalinen ja vy, ..., v €
S sekd A\1,...\r € R siten, ettd

Av1 4 -+ Ao = 0.
Kerrotaan yhtélo puolittain vektorilla v; sisdtulon mielessé ja saadaan
(Arvr + -+ Agog [v1) = (0fvr) =0, eli
)\1 (01|U1) +>\2 (U2|U1) +---+ )\k (Uk|U1) = 0,
S—— —— S~——
0 0 0

josta nékyy, ettd Ay = 0. Vastaavasti todetaan muidenkin kertoimien olevan nol-
lia. [
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6.4. Ortonormaali kanta.

MAARITELMA 6.4.1. Siséituloavaruuden V osajoukko S on V:n ortonormaali
kanta, jos S on seki ortonormaali joukko ettd V:n kanta.

ESIMERKKI 6.4.2. Avaruuden R” standardikanta on ortonormaali standardisisé-
tulon suhteen. Itse asiassa mink# tahansa kannan kantavektorit ovat ortonormaalit
kannan itsensd médritteleméssa sisdtulossa. (Vrt esimerkki 6.1.2. b)) Tité asiaa
voi ajatella niin, etté ei ole olemassa vinokulmaisia koordinaatteja vaan ainoastaan
kantaan sopimattomia sisdtuloja%.

Ortonormaalissa kannassa vektorin koordinaatit on helppo laskea ”projisoimalla
vektori kantavektorille” tavallisesta tasogeometriasta tuttuun tapaan.

LAUSE 6.4.3. Olkoon V ddrellisulotteinen sisituloavaruus, (e1,esa,...,e,) sen
ortonormaali kanta ja v € V. Talloin esityksen

U= Aer + Xoea + -+ A\yep
kertoimet — siis vektorin u koordinaatit — saadaan kaavoista

(%) A1 = (uler), A2 = (ulea), ..., \n = (uley).

Jos kannasta oletetaan ainoastaan ortogonaalisuus, mutta kantavektoreiden pi-
tuuksista ei oleteta mitddn, niin pdtee kuitenkin

2 (e

 leal®

() AL = (

TobisTus. Riittdéd todistaa véite (xx). Tamé tehddéin yksinkertaisesti laske-
malla sisdtulot. Esimerkiksi ensimméinen saadaan niin

(U|61) = ()\161+)\2€2+' : '+/\n€n|61) =\ (€1|€1) + s (62|61) 4+ A, <€n|61) = )\,
~—— S~—— ——

llel 0 0

ja muut vastaavalla tavalla. [J

Ortonormaalissa kannassa annettujen vektoreiden sisdtulo ja normi lasketaan
samanlaisella kaavalla kuin standardisisdtulo. Tamé& on seuraavien lauseiden sisélto:

66 Tunnetusti ei ole olemassa huonoa sditikiin, vaan ainoastaan epitarkoituksenmukaista
vaatetusta.
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LAUSE 6.4.4. Olkoon V ddrellisulotteinen sisituloavaruus, (e1,esa,...,e,) sen
ortonormaali kanta ja u = Z?:l Ai€i ja v = Z?:l wie;. Tdlloin on voimassa PAR-
SEVALINS” yhtlo:

n

(ulv) =Y (ulex)(vler),

k=1

eli  (ulv) = Z)\k,uk

3

Adrellisulotteisessa avaruudessa sisdtulo on siis ortonormaaliin kantaan liittyvd

"pistetulo”. (Vrt. 6.1.2.b ja 6.5.4.)

TODISTUS.

(ulv) = Z)\ e; ‘ Z,ukek
= Z)\i(ei | Zukek)
i=1 k=1

=3\ Z,Uk ez\ek
=1

- 0, kun z;ék

n
Z)\kul ek|€k |
h—1 N——
1

SEURAUS 6.4.5. FEdellisen lauseen oletuksin on

n

[l = 3 (ulex)? ZA?

k=1

6.5. Gramin—Schmidtin ortogonalisointimenetelm4.

MAARITELMA 6.5.1. Olkoon V sisétuloavaruus, v € V, u € V ja v # 0. Vektori

on vektorin u ortogonaalinen projektio vektorille v.

67MARC-ANTOINE PARSEVAL DES CHENES (1755-1836), ranskalainen matemaatikko ja Napo-
leonin vastainen runoilija.
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u
u -Prv(u i
g T (v
v Pr,, (u) oV
: ) At
ﬁU|V)—||u|| cos a
VI
Erityisesti, jos ||v|| = 1, niin Pr,(u) = (u|v)v

HuomAuTUSs 6.5.2. Kaikilla u,v, jhoilla v # 0, on
u— Pry(u) L v,

toisin sanoen

(u,v) = (Pry(u),v).

TobIsTUs.
(u— Pry(u)v) = (ulv) = (Pry(u)v)
(ulv)
= (ulv) = (- vlv)
0]
(uv)
= (ulv) BIE (v]v)
= (ulv) — (ulv)
= 0.
O
LAUSE 6.5.3. Olkoot sisituloavaruuden V wvektorit wy,us, ..., u, lineaarisesti
riippumattomia. Tdlloin on olemassa ortogonaaliset vektorit vy,vs,...,v, € V
siten, ettd
<V, V2, ..., U >=< U1,Us,...,ur > kaikilla k=1,2,...,n.

Vektorit vy, saadaan esimerkiksi GRAMIN-SCHMIDTIN®® ortogonalisointikaavoista:

U1 = U1
k

Vk+1 = Uk+1 —ZPTW (up+1); k=1,2,...,n—1.
i=1

68 JORGEN GRAM (1850-1916), tanskalainen vakuutusmatemaatikko — Ortogonalisointimene-
telmén keksiji lienee kuitenkin Cauchy. Saksalainen /smc Erhard Schmidt (1856-1959) yleisti
menetelmén ddretonulotteiseen avaruuteen.
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@
N

fre,- Prfl(ez)

Y______=

R Z

Pr (e )_ (62|f1)
lIf 12 Pre (€3) + Pry (e5)

Tobistus. Kuten itse ortogonalisointi etenee todistuskin induktioperiaatteella.
Todistamme, etté kaikilla k € {1,...,n — 1} pitee vy L v, jokaisella £ < k, ettd
v # 0 ja

< V1,V2,...,0 >C< UL,UQ,...,UL > .

Tapaus k£ = 1 on kunnossa. Induktio-oletus sanokoon, etti viitteet patevit luvulle
k. Osoitamme, ettd ne pétevit luvulle k + 1.

Koska Pry, (ugt+1) €< v; > ja v; €< up,...,ur >, niin Pry, (ug41) €<
Up, ..., UL > ja siis
k
Vk+1 = Uk+1 — ZPTW (Ukt1) ES UL, ..oy Upr1 > -
i=1

Koska alkuperéiset vektorit u; ovat lineaarisesti riippumattomia, ei uj4q ole
muiden lineaarikombinaatio, vaan uxi1 €< uq,...,ur >, erityisesti ugy1 €<
V1, ..., Uk >, ja siis v # 0.

Olkoon ¢ < k. Todistetaan, ettd vgy1 L vy.

k

(vkt1lve) = (Vg1 = > Pro, (urs1) | ve)
=1

K
= (vks1 | ve) = > (Pro, (ugg1) | ve).
=1

induktio-oletuksen mukaan v; L vy, ja siis ( Pry, (ug41) | Ug) = 0, kun ¢ # /,
joten summaan jii vain indeksid ¢ vastaava termi ja (vgyi|ve) = (vk+1 ‘ vg) —
(PTUZ(U/k_i_]_) } vg). Tamé on edellisen huomautuksen 6.5.2 nojalla nolla. [

SEURAUS 6.5.4. Jokaisella ddrellisulotteisella sisdtuloavaruudella on ortonor-
maali kanta.

TobisTus. Ortogonalisoimalla jokin kanta saadaan ortogonaalinen kanta. Ja-
kamalla kukin kantavektori normillaan saadaan ortonormaali kanta. [J

6.6. Isometriset lineaarikuvaukset eli ortogonaalikuvaukset.
MAARITELMA 6.6.1. Lineaarikuvaus L : V' — V on isometrinen, jos se siilyttid

etdisyydet, eli jos kaikilla u € V on

[ Ll = Jlull.
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isometrinen lineaarikuvaus L on tietysti injektio. Jos V on &érellisulotteinen,
niin L : V — V siis on myos bijektio ja tietysti tilloin myss L~! on isometrinen
lineaarikuvaus. Tilloin L on isometrinen lineaari-isomorfisms.5%

Isometrinen lineaarikuvaus on yhteneviisyyskuvaus geometrian mielessé, sdilyt-
tadhin se kaikkien kuvioiden koon ja siis myos muodon. Muodon séidilymisesté tér-
kein esimerkki on kulman séilyminen: Vektoreiden Lx ja Ly vilinen kulma on sama
kuin vektoreiden x ja y vilinen, koska kolmion sivujen pituudet méaérasvit koko kol-
mion, erityisesti sen kulmat. Itse asiassa isometrinen lineaarikuvaus sdilyttdd myos
vektoreiden viliset sisédtulot. Erityisesti suorat kulmat séilyviit ja isomorfismissa or-
tonormaali kanta kuvautuu ortonormaaliksi kannaksi. Toisaalta on helppo arvata,
etté jokainen lineaarikuvaus, joka néin séilyttédéd ortonormaaliuden, on isometrinen.
Siksi lineaarista isometrista isomorfismia yleensé sanotaan ortogonaalikuvaukseksi.
Kokoamme #érellisulotteisen sisédtuloavaruuden ortogonaalikuvauksen ominaisuuk-
sia seuraavaksi luetteloksi:

6

&
Tason kierto on lineaarinen

yhtenevaisyyskuvaus, siis isometria

LAUSE 6.6.2. Olkoon L lineaarikuvaus ddrellisulotteiselta sisdtuloavaruudelta V
itselleen. Seuraavat ehdot ovat yhtdpitivid keskenddn ja sen kanssa, ettd L on
isometrinen lineaarikuvaus eli ortogonaalikuvaus:
(1) N Lul| = lull  VYueV

(2) d(Lu, Lv) = d(u,v). Yu,v eV

(3)  (Lu|Lv) = (ulv). Yu,v eV

(4) Jollakin/jokaisella ortonormaalilla kannalla E = (ey,...,e,) myds E' =

(Ley, ..., Ley,) on ortonormaali kanta.

(5) Jollakin/jokaisella ortonormaalilla kannalla matriisin C = Mat(L; E) sa-
rakkeet ovat keskenddn ortonormaaleita, toisin sanoen CTC = I, xp.

(6) Jollakin/jokaisella ortonormaalilla kannalla matriisin C = Mat(L; E) rivit
ovat keskenddn ortonormaaleita, toisin sanoen CCT = I, xp.

TODISTUS.

69Yleisemminkin sisituloavaruuksien vilistd lineaarista bijektiota L : V — W, joka siilyt-
tad pituudet, sanotaan sisidtuloavaruuksien viliseksi isomorfismiksi. Kun tillainen on olemassa,
avaruudet V' ja W ovat sisdtuloavaruuksina isomorfiset ja ne voi samaistaa.
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1) <= 2)” Ilmeinen tosiasia, onhan d(Lu, Lv) = ||L(u — v)||.

1) <= 3)” Normi on mééritelty sisétulon avulla: ||u|| = v/ (u|u), joten sisdtulon
sdilyminen takaa tietysti normin sdilymisen. Toinen suunta perustuu siihen, etti
myos sisédtulon voi lausua normin avulla:

(u+vlu+v) = (ulu) +2(ulv) + (v]v),
—_—— =~~~ ——

[[utvll? [[wll? llv]1?

joten
2 1112 — ([o]]2
o) < L 0l = Ll = o
2
Jos siis Vu € Vi || Lul| = |Jul|, niin myds Yu,v € V :
L 2 L 2 L 2 2 2 2
Ll < W O = VLl = Lol _ Juct ol =l = ol _
2 2

3) = 4)” Olkoon E = (ey,...,e,) ortonormaali kanta, ts. (e;le;) =1, kuni =j
ja 0 muuten. Jos L siilyttéd sisétulot, niin (Le;|Lej) = (eile;) = 1, kuni = j ja
0 muuten, eli E' = (Ley, ..., Le,) on ortonormaali kanta.
4) <= 5)” Olkoon E = (ey,...,e,) ortonormaali kanta ja C = Mat(L; E).
Matriisin C' sarakkeet ovat vektorit Leq,..., Le,. Niiden keskiniiset sisétulot

ovat toisaalta juuri matriisin C7'C' alkiot:

(CTC)ij = (Leil Ley).

Toisaalta vektorit (Ley, ..., Le,) ovat ortonormaalit tdsmélleen silloin, kun
1, kuni =3
Le' Le i) = = I s
( l‘ J) { 0, kun i 7&] ( an)zg

5) <= 6)” C on neliomatriisi. Jos CTC = I,,xp, tai CCT = I,,»,, niin C on
vilttamitta kasntyvi (Lause 3.1.6) ja CT ja C ovat toistensa kiinteismatriisit.
4) = 1)” On vield néytettivi, ettd kannan ortonormaalisuuden s#ilyttavé li-
neaarikuvaus on isometrinen. TA4m# seuraa suoraan lauseesta (6.4.4), jonka mu-
kaan miks tahansa sisdtulo on ortonormaaliin kantaansa liittyvi sisdtulo, ja sil-
loin normi lasketaan kuten standardiavaruudessa R™. Jos siis on olemassa orto-
normaali kanta F = (eq,...,e,), jollamyos E’ = (Ley, ..., Le,) on ortonormaali

.o . n . t e
kanta, niin vektorin x =} 7, Aje; kuvan normin nelié on

ILal® = LY Ne)I? = 1) NLegl? =) AT =l
j=1 j=1 j=1
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MAARITELMA 6.6.3. Neliomatriisi C' on ortogonaalinen, jos C' on kddntyvi ja

c~t=cT.

Lause 6.6.2 sanoo, etté lineaarikuvaus #érellisulotteiselta sisdtuloavaruudelta it-
selleen on isometrinen isomorfismi tasan silloin, kun sen matriisi Cy, x,, = Mat(L; E)
ortonormaalissa kannassa E on ortogonaalinen.

Avaruuden R"™ ortogonaalikuvausten joukkoa merkitédin useimmiten symbolilla

O(n).™

6.7. Symmetrisen lineaarikuvauksen diagonalisointi.

Lineaarikuvausta, jonka matriisi ortonormaalissa kannassa on symmetrinen, sa-
notaan symmetriseksi lineaarikuvaukseksi. Ominaisarvoista puhuessamme huoma-
simme, ettd symmetrisen 2 X 2—matriisin voi diagonalisoida — vieldpé ortogonaali-
sella kannanvaihdolla — ja ettd tdmén avulla pystyttiin loytémééan kartioleikkauk-
sen piddakselikoordinaatisto. Toisen asteen pintojen ja niiden korkeampiulotteisten
vastineiden tutkiminen samalla tavalla on mahdollista, mik&li onnistumme diago-
nalisoimaan minki tahansa symmetrisen matriisin ortogonaalisesti.

MAARITELMA 6.7.1. Sisdtuloavaruudessa V maéiritelty lineaarikuvaus L : V —
V on symmetrinen™, jos

(Lulv) = (u|Lv) kaikille u ja v € V.

LAUSE 6.7.2. Olkoon V sisdtuloavaruus, E = (e1, e, ..., e,) sen ortonormaali
kanta ja L : 'V — V lineaarikuvaus. Tdlloin L on symmetrinen, jos ja vain jos
vastaava matriisi A = Mat(L; E) on symmetrinen eli A = AT,

TobIisTus. Lineaarikuvauksen L matriisin alkiot ovat kantavektoreiden kuvien
Le; koordinaatit, siséituloavaruudessa siis luvut a;; = (e;|Le;). Jos L on symmetri-
nen, on siis a;; = (e;|Lej) = (Le;le;) = (ej|Le;) = aj;, matriisi A on symmetrinen.

70K oska ortogonaalikuvausten yhdistetty kuvaus ja kisnteiskuvauskin ovat ortogonaalikuvauk-
sia, on kuvausten yhdistdminen laskutoimitus joukossa O(n), ja ne tekeviit siitd ns. ortogonaali-
ryhmén. Ryhmii késitelldsn algebran kurssilla.

"1Kompleksisten sisdtulojen teoriassa esiintyy samassa roolissa lihisukuinen kisite. Kuvaus
on hermiittinen, jos (Lu|v) = (u|Lv) :n liittoluku kaikille u ja v € V..
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Jos taas oletetaan matriisin symmetria, niin voidaan laskea kannassa F
n n
(Lulv) = (L E uie; ‘ g vje;)
i=1 j=1
n n
=Y uiy vi(Leile;)
i=1  j=1
n n
= E U; E Ujaij
i=1  j=1
n n
= E (7 E Ujaji
i=1  j=1
n n
= v > ui(Lejle:)
j=1  i=1

= (Lv|u).

OJ

Juuri todistetun lauseen merkitys on seuraava: Matriisin symmetria ortonormaa-
lissa kannassa on vastaavan lineaarikuvauksen ominaisuus, joka liittyy sisdtuloon.
Lauseesta 6.7.2. seuraa, ettd sisdtuloavaruudessa V' lineaarikuvauksen L : V — V
matriisi on joko symmetrinen jokaisessa ortonormaalikannassa tai ei yhdessdkiin
sen mukaan, onko itse L symmetrinen lineaarikuvaus. Tadmé& merkitsee, ettd mat-
riisin symmetria siilyy vaihdettaessa ortonormaalista kannasta toiseen, ts.

LAUSE 6.7.3. CTAC on symmetrinen, jos A on symmetrinen ja C' on ortogo-
naalinen.

Koska kaikki diagonaalimatriisit ovat symmetrisié, on nyt selviid, ettd ortogo-
naalinen kannanvaihto ei voi tehdd diagonaalimatriisista muuta kuin symmetrisen.
Tamé merkitsee, ettd ainoastaan symmetrisen matriisin voi mahdollisesti diagonali-
soida ortogonaalimatriisilla C'. Ortonormaalissa kannassa diagonaalinen matriisi on
toisaalta geometrisesti erittidin selked objekti — samanlainen kuin diagonaalimat-
riisi standardikannssa. Siksi on kiinnostavaa, etti kaikki symmetriset matriisit
ovat titd tyyppid, siis ortogonaalisella matriisilla diagonalisoituvia.

LAUSE 6.7.4. (SPEKTRAALILAUSE) Olkoon V ddrellisulotteinen sisdtuloavaruus
ja L :V —V symmetrinen lineaarikuvaus. Tdlloin L:n ominaisvektoreista voidaan
muodostaa V :n ortonormaali kanta E.

Tobistus. Todistus edellyttdasd kompleksilukujen kiyttod ja esitetésin siksi vasta
luvussa 7. U

SEURAUS 6.7.5. Symmetrinen matriisi on diagonalisoituva ja ominaiskanta voi-
daan valita ortonormaaliksi.
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SEURAUS 6.7.6. Symmetrisen lineaarikuvauksen eri ominaisarvothin littyvdt
ominaisvektorit ovat kohtisuorassa toistaan vastaan.

TobpisTus. Tamé seuraa tietysti suoraan spektraalilauseesta, mutta esitédmme
myos suoran todistuksen. Itse asiassa tédtd tietoa nimittédin tarvitaan spektraalilau-
seen todistuksessa.

Jos Lu = Au ja Lv = pv, ja toinen kerroin — vaikkapa p — eroaa nollasta, niin

(Aulpv) = Apu(ulv)
(ulL(Lv)) = (u|L(pw)) = (ulppv) = p?(ulv).

Niin ollen %(u|v) = (u|v), joten (ulv) = 0, koska % #1. O

(Lu|Lv) = {

6.8 Nelibmuoto.

Olemme selvittineet luvussa 5, etté kaksiulotteisessa avaruudessa symmetri-
set matriisit kelpasivat kartioleikkausten tunnistamiseen. Yleistdmme tilanteen
n—ulotteiseksi: Olkoon V sisdtuloavaruus, n = dimV ja F = (e1,ea,...,¢e,) ava-
ruuden V ortonormaali kanta.

MAARITELMA 6.8.1. Symmetriseen” lineaarikuvaukseen L : V — V liittyvd
neliomuoto eli kvadraattinen muoto on kuvaus @ : V — R;

Q) = (Lalo).

Neliomuoto @ on helppo laskea kannassa:

LAUSE 6.8.2. Olkoot L ja @ kuten edelld ja A = (a;j) = Mat(L; E). Talloin

(%) Qx) = Z Zaijxixj kaikille x = Zwiei eV.
i=1 j=1 i=1
Tobistus. Harjoitustehtavd [

MAARITELMA 6.8.3. Jos on annettu symmetrinen matriisi A = A, x, = (aij),
niin edellisen lauseen lauseke (x) méérittelee sitd kannassa E vastaavaan lineaari-
kuvaukseen liittyvin neliomuodon, jota sanotaan matriisiin A, x, liittyviksi nelid-
muodoksi ) : R" — R;

Q(l‘) = Z Zaijmimj kaikille x = (Ilfl, Loy ... 7xn) € R".
i=1 j=1

Matriisisulkeita vaille tdmé& on sama kuin matriisitulo
X1
T . L2
=z Axr, missix=| . | € R™

Tn

72Mssritelms voidaan asetaa, vaikka L ei olisi symmetrinen. Tésté ei kuitenkaan olisi juuri
etua.
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M ... O
Diagonaalimatriisiin | @ .~ 1 | liittyvda neliomuotoa

0 ... A

Q(z) = z”: Ai;
=1

sanotaan diagonaaliseksi neliomuodoksi.

LAUSE 6.8.4. Olkoon matriisi Ay, x, symmetrinen ja matriisi Cy,«,, ortogonaa-
linen siten, etti C~*AC = D = diagonaalimatriisi

A 0 ..o 0
0 X ... O
0 0 ... A\
I
T2
ts. D:n ldvistdjilld on A:n ominaisarvot. Olkoon © = . € R"™ ja olkoon
In
Y1
Y2
y=| . | =C ta. Tdlloin
Yn
T Az = yTDy = Z AeYs.
k=1
TobIsTus.

el Az = 2TCC'ACC™ 2 = (C'2)T D(C™'2) = yDy™.
OJ
Edellinen lause merkitsee, ettd neliomuoto diagonalisoituu toivotulla tavalla:

MAARITELMA 6.8.5. Nelibmuoto

Qx) =) Y aimiz;
i=1 j=1
on

e positiivisesti definiitti, jos Q(x) > 0 kaikilla z € R™ \ {0},

o negativisesti defingitti, jos Q(x) < 0 kaikilla z € R™ \ {0},

o positivisesti semidefiniitti, jos Q(x) > 0 kaikilla x € R™ ja Q(z) = 0 jollakin
x # 0,

o negatiivisesti semidefiniitti, jos Q(x) < 0 kaikilla z € R™ ja Q(z) = 0
jollakin = # 0,

e indefiniitti, jos on olemassa x € R”™ siten, ettd Q(z) > 0 ja y € R™ siten,
ettd Q(y) < 0.
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LAUSE 6.8.6. Olkoon Q(z) neliomuoto ja A vastaava symmetrinen matriisi.
Télloin

e Q(x) on posititvisesti definiitli jos ja vain jos A:n kaikki ominaisarvot ovat
positiivisia.

e Q(x) on negatiivisesti defingitti jos ja vain jos A:n kaikki ominaisarvot ovat
neqgatiivisia.

e Q(x) on posititvisesti semidefiniitti jos ja vain jos A:n kaikki ominaisarvot
ovat ei—negatiivisia ja joku ominaisarvo on nolla.

e Q(x) on negatitvisesti semidefiniitti jos ja vain jos A:n kaikki ominaisarvot
ovat ei—positiivisia ja joku ominaisarvo on nolla.

e Q(x) on indefiniitti jos ja vain jos A:lla on sekd positiivisia etti negatiivisia
0MminaLsarvoja.

TobisTus. Edellisen lauseen mukaan neliomuoto diagonalisoituu séilyttéden omi-
naisarvonsa. Toisaalta diagonaaliselle neliomuodolle lauseen viite on ilmeinen. [J

Neliomuodon tyypin médrddminen lauseen 6.8.5 keinoin edellyttdd ominaisarvo-
jen médradmistd. On kuitenkin olemassa helpompikin keino:

LAUSE 6.8.7. Olkoon Q(z) nelibmuoto, A wvastaava symmetrinen matriisi ja
merkitddan

ail a12 ce a1k
a1 ao9 Ce asi
A, =1 . . ) Ll kE=1,2,....n
Qa1 a2 ce QL
totsin sanoen
a a
Alzall, AQZ 1 12 ,...,An:detA.
az1 Q22

Télloin
e Q(x) on positiivisesti definiitti jos ja vain jos Ax > 0 kaikilla k,
o Q(x) on negatiivisesti definiitti jos ja vain jos (—1)F Ay, > 0 kaikilla k
(tS. A1 <0, A3 > 0,43 <0 ]ne)

PERUSTELU. Sivuutetaan

6.9. Asiriarvotehtivii sisituloavaruudessa. Pienin nelidsumma.

Asrellisulotteisen siséituloavaruuden V geometrialle ominainen piirre on ortonor-
maalin kannan olemassaolo. Kannan avulla on mahdollista ratkaista mm. seuraavat
kaksi toisilleen lihisukuista ddriarvotehtiviii:

TEHTAVA 6.9.1.

Annettuna on aliavaruus H C V ja piste v € V. Tehtévind on loytda aliava-
ruudesta H piste, joka on kaikkein ldhimpéné pistettd v, ts. ratkaista joukossa H
adriarvotehtava

|lv —b|| = min!
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//V
o &Ii h
TEHTAVA 6.9.2.

Annettuna on piste v € V ja lineaarikuvaus A : U — V. Tehtévini on loytaa
avaruudesta U pisteet & € U, joiden kuva on kaikkein lihimpénd pistettd v, ts.
ratkaista joukossa U &d#riarvotehtévi

|Ax — v|| = min!

Tehtéviani on siis ratkaista yhtdlo Az = v likimain, kun tarkkaa ratkaisua ei ole
olemassa. Téllaisen tilanteen eteen voi joutua isomman tehtédvin osana, kun v
on esimerkiksi pyoristys- tai mittausvirheiden vuoksi ajautunut hieman syrjdéan
joukosta A(U), jossa sen oikeastaan pitiisi olla.

o X

U=R 2

Niitd ongelmia sanotaan joskus pienimmén nelissumman (PNS) ongelmiksi, koska
yleensé sisdtuloavaruutena on tavallinen R™, ja minimoitavana on oikeastaan etéi-

syyden nelio
lo = bl* = (vi = bi)*.

Todistamme, ettd molemmilla ongelmilla on ratkaisu ja esitimme keinoja sen 16y-
tamiseksi. Koska direllisulotteinen sisédtuloavaruus on isomorfinen avaruuden R"™
kanssa, oletamme seuraavassa, ettid kaikki avaruudet ovat tédtd tyyppid. Matriisit
samaistamme lineaarikuvauksiin standardikannan avulla.

LAUSE 6.9.3. Tehtivin 6.9.1 tilanteessa olkoon E = (eq,...,en) jokin aliava-
ruuden H ortonormaali kanta. Tdlloin vektor:

(%) b= Z(v|ei)ei.

on tehtdvin 6.9.1 ainoa ratkaisu — sus etsitty lihin piste — ja silld on seuraavat
suorakulmaiselle projektiolle tyypilliset ominaisuudet:

a) (w—0b) LH, ts. w—0b) Lh VheH,

~

b) b on ainoa aliavaruuden H piste, jolla on ominaisuus a)

Tobistus. Tdydennetddn E koko avaruuden ortonormaaliksi kannaksi E =
(€1, s €ms frnt1s -« frmak) lisddméaalld siihen maksimaalinen mééréa LI vektoreita
ja ortonormeeraamalla saatu kanta.
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H:A(U)=<el,ez >

Tassd kannassa lausuttuna on

m
:Z |61 6Z+Z ’fm+l Jmis

=1

-~ -~

fN

b v—>b

joten (v —1b) L H ja |lv—b|? = Zle(v]me)Q. Jos nyt h =Y " h;e; on jokin
toinen H:n vektori, niin

m k
v—h= Z(v — hle;)e; + Z(U’fm—i—i)eb
i=1 i=1

b b
joten
m k k A
lo=R)> = (v = hles)* + > (0 fmei)® > D (0l fmri)® = [0 = b||?
i=1 i=1 i=1
ja

(v=hlb—h) = (v]b) = (v|k) = (h|b)+ (h|h) = (b]b) = (b|h) = (h|b)+ (h|h) = [|b—h|* # 0
Siis b on lghin piste ja ainoa normaalin kantapiste. [J

Edellisestd lauseesta seuraa, ettd tehtévilld 6.9.1 on tasan yksi ratkaisupiste, ja
ettd siis kaavan (x) vektori b— vn ortoprojektio eli komponentti aliavaruudella H
— ei riipu aliavaruuden H ortonormaalin kannan E valinnasta.

Pisteen b l6ytdminen niilld ohjeilla on kuitenkin laskuteknisesti hankalaa, ellei
avaruudessa H ole valmiiksi annettuna ortonormaalia kantaa, silld kannan ortonor-
meeraus on pitkéllinen toimenpide. Tehtéviin 6.9.2 ratkaisun yhteydessid keksimme
elegantimman ratkaisun myos ensimmaéiselle tehtéville.

TARKASTELU 6.9.4. Toisen ongelman voi tietysti periaatteessa ratkaista ensim-
méisen avulla: Etsitédén kuva-avaruudesta A(U) pistettd v ldhin kohta b ja ratkais-
taan sitten esimerkiksi Gaussin ja Jordanin menetelmélld yhtidlo Ax = b . Tote-
simme kuitenkin jo, etté ortonormeeraukseen perustuva lasku on raskas. Onneksi
se voidaan vilttia seuraavalla tavalla: Tehtévind on 16ytad ., jolle

S

(*) At = b, ja
() (v—15) L A(U)
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Koska A(U) on A:n sarakevektoreiden virittdmé avaruus, ehto (x*) merkitsee sité,
ettd v — b on jokaista A:n saraketta eli AT:n rivid vastaan kohtisuorassa, toisin
sanoen

AT (v —b) = 0.

Muistaen ehdon () saamme téstéi
(o) AT (v — A%) =0, eli ATAz = ATw.

Tamén ratkaisemiseksi tarvitaan vain yksi Gaussin—-Jordanin menettely!
LAUSE 6.9.5. Yhtdlin (e) ratkaisut ovat samat kuin tehtivin 6.9.2 ratkaisut.

TobisTus. Olemme juuri pidtelleet, ettd jokainen tehtévin 6.9.2 ratkaisu to-
teuttaa myos yhtélon (e). Toisaalta yhtélosté (e) seuraa yhtdlo (sx), kun muiste-
taan merkintd (). Voimme siis padtelld myos takaperin ja huomata, ettéd alkupe-
rdinen tehtdvi on ratkaistu. [

Huomaamme lopuksi, ettd tehtévin 6.9.2 ratkaisu on yksikésitteinen tdsmélleen
silloin, kun A on injektio, mutta injektiivisyyden testaamiseen ei ole kiiytettivissi
determinanttia ellei A satu olemaan nelivmatriisi. Ei kuitenkaan ole vaikeaa to-
distaa, ettéi A on injektio tasan silloin, kun nelidmatriisi A7 A on kidntyvi, silld
AT (Az) = 0 tasan silloin, kun Ax on kohtisuorassa A:n sarakkeita vastaan, mutta
Az on sarakkeiden lineaarikombinaatio.

Tehtiivi 6.9.1 on tietysti 3erikoistapaus tehtiviista 6.9.2. Pit#s vain valita A:ksi

lineaarikuvaus = +— x, joka upottaa aliavaruuden U = H avaruuteen V. Jos
F = (v1,...,v,) on H:n kanta, niin A:n matriisissa Mat(A; F, E) on sarakkeet
v1,...,U,. Ratkaisu loytyy siis soveltamalla tehtdvin 6.9.2 ratkaisun ideaa tdhin

matriisiin ja yhtilon ATb = AT ratkaisu on etsitty b lausuttuna kannassa F.

ESIMERKKI 6.9.6. Niytdmme miten tilastotieteestd tuttu pienimmén nelivsum-
man suoran eli regressiosuoran l6ytdminen palautuu tehtdvidn 6.9.2.

On annettu lukuparit (z1,91),...,(Zn,yn). Kéytdinnossid ne on yleenséd saatu
mittaamalla jotakin suuretta y parametriarvoilla x;. Haetaan sellaista suoraa

T3Muuta tekstin jirjestysti
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y(x) = Bo + f1(x), joka kulkee y-suunnassa mahdollisimman ldheltd annettuja
datapisteité, tarkemmin sanoen suoraa, jolla nelidosumma

n

Z(ﬁo + iz — yz‘)2

=1

on mahdollisimman pieni. Jos pisteet (z1,y1), ..., (Zn, yn) sattuvat todella olemaan
samalla suoralla, niin nelidGsumma saadaan nollaksi valitsemalla luvut 3y ja 3; siten,
ettd

Bizi =y — Bo Vi,

toisin sanoen A = y, missi on merkitty

1 x Y1
1 x5 Yo
1 =z, Un

Pienimmén neliGsumman suoran loytdminen on selvistikin sama asia kuin yht#lo-
ryhmén
AB =y

likim#éradinen ratkaiseminen tehtdvin 6.9.2 mielessi.
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7. Kompleksista lineaarialgebraa

Tutkiessamme symmetrisen n X n—matriisin ominaisarvo-ongelmaa jouduimme
ratkaisemaan n:nnen asteen algebrallista yhtiloé eli etsiméén polynomin nollakoh-
tia. Nollakohtia on algebran peruslauseen mukaan olemassa kertaluvut huomioi-
den tasan n kappaletta — mutta ne ovat yleensd kompleksilukuja. Témé# antaa
aiheen miettié, voisiko kompleksiluvun tulkita matriisin ominaisarvoksi. Tahén on-
kin useita mahdollisuuksia. Selvin tapa lienee hyviiksyéd kompleksiluvut ”luvuiksi”
koko lineaarialgebrassa alusta asti. Téssé liitteessd kuvaillaan lyhyesti kompleksista
lineaarialgebraa ja todistetaan sen avulla symmetrisen matriisin spektraalilause eli
diagonalisoituminen tavallisessa reaalisessa mielessé.

7.1. Kompleksiset vektoriavaruudet.

Kompleksiluvut muodostavat ns. kunnan, toisin sanoen niilld on samat laskulait
kuin reaaliluvuilla tai rationaaliluvuilla: Yhteen- ja kertolasku ovat vaihdannaisia
ja liitdnnéisié, osittelulait vallitsevat, nolla ja ykkoénen ovat olemassa ja jokaisella
luvulla on vasta- ja kidnteisluku, paitsi ettd 0 ei kdsinny. Namé& ominaisuudet riitté-
vit lineaarialgebran perusteiden ldpiviemiseen. Algebralliselta kannalta olennainen
ero tulee sopivalla hetkelld, kun joudutaan epélineaarisiin yht#loihin.

Voimme jiljentdd tdmén kirjan luvut 1-4 sellaisinaan korvaamalla reaaliluvut
kompleksiluvuilla ja tédlloin kaikki médritelmét ja lauseet todistuksineen siilyvéit
mielekkéiné ja tosina. Koska todistukset siis jo on kirjoitettu, voimme tyytyé kir-
jaamaan joitakin havaintoja:

Kompleksinen vektoriavaruus eli C—vektoriavaruus on joukko V', jossa on yh-
teenlaskun liséiksi toisena laskutoimituksena kompleksiluvulla kertominen

i Cx V=V

ja jossa kaikki vektoriavaruuden aksioomat pétevit. Erityisesti C* on C—vektori-
avaruus. Esimerkkini laskutoimituksista lasketaan vaikkapa luvun 3 — 2i € C ja

vektorin (2 ;I_ Z) € C? tulo:

o (1) (U8 (224)- () ()

Tulos on sievennetty "reaali- ja imaginaariosaksi”. Né&in voi ilmeisesti tehdi ava-
ruudessa C", mutta on syytd panna merkille, etté kompleksisen vektorin jako koor-
dinaattien "reaali- ja imaginaariosiin” riippuu kiiytetystd kannasta eiké siis onnistu
abstraktissa avaruudessa. Lukija vakuuttukoon tisti esimerkiksi korvaamalla C2:n
standardikantavekorit (1,0) ja (0,1) kantavektoreilla (,0) ja (0,17).

C—vektoriavaruudessa voi mééritelld aliavaruuden ja lineaarikombinaation k-
sitteet kuten reaalisessakin, mutta nyt sallitaan tietysti kompleksiluvut kertoimina
ja médritellddn siis esimerkiksi lineaarinen verho asettamalla

<S>=<S>c={Mz1+ -+ My | k€N, )N €C,zj € S}

Lineaarinen riippumattomuus ja riippuvuus mééritelléiin tuttuun tapaan ja saa-
daan dimensiokisite — luonnollisesti kompleksisessa mielessd. On hyvéi kiinnittéa
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huomiota siihen, ettd kompleksilukujen kunta C on yksiulotteinen kompleksinen,
mutta kaksiulotteinen reaalinen vektoriavaruus ja ettéd jokainen C"™ — itse asiassa
jokainen n—ulotteinen kompleksinen vektoriavaruus — on samalla 2n—ulotteinen
reaalinen vektoriavaruus.

7.2. Kompleksiset lineaarikuvaukset ja matriisit.
Kompleksiselta lineaarikuvaukselta vaaditaan tietysti homogeenisuus myos komplek-
sikertoimien suhteen, siis

L(Aw)=Av VAeC,velV.

Kompleksisilla matriiseilla lasketaan kuten reaalisilla. My6s matriisialkiot ovat
kompleksilukuja ja matriisin voi siten jakaa reaali- ja imaginaariosaan, kuten edelld
jaoimme vektorin, siis esimerkiksi

12+2i_12+02i_12+i02
3+3i 4+4i| |3 4 3i 4i| |3 4 3 4|
Niin saatava lineaarikuvauksen nédennéinen jako reaali- ja imaginaariosaan riippuu
sekin kannasta.

Lineaarisia yhtédloryhmié, ytimié ja kuva-avaruuksia koskevat tarkastelut kelpaa-
vat sellaisinaan kompleksiseenkin tilanteeseen.

7.3. Kompleksiset ominaisarvot.

Ominaisarvo méiritellddn kompleksisessa vektoriavaruudessa kuten reaalisessa.
Algebran peruslauseesta seuraa, etté jokaisella kompleksisella matriisilla on ainakin
yksi kompleksinen ominaisarvo, onhan sen karakteristisella polynomilla nollakohta
kompleksilukujen joukossa.

Esimerkki
0 1 \ = |1
1 0| "TY Ty

osoittaa, etté reaalisella matriisilla voi olla kompleksinen ominaisarvo ja kompleksi-
nen ominaisvektori. Mutta reaalisen matriisin kompleksiseen ominaisarvoon ei voi
liittyd reaalinen ominaisvektori. Jos nimittdin A ja x ovat reaalisia, niin Ax on

tietysti reaalinen, mutta selvéistikéién (a + ib)x ei voi olla reaalinen ellei b tai x ole
0.

7.4. Kompleksiset sisdtuloavaruudet.
Kompleksiluvun itseisarvo eli moduli méiritelldéin tunnetusti kaavalla

2] = lla + @bl = Va2 + b2 = v/ (22),

missd Z on kompleksiluvun z = a + ib liittoluku eli kompleksikonjugaatti a — 1b.
Kompleksiluvun nelio ei yleenséd ole reaalinen, saati positiivinen. Kompleksisten
vektoreiden x = (z1,...,2,) = (a1 + ib1,...,a, +iby) jay = (Y1,-.-,Yn) =
(c1 +idy,...,cn +idy,) standardisisétulo médritelldén kaavalla

n
=1



7. KOMPLEKSISTA LINEAARIALGEBRAA 125

auki kirjoitettuna siis

(zly) = ((a1 4+ ib1, ..., an + iby) ‘ (c1 +idy,... cn+idy))
= (a1 +1b1)(c1 —id1) + -+ - + (an + iby) (cn — idy,)
= aic1 +bydy 4 - 4 anCy F budy, Fi(brer — ardy + -+ bpcy — and,y,).

Liittoluvun kéyton tarkoituksena on huolehtia siitd, etté vektorin sisétulo itsensd
kanssa (z|r) on myos kompleksisessa tapauksessa positiivinen, paitsi nollavektorin
tapauksessa 0. Né&in kompleksisen vektorin normi ||z|| = /(z|z) on reaaliluku,
vieldpé ei negatiivinen.

Namé kompleksisen standardisisétulon ominaisuudet otetaan huomioon asetet-
taessa sisdtuloavaruuden aksioomia kompleksisen vektoriavaruuden pohjalta. Sisé-
tulon aksioomat ovat muuten samat kuin reaalisessa tapauksessa, mutta sisétulon
sallitaan olevan kompleksiluku ja symmetria-aksiooma SyM korvataan Hermiten
aksioomalla

(HER) :(zly) = (ylz) Vo,yeV.

Todisteltaessa erilaisia sisétulon ominaisuuksia on seurattava, minne tésti aiheutuu
eroja reaaliseen tapaukseen verrattuna. Huomattava ero on ainakin siini, etté
kompleksinen sisédtulo ei ole bilineaarinen, vaan seskilineaarinen, toisin sanoen
lineaarinen ensimmaéisen tekijan suhteen ja antilineaarinen jalkimméisen suhteen:

Az + pylz) = Mz|z) + p(ylz) Va,y,z €V, A ueC
(2Az + py) = Mzlz) +7(zly) Va,y,2€ V, A\, peC.

Tastéd ei aiheudu kovin vakavia seurauksia teorialle. Vektorin pituuden voi taas
médritelld asettamalla
]l = v/ (x]x)

ja Cauchyn, Schwarzin epéyhtélo ja kolmioepéyhtdako péatevit ja todistuvat samaan
tapaan kuin reaalisessa sisdtuloavaruudessakin. Ortogonaalisuus merkitsee taas
sitd, ettd (z|y) = 0, mutta muuten kahden vektorin vilisen kulman méérittely
jitetadn tekemiitté, koska tulisi otettavaksi arcus kosini kompleksiluvusta. Ortogo-
naalisuuden tultua mééritellyksi saamme kuitenkin ortonormaalin kannan olemas-
saolon todistetuksi Gramin ja Schmidtin konstruktiolla ja ortogonaalisen projektion
minimaalietdisyysominaisuuden johdettua sen avulla kuten reaalisessa tapauksessa.

Kahden ortonormaalissa kannassa lausutun vektorin siséitulo on koordinaattien
kompleksinen pistetulo, siis (Todista tdmé parsevalin kaavan kompleksiversio! Huo-
maa liittoluvut.)

(*) ijej | Zﬂjej = Z%‘ﬁj-

7.5. Unitaariset ja hermiittiset operaattorit.
Kompleksisen sisétuloavaruuden isometrisia isomorfismeja sanotaan unitaarisiksi
operaattoreiksi. Unitaarinen operaattori on siis lineaarikuvaus

L:V =V jolle
L(z) =|z|| VzxeV.
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Samalla tavalla kuin reaalisessa tapauksessa voi todistaa, ettd tdmé on yhtépitavas
etdisyyksien ja myos sisétulojen sidilymisen kanssa. Unitaariselle operaattorille L
pétee siis

(Lz|Ly) = (zly) Vz,y eV,

Unitaarinen operaattori on siis sama asia kuin kompleksinen sisdtuloavaruusiso-
morfismi. Erityisesti se kuvaa ortonormaalin kannan ortonormaaliksi kannaksi.

Sisétulon seskilineaarisuudesta aiheutuu, ettéd unitaarista operaattoria ortonor-
maalissa kannassa E esittivi unitaarinen matriisi toteuttaa yhtéalon

c'=ct,

missd CT on matriisin C' hermiittinen konjugaatti, ts. saatu C:sté transponoimalla
ja vaihtamalla sen liséiksi kaikki alkiot liittoluvuikseen. Erityisesti reaalinen matriisi
on unitaarinen tasan ollessaan ortogonaalinen.

Seuraavat ehdot ovat yhtépitéavid keskenéin ja sen kanssa, ettd L on unitaariku-
vaus:

) VueV: |Lul = |u|

(2) Yu,v € V : d(Lu, Lv) = d(u,v).

(3) Vu,v e V: (Lu|Lv) = (ulv).

(4) Jollakin/jokaisella ortonormaalilla kannalla E = (ey,...,e,) myds E' =

(Leq, ..., Ley,) on ortonormaali kanta

(5) Jollakin/jokaisella ortonormaalilla kannalla matriisin C = Mat(L; E) sa-
rakkeet ovat keskeniiin ortonormaaleita, toisin sanoen CTC = I,,«,.

(6) Jollakin/jokaisella ortonormaalilla kannalla matriisin C' = Mat(L; E) rivit

ovat keskeniin ortonormaaleita, toisin sanoen CCT = I, .

PERUSTELU. Niiden viitteiden todistus on olennaisesti samanlainen kuin reaa-
lisessa tapauksessa, paitsi matriisin liittolukuja koskevassa kohdassa, joka nyt on
muutettava muotoon:

7 4) <= 5) 7 Olkoon E = (ey,...,e,) ortonormaali kanta ja C = Mat(L; F).

Matriisin C' sarakkeet ovat vektorit Leq,..., Le,. Niiden keskiniiset siséitulot

ovat kaavan (*) mukaisesti toisaalta juuri matriisin CTC alkiot:

(CTC)i; = (Lei|Le;)

Toisaalta vektorit (Ley, ..., Le,) ovat ortonormaalit tdsmélleen silloin, kun
1, kun i = j
LeiLe = = In n)ij-
(tedie) ={ o oot 2T = )

Unitaariset matriisit ovat kompleksisessa teoriassa samassa roolissa kuin ortogo-
naalimatriisit reaalisessa teoriassa: niilli vaihdetaan ortonormaalia kantaa. Ei ole
vaikeata arvata, etti myos symmetrisen matriisin médritelmés kannattaa muut-
taa lisidamalla liittoluvun otto: Sanomme, ettd kompleksinen nelivmatriisi A on
hermiittisesti symmetrinen eli hermiittinen™, miksli

At = 4,

74Ranskalaisen matemaatikon CHARLES HERMITEN (1822-1901) mukaan.
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eli a;; = aj; Vi,j, myos, kun ¢ = j. Reaalinen matriisi on siis hermiittinen tasan
ollessaan symmetrinen.

Hermiittisyys on itse asiassa lineaarikuvauksen sisdtuloon liittdvi ominaisuus.
Voimme maééritelld, etta lineaarikuvaus L : V' — V on hermiittinen, jos

(Lzly) = (z|Ly) Vx,y€V.
Tamé& on yhtépitdvid sen kanssa, ettd L:n matriisi ortonormaalikannassa on her-
miittinen.

7.6. Hermiittisen operaattorin unitaarinen diagonalisointi. Todistamme
téssd luvussa, ettd hermiittisen matriisin A voi diagonalisoida unitaarisella kannan-
vaihtomatriisilla C' ja etté tistd seuraa vastaava lause symmetrisille ja ortogonaali-
matriiseille. Diagonalisointi perustuu luonnollisesti ominaisarvojen ja -vektoreiden
tutkimiseen. Aluksi voi kuitenkin todeta, etti tietysti C~! AC on hermiittinen aina,
kun A on hermiittinen ja C' unitaarinen.

LAUSE. Hermuittisen operaattorin ominaisarvot ovat reaalisia.
Tobistus. Olkoon Lx = Az, x # 0, L hermiittinen.

Mlz|* = Mzlz) = (A\zfx) = (Laz) = (z|La) = (z|Az) = A(z|z) = A|2||.
O

LAUSE. Hermuittisen operaattorin eri ominaisarvoihin litttyvdt ominaisvektorit
ovat ortogonaalisia.

TobnIsTuS. Oleellisesti kuten reaalinen versio. O

T
LAUSE. Jos x = ) € C™ on reaalisen matriisin A ominaisvektori, niin
Tn
T1
T2
myds sen "liittovektori” T = | . | on samaan ominaisarvoon A\ € R liittyvd omi-
Tn

naisvektori, samoin siis x:n reaaliosa Re(z) = (z + )
Tobistus. Olkoon Ax = Az, x # 0.
AT = Az = Az = \T = \T.
0

LAUSE. Symmetriselld matriisilla on reaalinen ominaisarvo ja sithen littyvd
reaalinen ominaisvektori, toisin sanoen symmetriselld matriisilla on ominaisarvo
reaalisen teorian mielessd.

TobisTus. Algebran peruslauseesta seuraa, etté jokaisella matriisilla A on aina-
kin yksi kompleksinen ominaisarvo. Koska symmetrinen matriisi on hermiittinen,
ominaisarvo A on reaalinen. Koska symmetrinen matriisi on reaalinen, vastaavan
ominaisvektorin reaaliosakin on saman ominaisarvoon liittyvi ominaisvektori, siis
etsitty reaalinen ominaisvektori. [
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LAUSE. Hermiittinen operaattori diagonalisoituu unitaarisella matriisilla.

TobisTus. Olkoon A; € R hermiittisen operaattorin L ominaisarvo ja V3, C V
vastaava ominaisavaruus. Hermiittisyydestd seuraa helposti, ettd ominaisavaruu-
den ortogonaalinen komplementti Vi = {x € V | x L yVy € Vi} on invariantti

aliavaruus, toisin sanoen
Lr e Vi~ Vxe Vi .

Valitaan ortonormaali kanta kummallekin aliavaruudelle V; ja Vit. Saadussa koko
avaruuden ortogonaalikannassa Mat(L) hajoaa neljdéin lohkoon, joista ainakin kaksi
on varmasti nollia:

Ao 0

Mat(L)= | | @ " ,
0 ... A
0 A

ja koska Mat L on hermiittinen, on myos lohko A; hermiittinen matriisi. Pa#ttely
voidaan siis toistaa ja lohkoa myots Aj:

Ao ... 0
0 ... X
0 Ay
missé Ao on hermiittinen. Yhteensi siis
B /\1 . 0 7
SRR 0
0 ... M\
Mat(L) = A ... 0 ,
0 o 0
0 ... X
L 0 Ay |

Toistamme péittelyd kunnes dimensiot loppuvat ja L on diagonalisoitu ortonor-
maalissa kannassa. [

SEURAUS. Yhdistimdlld edelliset lauseet saadaan haluttu symmetristd matriisia
koskeva wvdite. [



