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. Tehtéviissd madritelladin summasisditulo  (z|y)g Z? 1(z;]y;);. Tarkastetaan
Lin: (Az + pyl2)e = 3271 (Arj + py;lzi); = 20520 (Majl2) + wlyslz));) = Mzlz2)e +
1(yl2)e

Konjugaattisymm.: (ylz)e = 37 (yilz); = 220 (25ly5); = (2]y)e
Definiittisyys: (z|z)g =0 = Z;L:l(xj | 2;); =0 = Vj: (zjlz;); =0 = z=0.
———

Eptiyhtalot: [|z]l = maxi<p<n [l2elle < /35— 2,017 = V(zlz)e = z]le
lzlle = /2 k=1 [l ]I} < \/nmamsm il < vnllalx

. Sisétuloavaruuden (H, (.|.)g) = H1 ®--- @ H,, tdydellisyys todistetaan kuten R™:n tdydel-
lisyys. Kaikilla & = 1,...,n on méaritelty ¢, (z,) =y € H, missia y, = (0, .. .,:(ng), ..., 0).
Kolminiminen joukko Hj = Im(s, ) = ¢, (Hy) on selvisti {(0, ..., (.%), ...,00eH|ze€H,}
eli {0}@---@Hr®---®{0}. Télle avaruudelle ¢, on lineaarinen surjektio. Isometrisyys on
mukavinta on todeta tarkastamalla sisdtulon séilyminen, jolloin normikin tietysti sdilyy:

n

(@) W ))e = Y (25lz); = (rlze)k.
= ——

0, kun j#k

Téydellisten avaruuksien isometrisind kuvina aliavaruudet H, C H ovat taydellisié ja

siis suljettuja. H on kuva-avaruuksien Hj, ... H,, ortogonaalinen suora summa, onhan

(Lk( k)|l’j( j))@ _07 kU.Ilj #k

. Olkoon f € C(2r) 2m-jaksollinen ja f(k) = 0 kaikilla k € Z. Viite: f(t) = 0 kai-

killa t € R. Todistus: Lauseen 0.6 mukaan on olemassa jono Fourier-polynomeja ¢, si-
ten, ettd q, — f tasaisesti. Olkoon m = deg g, Fourier-polynomin ¢, aste. Tehtévin
6.5 mukaan Fourier-polynomi s,,,(t) = > f(k)e™* e F,, approksimoi funktiota

f € C(27) L?normin suhteen parhaiten kaikkien m-asteisten Fourier-polynomien ava-
ruudessa F,,,. Mutta tehtévin oletuksin s,,(t) = 0. Siis || f||, = [|sm — fll, < llgn — fll, =

f: (g — JI? "= 0. Siis f; |fI? = |IflI7 = 0. Koska |f|* on jatkuva ja > 0, niin siis
|f(t)|? = 0 kaikilla t. O

Seuraus: Jos kahdella 27-jaksollisella C(27)-funktiolla f ja g on samat Fourier-kertoimet,
niin f = g. (Sovella tehtéviin tulosta erotukseen f — g.)



4. Olkoon f € C(2m) paloittain jatkuvasti differentioituva.

f’(k:):% _T;f’(t)e_i“dt:% :f’(t)e_““—(—ik:).% _if(t)e_iktdt:ik:f(k). O
0

5. (jatkoa) f’ € C[—m,n] C L2. Siis teht#viin 7.5 nojalla fe %(Z) ja

s

—~ ~ 1
P12 =17 = 1613 = 5= [ IFOPar (< ).

—T

Arvioidaan f:n Fourier-sarjan osasummien s, (t) = Z f(k)e™* erotusta, kun 0 < p < ¢:
|k|<n

S0 -siol=1 Y FmeH =] Y PR

p<|k|<q p<|k|<q

1 ~ Schw ~
> (Rl < > 1k [|f (k)2 — 0, kun p — 0.
p<|k|<q p<|k|<q

Funktion f Fourier-sarja > ;o f (k) e®*t on siis tasaisesti Cauchy ja suppenee niinol-
len tasaisesti ¢t € [—m, w] kohti summaansa, joka olkoon s € C.

IN

Koska suppeneminen on tasaista, on s:n ja f:n Fourier-kertoimet helppo todeta samoiksi:

. [ i 1T [T & o i
s(k:):% s(t)e ktdt:%/ Z f(5) et e~k gt
- T k=—o0
-y i | e tan=fon
W 2T -
0, kun j#k

Edellisen tehtévin nojalla siis s = f. [

6. Todistetaan Riemann- Lebesquen lfamma. Tarkastellaan 27-jaksollista L'-funktiota
f € LY(27). Pitii osoittaa, ettd f(k) — 0, kun |k| — +oo. Tehtéiviin 8.7. nojalla on

olemassa jono L' N L?-funktiota f, -1l f. Toisaalta tehtdvin 7.5 nojalla viite pitee

funktioille f,, € L?(27). Olkoon € > 0. Valitaan n niin suureksi, ettd ||f, — f|li < § ja

sitten valitaan m > n niin suureksi, ettéd ?;(k:) < 5 kaikilla k| > m. Nyt

1) = 1(F = Fu) (k) + Fu(B) < |(F = Fa) ()] + |fu(F)]
< Hf—an1 + % <e

HUOM: Fourier-kertoimen laskeminen h — h(k) on lineaarikuvaus L' — C , kuten sen
lausekkeesta h(k) = 5= [ h(t) e* " dt nikee. Lisiiksi lausekkeesta nikee, etté témé

lineaarikuvaus on jatkuva ja sen normi on 1, siis |h(k)| < ||h|, kaikilla h € L(27). Naité
tietoja edelld kiytettin.



7. Olkoon f € L'(27) ja f = 0 m.k. avoimella osaviililld, (tai yleisemminkin osajoukossa)
IC[—m,m].

Todistetaan, ett#i fmn Fourier-sarjakin on nolla tuolla osavililla I, ts. sf (t) "= 0 kaikilla
t € I. Tuloksen nimi, Riemannin lokalisointilause viittaa tietenkin siihen, ettd f:n arvot
villin I ulkopuolella eiviit vaikuta téssd mitdéan. (Mieti miké selitys nimelle saadaan, kun
tutkitaan kahta funktiota f ja g, jotka yhtyvit vililld I ja sovelletaan Riemannin lokali-
sointilausetta erotukseen f — g.)

Todistus ohjeen mukaan: Lausutaan osasumma tehtévin 7.4 mukaisesti Dirichlet’n yti-
men avulla:

a+2m
sn(f):/ D, (t—x)f(z)dx

Tehtéavin 7.4 mééritelmén mukaan Dirichlet’'n ydin on geometrinen summa

n it~ (pit\tHl i(n+1)t _ —int
e (@) et
Arvioidaan:

; a+2m a+2m etn+1)(t—z) _ ,—in(t—x)
sol=1 [ Dat-o)f@ el <| [ e () dal
A ON A (O
_ S\ i(n41) (t—x) . I\ —in(t—x)
= \/ ei(t_x) —e dx /a =) 1° dx|

a+2m a+2m
z(n—l—l)(t ) f(z) —in(t—x)
< |/ 6z(t m) dz ’+|/ cilt—z) _1°¢ dz|
a+2m a+21
_ —i(n—|—1)x f(.fl?) inx
|/ 6Z(t x) dx| —|—|/a Sii—n) —1° dzx|

= [g(n+1)| + |g(— )|> missé

()

g(z) = pilt—z) _ 1

Tasté viite ndyttéadkin seuraavan, silld edellisen tehtdviin eli Riemann-Lebesguen lemman
mukaan §(n) — 0, kunhan on varmistettu, ettd g € L'(2n). Tissé tarvitaan viimein
tietoa t € I, ja silld asia onkin selvd, onhan koko ajan t € I kiinted luku ja

_ |f(z)] L 1
/'g = /f(z);éO et — 1 WIS €L

joten riittdd osoittaa, ettd nimittéaji ei padse mv. ldhelle nollaa, vaan m on rajoi-
tettu integroimisjoukossa. Tamé onkin saatu aikaan poistamalla integroimisvililtd turha
osa I, jossa f(x) = 0. Piste ¢ on avoimen vilin I sisépiste ja siis viihintédén jonkin kiin-
tesin € > 0 pidissi kaikista viliin I kuulumattomista pisteistd . Niinollen |e*(®=*) — 1| on
suurempi kuin jokin kiinte# luku.



