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. Kolmioepiyhtils [|a — b|| < [|a|| 4 ||b|| sovellettuna vektoreihin a =z —y ja b = —y
antaa [|z]| < ||z —yl|+[| =yl eli [lz]| = [ly]| < [le—yl|. Samoin [y[| —[[z]| < |y -zl =
lz —yl-

Normi on siis metristen avaruuksien vélisend kuvauksena || - || : E — R Lipschitz-
jatkuva vakiolla 1, siis tasaisesti jatkuva ja sitd suuremmalla syylld jatkvua. (Teh-
téviipaperin ohjeen mukaan voi todeta tdmén suoraan € — § - odistuksena.)

. Aluksi tarkastetaan, ettd T, on ollenkaan kuvaus % — (P, siis hyvin mddaritelty:
Olkoon 1 < p < o0 ja x = (xg,...) € P. Nyt T\x = (Aozo,...) € (P, silld
tapauksessa p = oo on

SUP [An | = sup [Ap||zn| < supMIsup\wn! = |l [zl < o0
neN neN

ja tapauksessa p < co on

Dol =D alPlaal? < YOI lzal? = A2 Y feal” = I llz]lh < cc.

neN neN neN neN

Kuvauksen T lineaarisuus on ilmeinen asia ja jatkuvuus seké tieto |7, || < |||l
on juuri ylld johdettu. Osoitetaan lopuksi, ettd ||T,] > ||\, — €, kun € > 0.

(n)
Valitaan n € N siten, ettd [A,| > ||A||. — € ja valitaan =z = (0,..., 1,...) € ¢P.
Nyt [Ty zllp = [An| > (Ml =€) - 1= (Mo —2) - llzl,- O

. (jatkoa) Koska jatkuvista funktioista yhdistetty funktio on jatkuva kuvaus, niin
edellisen tehtédvin nojalla riittdd nyt osoittaa, etté tdmén tehtéavin lauseke on hyvin
mééritelty; nollalla ei jacta. Témén tehtévén lisdehdoin ||T) || = ||A||. = 1. Normia
laskiessa on hyvi huomata, etté nyt on oletettu p # oo. Olkoon 0 # = = (xg,...) €
Byp. Valitaan sellainen m € N, ettd z,, # 0. Nyt |T,z[|Z = 37 [ AP |zn|? <
Yooy IMP |zn [P < 1, missé aito epéyhtéld tulee siité, etté vasemmalla puolella on
termi |\, |P|2,,|P kohdassa, jossa oikealla on aidosti suurempi [[A[|2 [z,,[P. O

. Médritelmit tehtivista 6.5: f(k = [T _f(t)e"*" dt ja (muuttuja ¢ nyt merkitty

niikyviin:) s,(t) = S 0__ f(k)e ’kt
Dirichlet’n ydin on geom. summa

. n ikt (e”)in—(e”)"{L o —i(nt+1)t_ i(n+1)t __ sin ((n—l—l)t)
Dn(t) - Zk:—n ettt = 1—eit =< efi%t_Zi%t - sin(%?
Lasketaan:
n
— Z f(k ikt _ Z —zkt dtezkt Z —ikx d$€ikt
k=—n k=—mnY T k=—nY"T
- ; T jaksollinen at2m
/ S e oD fa)dr = [ Dalt — 2) f(x) do D / Dot — ) f(x) dx
T e n - a

Tulos on aika ihmeellinen ja yllattavi!
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. (jatkoa) Tiss#i on sama geometria kuin tehtdvissi 6.5., jonka tuloksena oli, ettd

(1) 1f =z =1f = sullZ + llsn — |3

jasiis [|f —d||, > [|f — snll,. (Kerroin 5= ei vaikuta néihin, koska se on kaikissa 2-
normeissa, kun vaihdetaan merkintoji viimekertaisista tdménkertaisiin.) Nyt pitédd
todistaa, ettd 323, [f(k)]> < 5 [T [f(®)*dt = ||f]2.

Kuviosta tulee mieleen, etté voimme soveltaa yhtélod (1) pisteeseen d = 0 € F,,
jolloin saamme yhtélon ||f[|2 = ||f — sn? + [[snl|? ja siis (toinen kateetti kuin
tehtavissd 6.5.) ||snll, < ||f]l,. Lasketaan ||s,|,:

n . 7/ 1 e n . Z 9
lsall2 = lsu@IZ =1 S F(k)e ktuszg / 1S Ak at
T k=—n

k=—n

:sz k)F 2i Dy = CLCENIG

k=—nl=—n k=—n k=—n

2701k

Siis kaikilla n pitee > ;_ (k)2 = [snll? < |If|Z, joten myos
S ohe oo lF )P = suppen Sh_ L, [F )P < |1 F12. O



