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Yleistdmme nyt tehtéiviit 4.4 - 5 erdille déirettomien jonojen x = (z,,) = (25), 2

muodostamille R-lineaariavaruuksille mééritellen aluksi

¢ = {z = (zn) } zn €R, [z, = Z [2n| < +oo} ja
n=0

0 ={x = (z,) } zn €R, ||z||. = sup|z,| < +o0}.
neN

Jonojen = = (z,) ja y = (y,) yhteenlasku méiritelldéin asettamalla
x4y = (z, + yn), vastaavasti Az = (Ax,,) kaikilla A € R. Nayté, etti

. 0! on R-lineaariavaruus ja ||.||, siind mééritelty normi.

On ilmeistd, ettd z € 1 & ANeR = Xz et & |||, = [Nz, Kol-
mioepédyhtilo sensijaan vaatii perustelun: Olkoot n x = (z,) ja y = (y,) ¢1-jonoja.
Sovelletaan avaruuden (R™, || - ||,) kolmioep#yht&lod katkaisemalla saatuihin dérel-
lisiin jonoihin (z1,...,z,) ja (y1,...,Yyn) ja saadaan

n n n oo oo
Dolwitul < lwl+ D lwil <D |l + Y vl = llzll, + Iyl
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Taméi pétee kaikilla (!) n € N, joten

n
e+ ol = tm 3" o+ uil < 2l + l, < oo.
=1

. Vastaavasti myos (> on R-lineaariavaruus ja ||.||., sen normi. (Vaihda ykkosen
tilalle oo)

. Vastaavasti myos £2 on R-lineaariavaruus ja |||, sen normi. (Vaihda ykkosen tilalle
kakkonen)

Sama metodi puree toisaalta myos Schwarzin epéyhtilon laajentamiseen. Kolmio-
epédyhtédlon voi sitten todistaa Schwarzin epédyhtilon avulla. Toinen vaihtoehto on
menetelld kuten edelld, siis laskea &irellisulottisen kolmioepéyhtilon avulla, mutta
silloin ja& Schwarz yleistdmétta.

Schwarzin epéyhtilon yleistyksessd on muuten lisijuju: Pitdda TODISTAA, ettd
kahden [?-jonon sisdtulo eli summa S0, iy; SUPPENEE. Témé seuraa kylld aika
helposti (dérellisulotteisesta) CS-epéyhtélostid témékin, onhan jiinnostermille ar-
viot

m m m 0o 00
m m m

sup | > aiyil < sup [ Y |zl | >l <sup | Yl | D il — 0
k=n k=n i=n i=n k=n i=n i=n

1=n
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4. Avaruudet (' ja ¢? ovat avaruuden > sisikkiisii R-lineaarialiavaruuksia, ¢! C
02 C (>, sills
2]l < [lll, <[],

pitee kaikilla z € R ja siis myos kaikilla = € £1. Taas idea kuten tehtiviissi 1, siis
esimerkiksi: kaikilla n € N on

n n
Dol <Y lanl < ),
k=1 k=1

joten myos

[z, = sup
neN

n
> lzxl? < el
k=1

5. Kun p,r € {1,2,00} ja p < r, niin néyti, ettei voi olla sellaista vakiota 0 < M < oo,
etta
], < M ||,

kaikilla x € ¢P.

Tutkin jonoja 0 # = = (z,), joilla z,, = zp kun n < m, =z, =0 kun n > m.
Lasketaan

lal, Sl _n o
lzll, /X" lak2 Vn

l=ll, _ W:@:ﬁ%@.

lzll. — sup ||

6. Niyté, ettd jonoavaruus /P on Banach-avaruus jokaisella p € {1,2,00}. Niytd
aluksi, ettd kun z; = (z;,) € /7, j € N, on avaruuden ¢# Cauchyn jono, niin
koordinaattijonoilla x;, on kaikilla n € N raja-arvo

Tp= lim z;, €R
j—+oo

Menettele sitten kuten monisteessa esimerkisséd 9.26 eli sivulla sivulla 66, jossa on
todistettu £2:m tiydellisyys: Kopioimalla sieltd ja hiemen indekseji muuttamalla
saadaan tapauksessa p = 1 seuraavaa:

Avaruuden ¢! tiydellisyys todistetaan periaatteessa samaan tapaan kuin avaruuden
R™ taydellisyys, nimittédin koordinaateittain. Todistus on siis melko suoraviivainen
lasku, mutta edellyttédd huolellista kirjanpitoa ja kelvollisia merkint6jé késiteltéiesséa
jonoja, joiden alkiotkin ovat jonoja.

Olkoon (z,,)nen avaruuden ¢! Cauchy-jono. Tehtivinimme on todistaa, etti se
suppenee avaruudessa /.

Jokainen tutkittavan jonon jédsen x,, on itsekin jono, nimittédin lukujono

Ty = (agn),aén), o).



Kirjoittamalla lukujonot x,, toistensa alle saamme havainnollistettua tilannetta #a-
rettomalld matriisilla

CENORING

1= a 3
Ty = ag2) oé?) aéz)
T3 = agg) ozé?’) ozé3)

n m .o . . . e e .
Koska |a§ ) _ ag )| < ||®n — Tm||,, niin jonojen z,, ensimméisten termien muo-

. o . 1 2 3 .
dostama jono, matriisin ensimmaéinen sarake (ag ), ag ), ag ) ,...), on Cauchy-jono

avaruudessa R ja suppenee siis kohti jotakin lukua: a&") — a1, kun n — oo. Sama
péitee muillekin sarakkeille: a}(:) — ay, kun n — oo. Néin tulee mééritellyksi jonon

(Zn)nen ainoa mahdollinen raja-arvoehdokas = = (ag, ag, .. . ).

r] = agl) ozél) oV e

Ty = ag2) ag) oz:(f) c.oeft

T3 = a§3) agg) aés) .ooedt
ool

r = a1 (6% a3

Tehtéivini on niyttid, ettd z kuuluu avaruuteen ¢! ja etté
|zn, — ||, = 0, kunn — oo.

Molemmat arviot saadaan samalla pédttelylld: Olkoon € > 0. On loydettéava luku
ne siten, ettéd ||z, — x|, < ¢, kun n > n.. Cauchy-oletuksen nojalla on ainakin
olemassa sellainen n. € N, ettd kun n,m > n., niin ||z, — z,,||, <, eli

> lay — o™ <
k=1

Erityisesti jokaisella #érellisella N € N on siis

N
() > lay” — o™ <€

k=1
kun n, m > n.. Kiinnittdkddmme hetkeksi n > n.. Koska epayhtélon () vasen puoli
on muuttujien ozgm), . 7045\71) jatkuva funktio ja kukin oz,(em) — ag, kun m — oo,

niin myos
N
E \a,(fn) —ak| <€ kunn>n..
k=1

Positiiviterminen sarja ) ,_; |, — ai| suppenee siis, ja sen summa on enintéén
¢, kunhan n > n.. Toisin sanoen |z, — z||, < ¢, kun n > n.. Nyt kumpikin
tavoitteemme on saavutettu.

(1) Erotus (z,, — x) kuuluu vektoriavaruuteen ¢!, joten myos
r=1x,—(r, —x) €L ja

(2)

|xn — |1 — 0, kun n — oo. O

Tapaus oo on vihin helpompi.



